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SOLUTION  irUNE  QUESTION  PROPOSÉE  AUX  EXAMENS 
D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NAVALE  (1856). 


C        F            * 

t 

n 

Ni    \ 

j/ 

/. 

On  donne  lapins  petite  des  deux  bases  AB  ,  CD,  d'un 
trapèze  ABCD,  et  la  longueur  des  côtes  non  parallèles 
BC,  AD  supposés  égaux  entre  eux  :  déterminer  le  maxi- 
mum de  l 'aire  du  trapèze. 

Menons  des  points  A,  B  les  perpendiculaires  AE,  BF 
sur  CD,  et  posons 

AB  =  a,      BCr=AD  =  c,      CD  =  .r,     AE=BF  =  r. 

L'aire  du  trapèze  sera  exprimée  par  (  • )  y.  D'ailleurs 

les  triangles  rectangles  ADE,  BCF  étant  égaux  entre  eux, 

on  aura 

DE  =  FC , 
et,  par  suite, 

CD— AB       x  —  a 


DE  = 


Ce  qui  donnera 
De  là  résulte 

Il  s  agit  donc  de  trou\  ei  la  valeur  de  x  qui  rend  maximum 
le  produit  (.r-f-  rt)2  [4  c2 —  (x  —  r/)s]  que  l'on  peut  écrire 
ainsi  : 

( i )  («  +  a.)(x  +  a)(^+2c  —  « )  (  2 r  -f-  «  —  x). 

Cela  posé,  désignons  par  a,  6 ,  y  trois  nombres  quel- 
conques et  mettons  le  produit  (i  )  sous  cette  forme  : 

fx-\-a\    fx  +  a\    lx-\-ic —  a\/?.c-+-a —  x\ 

Le  nombre  a2  cy  étant  constant,  il  est  clair  que  le  maxi- 
mum cherché  correspond  au  maximum  de 

.    ,       / x  -f-  a\    { x -\- n\    I x  -f-  ic — a 
(2) 


Or,  les  valeurs  des  nombres  a,  6  ,  y  étant  arbitraires,  on 
en  pourra  disposer  de  manière  que  la  somme  des  quatre 
facteurs 

x  -f-  a        x  -f-  a        x  -h  ■?.  c  —  a         ->  c  -\-  a  —  .r 

,      , , , 

a  a  b  7 

soit, constante ,  c'est-à-dire  indépendante  de  or;  il  suffit, 
pour  cela,  d'attribuer  aux  nombres  a,  S, y  des  valeurs 
telles,  que  le  coefficient  de  a:  dans  la  somme  dont  il  s'agit 


(7) 
soit  nul.  Ce  qui  donne 
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Cette  première  condition  étant  supposée  remplie,  il 
faudra,  pour  que  le  produit  (a)  soit  maximum ,  que  ses 
facteurs  soient  égaux  entre  eux.  On  aura  donc 

x  -f-  a        x  -f-  >  c  —  a 

(4)  — — -  =  ■ 


2C  +  Û  —    r 


(5)  ---  — 

la  valeur  positive  de  x  déduite  du  système  des  équations 
(3)  ,  (4),  (5)  représentera  la  plus  grande  des  deux  bases 
du  trapèze  maximum  (*). 

Des  équations  (4)  et  (5) ,  on  tire 


i  _  i  /       x  H-  a       \ 

y        a  \2c+  «  —  x/  ' 


et,  en  remplaçant  -»  -  par  les  expressions  précédentes, 

1      *         S     y  *  ■  *■ 

dans  (3)  ,  il  vient 

.r  -(-  «  ,r  -+-  a 


O, 


d'où 

2[4c!  —  (.r  —  rt)J]+  ?.(*-f-  «)(rt  - 


(*)  Celte  méthode  élémentaire  pour  résoudre  quelques  questions  rela- 
tu  maximum  et  au   minimum  d'une  fonction  d'uni;  seule  variable 
.i  été  indiquée  par  M.  Grillel,  professeur  au  lycée  de  Brest (  Nouvelles  An- 
nales, t.  IX,  p    70  ).  G. 


(  8  ) 
En  développant  et  réduisant,  on  trouve  l'équation 

r6)  x* —  ax  —  2c'  =  o  , 


dont  la  racine  positive 


a  fa7 


est  la  plus  grande  des  deux  bases  du  trapèze  cherché.  Les 
quatre  côtés  du  trapèze  étant  déterminés  ,  il  sera  facile  de 
le  construire  et  d'avoir  lexpression  de  sa  surface  en  fonc- 
tion des  données  a ,  c. 
L'équation  (6) 

x"-  —  a.r  —  îc'  =  o 


donnt 


x\x  —  a  )  =  at- 


oll 


Or. 


•  •t 


doi 


r  =  CD 


-  =  DE, 


CD  X  DE  =  DA. 

Cette  dernière  égalité  montre  que  le  triangle  CAD  est 
rectangle  en   A.  Il  s'ensuit  que  CD  est  le  diamètre  du 
cercle  circonscrit  au  trapèze. 
Lorsque  c  =  «,  la  valeur  de 


a  la1 


-f-  2r 


(9) 
se  réduit  à   2a,  les  côtés  CI3,  BA  ,    AD  sont  égaux  au 
rayon  du  cercle  circonscrit  au  trapèze  dont  le  diamètre 
est  CD.  Et  chacun  des  deux  angles  DAB,  ABC  est  égal  à 
120  degrés.  G. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  345 

(  voir  tome  XV.  page  383)  ; 

Par  M.  DE  ROCHAS, 
Elève  à  l'école  préparatoire  de  Sainte-Barbe  (classe  de  M.  Gerono), 

Et  M.   GRELLEY, 

Elève  à  la  même  école  (classe  de  M.  Vieille.) 


J  (x)  =  o  est  une  équation  à  coefficients  entiers ;  si/  (o) 
ety(i)  sont  des  nombres  impairs,  l'équation  n'a  pas  de 
racines  entières.  (Gauss.) 

Le  polynôme  f  [x]  étant  un  polynôme  algébrique  en- 
tier, pourra  se  mettre  sous  la  forme 

■      A0  x'"  -+-  A,  •r"*-'  -+-  A,  x'"—'  -h  .  .  .  -f-  A„,„,  x  H-  Am , 

m  étant  un  nombre  entier.  Nous  aurons  alors 

/(o)  =  Am 
et 

/(i)  =  A,H- A,  4-  A,  -f- .  .  .  -h  A^,  +A., 

J  (o)  et  f(i)  étant,  par  hypothèse,  deux  nombres  im- 
pairs. 

Supposons  que  l'équation 

/(*)=o 

admette  une  racine  entière  a,  elle  sera  paire  ou  impaire. 
Dans  le  premier  cas,  chacun  des  m  premiers  termes  de 
/  (a)   étant  pair,  puisque  les  coefficients   sont   entiers  , 


(   io  ) 
leur  somme  le  sera  aussi,  et,  par  snite ,  cette  somme  aug- 
mentée d'un  nombre  impair  A„, ,  ne  pourra  pas  devenir 
nulle. 

Dans  le  second  cas,  nous  pourrons  remarquer  que  les 
puissances  du  nombre  a  seront  tontes  impaires  et  que, 
par  suite,  chacun  des  m  premiers  termes  de/  (a)  étanl 
lr  même  parité  que  son  coefficient,  la  somme  de  ces  ter- 
mes sera  de  même  parité  que  la  somme  des  m  premiers 
coefficients.  Mais  cette  somme  est  égale  à/(ï)  — J{°)  '■ 
elle  est  donc  paire  5  par  conséquent,  la  somme  des  ni  pre- 
miers termes  dej'[a)  sera  paire  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent et  ne  pourra  pas  être  annulée  par  l'addition  d  un 
nombre  impair  A,„. 

Le  nombre  a,  ne  pouvant  être  ni  pair  ni  impair,  ne 
sera  pas  entier.  c.   Q.    F.  d. 


SOLITION  DE  LA  MÊME  QUESTION  343 

Par  M.    P.   R., 
Élève  du  lycée  Bonaparte. 


Soit 

/(.r  )  =  A0  .<■"■  -h  A,  a*-'  -1-  ...  4-  Am  .,  x  -+-  A„  =  O 

le  polynôme  proposé.  A  étant  un  nombre  entier  quel 
conque,  de  même  que  A',  on  suppose  que 

/(o)  =  Am==2*+  l, 

/  1)  =  A,  -f  A,  4-  ...  4-  A.„_,  4-  km  =  ?.h'  +  1  . 

Aucun  nombre  p  entier  mis  à  la  place  de  x  ne  satisfait  à 
1  équation 

/(*)  =  o. 

I.n  effet,  effectuons  la  substitution.  Il  vient 

A*//'  4-  A,//"  '  4-  A,//"-2  4-..  .+  A„_,/»4-A.. 


(  "  ) 

Si  p  est  pair,  tous  les  termes  le  sont,  à  l'exception  de  A,„, 
donc  la  somme  algébrique  de  ces  termes  n'est  pas  nulle 
Si  p  est  impair,  la  somme  des  termes 

(i)  Aj/VH-  A,//"-'  +.  .  .H-Am_,^' 

est  encore  paire.  Car 

/(,)  _/(o)  =a*-a*'  =  2(*-  A'). 

Donc  le  nombre  des  coefficients  impairs  de  (i)  est  pair. 
Donc  leur  somme  algébrique  est  paire.  La  somme  algé- 
brique des  termes  de  (i)  à  coefficients  pairs  est  encore 
paire.  Donc  enfin  le  polynôme  (i)  est  pair,  et,  par  suite, 
le  polynôme 

Kpm  -f-  A,//"-1  -{-...+  Am_,  p  -f-  Am 

n'est  pas  nul ,  puisque  A,„  est  impair. 


LETTRE  SIR  LA  METHODE  DE  H.  PAINIEKTIER 

(voir  t.  XIV,  p.  370). 


Je  trouve  dans  vos  Nouvelles  Annales  (octobre  1 855 ) 
une  formule  nouvelle  de  M.  Parmenlier  pour  la  quadra- 
ture des  courbes  planes.  L'auteur  affirme  que  cette  for- 
mule est  toujours  préférable  à  celle  de  M.  Poncelet ,  mais 
relie  assertion  ne  me  parait  pas  fondée. 

Considérons  en  effet  une  courbe  tournant  sa  concavité 
vers  l'axe  des  r.  Je  suppose  la  base  du  segment  divisée 
en  parties  égales ,  et  les  trapèzes  inscrits  et  circonscrits 
de  .M.  Poncelet  construits  sur  les  divisions  de  la  base. 
Soient  A  la  somme  des  trapèzes  inscrits,  A'  celle  des 
trapèzes  circonscrits  et  S  l'aire  exacte  du  segment.  On  a, 


(     '2    ) 

suivant  les  cas , 

2  ^ 

Je  suppose  ■ — -— plus  grand  que  S. 

En  comparant  la  formule  de  M.  Parmeniier  à  celle  de 
M.  Poncelel ,  on  trouve 

A  +  2A'        AH-  A' _  A'—  A 
__  ______ 

V  étant  évidemment  plus  grand  que  A  ,  on  a 

A  +  2  A'        A  +  A' 
3~ ^       2 

Donc,  puisque,  par  hypothèse,  la  formule  de  AI.  Ponce- 
let donne  une  valeur  trop  grande,  celle  de  M.  Parmeniier 
sera  moins  approchée  qu'elle. 

En  considérant  une  courbe  qui  tourne  sa  concavité 
vers  le  haut,  on  verrait  de  la  même  manière  que  toutes 
les  fois  que  la  formule  de  M.  Poncelet  est  approchée  par 
défaut,  elle  est  plus  exacte  que  celle  de  M.  Parmeniier. 

Ujm  Abonné. 


KtrOXSE  A  LA  IMIÉCÉDEXTE  LETTRE. 


Je  vous  renvoie  la  Note  critique  que  vous  m'avez  com- 
muniquée relativement  à  ma  formule  de  quadrature. 
Votre  abonné  dit:  «  L'auteur  affirme  que  cette  formule 
est  toujours  préférable  à  celle  de  M.  Poncelet ,  mais  cette 
assertion  ne  me  parait  pas  fondée.  »  D'abord  je  n'affirme 
rien  .je  démontre,  que  lorsque  les  éléments  dans  lesquels 


(  '3  ) 
on  partage  la  courbe  sont  assez  petits  ,  ma  formule  est 
beaucoup  plus  approchée  que  celle  de  M.  Poncelet,  et 
celte  assertion  n'est  ni  plus  ni  moins  fondée  qu'un  théo- 
rème quelconque  d'algèbre  ou  de  géométrie.  J'ai  donc 
lieu  d'être  fort  étonné  de  voir  contester  une  chose  évi- 
demment incontestable  par  tous  ceux  qui  ont  compris  \e^ 
considérations  analytiques  qui  m'ont  conduit  à  modifier 
la  formule  de  M.  Poncelet,  et  je  pourrais  laisser  sans  ré- 
ponse le  singulier  raisonnement  de  votre  abonné.  Je  veux 
pourtant  dire  eu  quoi  il  pèche,  ne  fût-ce  que  pour  l'édi- 
fication  personnelle  de  sou  auteur. 

Considérant  le  cas  d'une  courbe  concave  vers  Taxe  des 
abscisses,  votre  abonné  dit  que  1  on  a,  suivant  les  cas. 

A  +  A'>c 


et  il  prend  le  cas  où  —  ^>  S.  A  partir  de  là  son  rai- 

sonnement est   irréprochable,  et  il  démontre  que  dans 

\  _l_  a'  ,  A  -+-  2  A' 
ce  cas  — est  plus  approché  de  S  que —  j  c'est- 
à-dire  que  la  formule  de  M.  Poncelet  donne  un  résultat 
plus  approché  que  la  mienne.  Il  n'y  a  qu'un  petit  mal- 
heur à  cela ,  c'est  que  le  cas  examiné  par  l'auteur  ne  peut 
jamais  se  présenter.  Si  votre  abonné  avait  lu  ma  Note 
avec  un  peu  plus  d'attention  ,  il  aurait  vu  que  je  démontre 
(p.  Sjj))  que  S  —  A'  est  plus  petit  que  S  —  A  (en  valeur 
absolue  ) ,  ou,  en  d'autres  termes ,  que  la  somme  des  aires 
des  trapèzes  circonscrits  est  plus  rapprochée  de  Taire  de 
la  courbe  que  la  somme  des  aires  des  trapèzes  inscrits. 
Or,  dans  le  cas  d  une  courbe  concave  vers  Taxe  des  ab- 
scisses, A'  est  plus  grand  que  A,  cl  comme  S  est  plus 
approché  de  la  plus  grande  de  ces  deux  quantités,  il  s'en- 
suit que  S  est  plus  grand  que  leur  moyenne  arithmétique 


(  '4  ) 


•  M  que  Ion   a 


A  -+-  A' 


<S 


Votre  abonné  part  donc  d'une  hypothèse  absurde  en  po- 
sa ni 

Avant  d'établir  par  des  considérations  de  séries  que 
S  —  A  est  plus  grand  que  S  —  A'  (en  valeur  absolue), 
j'avais  dit  (p.  372)  qu'il  est  facile  de  voir  par  rie  sim- 
ples considérations  géométriques  que  la  somme  des  aires 
des  trapèzes  circonscrits  conduit  à  un  résultat  plus  ap- 
proché que  celle  des  trapèzes  inscrits,  mais  je  n'avais 
pas  cru  devoir  démontrer  cette  proposition  élémentaire. 
Comme  votre  abonné  ne  s'en  est  pas  rendu  compte ,  ce 
qui  l'a  fait  tomber  dans  son  raisonnement  paradoxal ,  je 
répare  ici  cette  omission. 


T 

m 

T' 

M 

\n 

M' 

Soit 


P;j_—  p&. 


Il  s'agit  de  démontrer  que  la  différence  entre  l'aire  in- 
m  rite  et  la  courbe  est  plus  grande  que  celle  entre  l'aire 
circonscrite  et  la  courhe ,  ou  que  le  segment  curviligne 
M/nM'  est  plus  grand  que  La  somme  des  segments  curvi- 


lignes MTm  +  mT'M'. 


Menons   les   cordes   Mm  el  mM'.  Il  est  facile  de  voir 


(  *5  ) 
que  le  triaugl     M  m  M'  est  égal  à  la  somme  des  triangles 
MTm  -h  mT'M'.  En  effet,  on  a 

MM'  X  mn 

triangle  M  ni  M'  =  =  Vp  X  "in , 

.       ,                        MT  X  M/7         ^  MT 

tnanyle      MTm  =  =  P p  X  —  ■> 

1  2 

.       ,           ,     ,       M'T'xM'/i       „          M'T' 
tnanide  m  V  M'  = =  Vp  X * 

2  2 

et  somme  des  triangles 

,     ,       „     (MT-f-M'T") 
MT  m  -+-  m  V  M'  =  Vp  ± '  ~  Vp  X  mn  , 

même  expression  que  pour  le  triangle  M  m  INI'. 

Or  Taire  curviligne  M  m  M'  est  évidemment  plus 
grande  que  le  triangle  M  m  M',  et  la  somme  des  aires  cur- 
vilignes MTm  +  m T' M'  plus  petite  que  la  somme  des 
triangles  de  même  nom.  Donc,  enfin,  l'aire  curviligne 
MmM'  est  plus  grande  que  la  somme  des  aires  curvilignes 

MmT+  mT'M'  (*). 

(*)  Je  profite  de  cette  occasion  pour  dire  aux  lecteurs  des  Nouvelles  An- 
nales qu'élant  devant  Sébastopol  lors  de  l'impression  du  numéro  d'octo- 
bre i855,  je  n'ai  pu  surveiller  moi-même  la  correction  des  épreuves,  et 
pour  les  prier  de  vouloir  bien  corriger  eux-mêmes  plusieurs  fautes  essen- 
tielles signalées  dans  les  errata  du  numéro. 

Théodoke  Parmektier. 


(   16  ) 


SOLUTION  I)E  LA  QUESTION  .V'iO 

(  voir  page  29  )  ; 

Par  M.  Ch.   MORE  AU, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M  .  Briot). 


Soient  donnés  un  angle  trièdre  de  sommet  S  et  un 
point  fixe  O  par  lequel  on  mène  un  plan  coupant  les 
faces  de  l'angle  suivant  le  triangle  ABC;  trois  parallèles 
aux  côtés  du  triangle  et  passant  parle  point  O  partagent 
ce  triangle  en  trois  parallélogrammes  et  trois  triangles; 
i\  ,  c2,  v3  étant  les  valeurs  de  trois  pyramides  ayant  pour 
bases  ces  parallélogrammes  et  S  pour  sommet  commun, 
la  somme 


est  contante  ,  du  quelque  manière  qu'on  mène  le  plan  cou- 
pant par  le  point  fixe  O. 


Je  mène  par  le  point  O  trois  plans  OM ,  OK,  OL  res- 
pectivement parallèles  aux  trois  faces  de  l'angle  trièdre, 


(  '7  ) 
le  plan  OM  coupe  SA  en  M ,  le  plan  OK  coupe  SC  en  R 
et  le  plan  OL  coupe  SB  en  L  :  ces  trois  plans  coupent  le 
plan  ABC  suivant  les  trois  droites  DE,  FG,  IH  menées 
parallèlement  aux  côtés  du  triangle  ABC  ,  savoir  DE  pa- 
rallèle à  BC,  FG  parallèle  à  AC,  IH  parallèle  à  AB,  et  , 
de  plus,  ils  forment  un  parai lélipipède  avec  les  trois  lues 
de  l'angle  trièdre. 

Considérons  maintenant  la  pyramide  ayant  pour  base 
le  parallélogramme  OFAH  et  pour  sommet  S 5  elle  peut 
être  regardée  comme  la  somme  de  deux  pvramides  ayant 
pour  bases  le  même  triangle  SAO  et  pour  hauteurs  les 
dislances  des  points  F  et  H  à  ce  plan.  On  aura  donc,  en 
appelantyet  h  ces  deux  distances, 

r 

SAFOH  =  ~  X  SAO  X  (/'  -h/)- 

La  pyramide  SMPOQ  aura  de  même  pour  mesure 

SMPOQ=^XSOMx(/>+7)> 

en  appelant  p  et  q  les  distances  des  points  P  et  Q  au  plan 
SOM. 

Or  on  a 

f=pi    f'=q, 

car  les  lignes  FP   et  HQ  sont  parallèles  à  SA.  et,  par 
suite,  au  plan  SAO.  On  a  donc 

SAFOH        SAO        SA 


SMPOQ       SOM       S M 
on  lire  de  là .  en  posant  SAFOH  =  r, . 

i_  _      _i v    SM 

p,  ~  SMPOQ       SA" 

Ann.   de  Maihcmat. ,     t.  XVI.   (  Janvier  1807.) 


(    x8  ) 

On 

démontrera 

de  même  que  l'on 

;t 

i 
SBIOD  ~ 

i            i 

V/ 

SL 

"  r-,  _  SLPOX  ' 

SB 

et 

i 

«'s  ~~ 

I 
SK1NOQ  X 

SK 

se' 

Oi 

SMPOQ  =  SLPON  =  SKNOQ, 

car  chacune  de  ces  trois  pyramides  est  le  tiers  du  même 
parallélipipède  SLNKMPOQ  ;  on  a  donc,  en  appelant  v 
le  volume  de  Tune  de  ces  pyramides, 


Or 


1 

-H- 

V 

-  + 

SL 
SB 

t>3       v   \ 

CG 
=  CB' 

SM 
SK_ 

se  ~ 

SL 

\- 

SB 

BI 
BC' 

SK 

se 

)• 

SL 
SB 

+ 

SK 

se 

l 

CG  +  BI 
BC 

_BE 

~  BC 

AD 
~~Â~B 

= 

AM 
AS 

donc 


•i  c  i  SM 

comme  il  faut  encore  y  ajouter  le  rapport  — »ona 

ii         i  _  i  /  AM    (    MS\  _  i 
•',        f5        v%       v  \  AS         AS  /         i' 

Donc  la  somme  des  inverses  de  ces  trois  pyramides  est 
constante  et  égale  à  l'inverse  de  lune  des  pyramides 
SMPOQ  ou  à  irois  fois  l'inverse  du  parallélipipède  OS. 

Note.  Prochainement  une  solution  trigonométrique  de 
M.  Richard  Oxamendy. 


iq 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  546 

(  voir  tome  XV,  pa?p  3^7    : 

Par   M.    G.   FORESTIER, 

Élève  'le  mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis 

(  classe  de  Bl.  Rriot  ). 


Soient  <7,  b  ,  c,. ..,/*,  n  arcs  du  premier  quadrant 5  je 
supposerai  que  a  est  le  plus  grand  de  ces  arcs  et  que/*  est 
le  plus  petit.  Nous  avons 


sin  b  -f-  sin  c  -f- .  .  .  -+-  sin  f 


cosrt  -+-  cos  b  -+-  cosc  -4-  ...  -h  cos/ 

et  nous  voulons  démontrer  que  l'on  a 

tangy*^  q  <^  tang  a. 

Or,  dans  le  premier  quadrant,  le  sinus  du  plus  grand 
arc  est  le  plus  grand  sinus  et  son  cosinus  est  le  plus  petit. 
Par  conséquent ,  en  remplaçant  au  numérateur  chaque  si- 
nus par  sin  a  et  au  dénominateur  chaque  cosinus  par 
cosrt,  nous  augmentons  la  valeur  de  la  fraction  et  nous 
avons 


ou 

tang  a  ><;. 

De  même,  en  remplaçant  chaque  sinus  par  sinus  fet  cha- 
que cosinus  par  <  osJ\  on  diminue  la  valeur  de  la  fraction, 
n[  I  on  a 

n  sin*/" 

— — -  <  q     oh     tang/<  q  , 

1  cos  / 


p    I 


!  20) 


tang/<?<tang«. 


C.     <v).     F.    D. 

Ces!  aussi  un  cas  particulier  de  ce  théorème  général  : 

";,  — :,...,  —  étant  h    expressions  fractionnaires  écrites 

b,    l>j  bn 

suivant  un   ordre  de  grandeur  croissante,    l'expression 
a,  •+■  tfi-H.  •  •+■  °n 


b,  +*i+. 


v-  est  comprise  entre  —  et  7— 


SOLIÎTION  DE  LA  QUESTION  338 

(TOlr  t.  XV,  p.  290); 

Par  fil.   JOZON, 

Élève  du  lycée  Louis-le-Graml 


D'après  l'énoncé  de  la  question  ,  je  prolonge  la  base  du 
triangle  isocèle  ABC  d'une  longueur  CD  égale  à  BC.  Je 


joins  le  point  D  au  point  E,  milieu  de  AB,  et  le  point  F 
se  trouvant  le  point  d'intersection  des  médianes  du  trian- 
gle ABD,  on  a 


CF  =  5AC 


Je  porte   AG  =  CF  et  je  mène  DG  qui  rencontre   Ai. 


(    21    ) 

en  H  ;  soit  I  le  point  d'intersection  des  diagonales  du  qua- 
drilatère GHFE,  je  mène  DI  qui  rencontre  AH  en  K.  Je 

dis  que 

AB=  i5GK  =  10EK. 

Le  triangle  DEG,  coupé  par  la  transversale FH A ,  donne 

(i)  GH  X  DF  X  EA  =  GA  X  FF  X  HD. 

Mais  les  eûtes  de  ce  triangle  sont  aussi  partagés  eu  seg- 
ments qui  sont  en  involution,  par  les  lignes  DK,  EH, 
GF  partant  des  trois  sommets  et  se  coupant  en  un  même 
point.  On  a  donc 

(2)  GH  X  DF  X  EK  ==  GK  X  FE  X  HD. 

Divisant  membre  à  membre  l'équation  (1)   par  l'équa 
tion  (2) ,  j'ai 

EA  _GA 
ËK"~GK 


AB  AB 


ou  enfin 


2EK       3GK 
2ËK=3GK. 


Du  reste  on  a  aussi 

EK  -+-  GK  =  EA  -  GA  =  (-  —  -i  )  AB  =  £  AB 

\  2       3  /  b 

Je  remplace  dans  cette  égalité  EK  par  -GK  el  !  ai 

1  2  j 

ntr/  3\  AB 


I     22     | 

d'où 

i5 


et 


AB        AB        AB 

O  IL»  IO 


C.      (.».      h.      \). 


Note.. MM.  Léopold  Sylvestre,  du  collège  Rollin  (classe 

Je  M.  Sucliet),  Moreau,  du  lycée  Louis-le-Grand ,  et  le 
P.  Rochelle  ont  résolu  la  question  à  peu  près  de  la  même 
manière. 


SOLUTION  M  LA  QIESTION  544 

(voir  t.  XV,  p.  383); 

Far   MM.   A.   PICART  et  BOURDELLËS, 
Élèves  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Briol 


l  ii  point  lixe  O  est  donné  dans  un  angle  plan  A.  Par 
O,  on  mène  une  transversale  rencontrant  les  côtés  de 
l'angle  en  B  et  en  C ,  S  et  S'  étant  les  aires  des  triangles 

OBA,  OC  A  ,  la  somme-  -f-  —   est  constante,  quelle  que 

soit  la  manière  dont  on  mène  la  transversale. 

Soient  OB',  OC  les  perpendiculaires  abaissées  du  point 
O  sur  les  cotés  AB,  ÀC.  J'aurai 

l       }__  2  2  -  .'A B.OB'  -+-  AC.OC') 

S       S7  ""'  Ali.  OB'  -i"  AC.OC  ""        AB.AC.OB'.QC' 

Or 

AB.OB'  -4-  AC.OC  =  AB.ACsinA. 


(  *3  ) 
Donc 

i         i  2AB.ACsinA  2  sin  A 

— I = ; = ; —  =  constante. 

S       S'       AB.AC.OB'.OC       OB'. OC 

C.     Q.     F.     D. 

On  aurait  pu  du  reste  arriver  à  priori  à  cette  expression 
i  sin  A 


de  la  constante. 


OB'.  OC 

En  effet,  si  je  mène  la  transversale  OO '  de  manière 
quelle  soit  parallèle  à  l'un  des  côtés  de  l'angle,  la  somme 

-  H-  -7  se  réduit  à  -•  Or 
S       S'  S 

AOX  sin  O'  AO  sin  OAC 
2  sin  A 
'Mais 

AOsinO'AO  =  OB% 
AO  siriOAC'  =  OC'; 

donc 

i  2  sin  A 

S  =  OB'TOC* 

11  sciait  lac  lie  de  voir  que  le  théorème  subsiste  encore 
quand  la  transversale  rencontre  un  côté  et  le  prolonge- 
ment de  l'autre,  ou  bien  encore  quand  le  point  O  est  à 
l'extérieur  de  l'angle.  Alors  la  somme  se  change  en  dif- 
férence. L'énoncé  général  exige  qu'on  dise  la  somme 
algébrique. 


(  A  ) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  354 

voir  l      XV  ,{<     ,<  ■ 

Pas   MM.   BOYELDIEU  et  A.   SILVKSTRK. 
Élèves  de  M.  Catalan 


On  donne  quatre  droites  A  =  o,  B  =  o,  C  =o,  D  =  o 
et  un  pointOdans  leur  plan  ;  on  joint  ee  j)lan  au  point  d'in- 
tersection de  A  =  o  et  B  =  o,  el  1  on  prend  la  conjuguée 
harmonique  de  cette  droite  par  rapport  au  système  (A,  B); 
on  l'ail  de  même  par  rapport  au  système  (C,  D).  Ces  deux 
droites  se  coupent  en  un  point  (i).  On  opère  de  même  par 
rapport  aux  systèmes  (A,  C)  et  (B,  D),  puis  (A,  D)  et 
(B,  C).  On  obtient  ainsi  deux  nouveaux  points  d'inter- 
section (2)  ri  (!))  en  ligm;  droite  avec  le  premier. 

Démonstration. 

Si  Aj,  Bj ,  C, ,  Di  soin  les  valeurs  '.pie  prennent  les 
premiers  membres  des  équations  de  nos  droites  quand 
on  y  remplace  les  coordonnées  variables  par  celles  du 
point  O, 

A        B 

kt  ~  IV  ~~  ° 

sera  la  forme  de  l'équation  des  droites  joignant  le  point 
O  aux  points  d'intersection  des  droites  données. 

On  sait  d'ailleurs  que  les  deux  droites  P  H- À  O)  =  o. 
P  —  XQ  =  o  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport 
aux  deux  droite,   P  =  o  et  Q  =  o. 

Ceci  étant,  les  équations  de-  nos  conjuguées  harmonî- 


(  »5) 
ques  pourront  se  mettre  sous  la  forme 


w 


A 

R 

— 

-f- 



—  o , 

A, 

B-, 

C 

D 

— 

-+- 

— 

=  °  » 

c, 

D, 

A 

C 

— 

+ 

— 

==  o, 

A, 

c, 

B 

D 



H- 



=  °> 

B, 

D, 

A 

D 

— 

+ 

— 

=  o, 

A, 

D, 

B 

C 

— 

-f- 

=  o, 

B, 

C, 

(2) 


(3) 


il  où  l'on  \ oit  immédiatement  que  la  droite 

A        B        C        D 

1 1 1 •  =  o 

A,        B,       C,D, 

passe  par  les  trois  points  d'intersection  dont  il  s'agit. 

Note.  Un  abonné  de  Marseille  fait  observer  que  dans 
un  quadrilatère  plan  les  droites  qui  joignent  les  milieux 
des  côtés  opposés  et  les  droites  qui  joignent  les  milieux 
des  deux  diagonales  se  coupent  en  un  même  point.  La 
perspective  de  cette  figure  donne  le  théorème  353  dont  le 
théorème  354  est  le  corrélatif.  L'élégant  mode  de  solution 
de  MM.  Boycldieu  et  Silvestre  s'applique  avec  un  égal 
succès  au  théorème  353. 


(  26  ) 


SOLLTION  DE  LA  QUESTION  332 

(voir  tome  XV,  p, 

Par  M.   MORE  AU, 
Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M    Briol  |. 


Soit 

X  =  MN*, 

M  et  N  sont  des  fonctions  algébriques  entières  de  i 
n'ayant  pas  Je  facteurs  communs  ni  multiples  {*).  h  est 
un  nombre  entier  positif.  Désignons  par  P  le  plus  grand 

commun  diviseur  de  X  et  de  ——  •>  faisons 

dx 

Q-p'  R-PZ' 

alors  jN  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  Q  et  de 

P        7.  rfQ 

dx 


En  effet .  on  a 


ou  bien 


—  r=  — -  N*  4-  X-  BIN*-'  — 
dx         dx  dx 


r/X         „_.      i  dM  ,  rf.N 

dx  \  dx  dx 


Pi'  plus  grand  commun  diviseur  de  X  et  de  sa  dérivée 
cm!  N*"1,  car,  d'après  les  conditions  de  l'énoncé,  MN  el 

,/M  x  .  r/N  ._  .     ,. 

-7—  i\   +  A  v  M  n  ont  pas  de  facteurs  communs. 

dx  dx  l 

le  crois  que  celle  condition  est  aéce  >air<  poui  la  démonstral 


I  ^7  ) 

Ainsi 

P  =  N*—. 

Maintenant  on  a 

Q  =  MN ,      R  =  —  N  H-  /•  — -  M , 

fl.r  a.v 


et 


ax        ax  d.v  \d.i'  (ix 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de 
Q  =  MN 


et  de 


est  donc  JN 


.-*g-<r'>£« 


XOllVELLES  FORMULES 

pour  la  détermination  indépendante  des  coefficients  dans  la  série  des  sécantes 
et  la  série  des  tangentes  et  nombres  bernoulliens  ; 

D'après  M.  O.  SCHLOMILCH,    . 

Professeur  à  Dresde. 


.h  clm>ts  mathématiques  de  Grunert ,  t.  XVI,  p,    'ji  i  .    îSji  . 
et  Nouvelles  Annales,  t.  VIII,  p.  '■'>('>- -^ 


t.  Notations.    i°.  ni  produit  continuel  1.2. 3...  ». 

m  ■'  ... 

:>".  ///„  =  — — ,  eoefiu  ieui  binomial ,  ut0  =  i 

'/  !  (  m  —  n    • 


(  *8) 
3".   (D"  Fx)0  =  valeur  que  prend  la  dérivée  d'ordre  n 

de  F  (x)  lorsqu'on  v  fait  j:  =  o. 


2.  Lemnic. 


i--    ■  r  - 

r  )sin"  .r  =  —7 —  I         2 

•2"~'U( 


•  (  2  X-  )t  —  (  2  X-  )*_,  cos  2  or 
2^)i-»  Ct^-* —  (2/)a_3  COS  G  r 

D:n  cosp-x  =  ( —  1)"  p-"  cosp.x, 
(D"'cos^.r)0  —  (_i)»ptîn, 


I 


(a)(D»sin-*).  =  L^£[_ 

3.    Lcmme. 


(a*)4_,6*  4-... 


,3/f— I 


1     [*  (  2  h  —  1  )j_,  sin  .r  —  (  2  /.  —  1  )*_,  sin  3  x  "1 
-^*=">L  -4- (2/-  —  i)*_,  sin/J-r  —  ...  J: 


J'oÙ 


t  ( D2'-'  sin  2*-'  .»:)„ 

(3)]_ (—  i)"+>r    (2/-  i)*_,.ij»-'  —  (2/--~i)*_3.3'«-'  1 


i.   Lcntiita 


sin.r  =  .z 


3!        5! 
Sécante. 


».   Soit 


2  !  Al  2  «  ! 


T,„  =  (D"1  sécr  u  . 


(   *9  ) 
or 


sécx  =  (i  —  sin*ar)    3 

,    i    •  .       ,i.3  i .  3 . 5  (  2  n  —  I  ;   . 

+  -sin'  x  H 7sm'.r  +  .  .  .H -r-i \ '  s'rv'.r 

2  2.4  2 . 4 .  o .  .  .  2  n 


D 

fi  .3.5.  .  .  m  -h  1    .  "1 

I  2  .  4  •  O  .  .  .    2/1  +  2 


Dans  la  seconde  partie  entre  parenthèses .  remplaçons 
sin  x  par  sa  valeur  en  x  (  lemme  4) ,  on  aura  une  série  de 
cette  forme 

at  .r5n+J  +  a,  x7n+i  H-  a3  xw+*  -+- .  .  .  =  S  (  x) 
et 

[D3nS(.r)]0  =  o; 
donc 

T?n  =  -  (D'B  sin3  x),  -+■  ^-r  ( D"»  sin*  x),  -+-... 

2  '        2.4 

I  .  3.5  ...    2/2  I 

2.5.O.  .  .    2/2 

Faisant  donc  dans  la  formule  (2)  (lemme  2)  k  successive- 
ment égal  à  1.2.3...  n  ,  on  obtient 

'     _  '         '     r 

2    2'  L  J 

i.3  1  r ,  ,    ,    , 

+  ^:?[4.-3*-4o4'"] 

+  2^6i[6:'2'n~6i,4'n  +  c><  6"] 

1.3.5.  .  .  m  —  i         i 
4- 


2.4.6...  2/7 

i"n —  (î 

(  2  /?  ),  (  2  n  Y" 


r(2«)„_,.2"'—  (m)n_,.'y"... 


3o  ) 


Pour  n  =  3  ,  on  trouve 


T<=;  hw+lêà[^-*] 


2  .  4  •  O  1 


=  16  —  180  -h  n5  =  6i . 

Tangente. 
6.  Soii 

T3  x  ït,x  *-2*—\       . 

tang  x  =  x  -h  — —  +  -E-r"  -S-  ...  H :  -r"1 

°  3  !  5  !  m  —  i ! 


d'où 
Lorsque 

on  a 


TÎB_,  =  (D2n-'tang.r)0 


—  7T  ">  X   "> 7T, 

2       ^  2 


tang.r  =  sinx  (i  —  sin'.r) 


i.3 


sin  x  -\ —  sur  x  H ?  sur  x 

2  2.A 


+ 


1.3...  m  —  3 


4- 


2.4  ..  .  in  —  2 

1.3.5  . .  .  m  —  1    . 

^ sin:"+1  x  +  .  .  .     ; 

-y.  .  .  m  J 


sirr"-'  x 


2.4.6. 
on  démontre  comme  ci-dessus  qu'on  a 

T,„_,  =  [D2'!-|sinx]0^--[D:n-,  sùr.r}, 


r.3 


-4-— ^[D:"-'sïn5o:]„-K,.-t-  I 
2.4 


.3.5...  m  —  3 
2.4.6.,.  2»  —  1 


[D'"-'  sin.r'"— ]... 


(  3«  ) 
I  ,e  reste  s'annule  ;  donc  ,  d'après  la  formule  (3)  • 

(—  >'rH  T2n_,  =  i,.i»-' 

+  I.£;[31.I«-.__3,.3«t-i] 

2      22 

i.3     i  rr  „    „  „    „ 

y  H 7-  -[5I.i«-'  —  5,.3M-' +  5„.5în-'  +. 

(3)    (  2.4     2'  L 

1 . 3 .  .  •  2  n  —  3        1 

4- 


2  .A.  .  .  in  —  2     2^ 


r    (2«-  ,)„_,.  I'«-'_(2«  —  i)n_,. 35*-'. . .-1 

L±(2/?—   l)0(2«  —  l)?n- 

Faisant  successivement  n  ■=  \ ,  2 ,  3  ,  4  5  on  a 

T,  =  1 ,     T3  =  2,     Ts=i6.      T,  =  272 

Sécante  et  tangente ,  jormule  unique. 

7.   Il  s'agit  de  trouver  une  seule  formule  qui  donne  à 
la  fois  T5„  et  T2n_i  ;  on  a 

sec  .r  4-  tanq  x  =  tans:  (  -7  H —  x  I 

\4       2     / 


==  T„  4-  T,  *  -+-  — ,  x1  -+-  -î  x3  4- 
2!  3! 


d  où 


Tm  =  |D"!  tan- 


! 

4  '  ï 


Lorsque  a?.<C —î 

2 

tung  (  7  H —  x  )  =  cos.r  (  1  —  sin  x 
\4        2     / 


cosx  4-  sin  x  cos.r  4-  sin- x  ros.r 
■  sin"\r  COS.r 

-    sin"      r  Cos.»-  4-  àinn,~+"';£  cosx  -4-    .  .  1 


(    32    ) 

<  )n  prouve  comme  ci-dessus  qu'où  a  seulement 
Tm  =  (Dn  cos.r),  +  (  D"  sin  .r  cos.r  )0  4-  (  Dm  sin3  x  cosx)0+ 
4-  (Dmsin'"x  cos.r),,, 

D"  (sin* a:  cos.^)  =  -j— - — ■  Dm+l  sin*+'  x, 

doue 

Tm  =  -  (  DB,+I  sin  .r  }o  +  -  (  D'""4"'  sin2  x\ 

i  v  2 

H î —  (  D'"+1  sinm+l  x  )0  - 

m  -\-  l 

Ayant  égard  aux  formules  (2)  et  (3),  on  a 

(-i)"TM 

3    2' L 

4-1.  -L[  5,. i"'+'-  5,.32"+,4-  50.52"-1-'] 
5    2' 

2/2  -h   l)„.  IM+I 
J-l  -(2/1+    ij,,.,. 3*+'+... 


r      (2/î  -+-  i)„.i2*,+ 

!     —  (in  4-  i)n-,.3J 

2/2+  1 2™     ,  ;         ;",. 

L  ±  (  2  «  4-  1  )„  {  2  n 


(— i)n+'"Ton_, 

=  -.i[2,.a»]  +  7-î3[4.-a*,-4.-4*] 

2    21  L  4   ? 

■-i.ir[6,.a--61.4"  +  6*.6",]H--- 

O      2* 

J I_   f  (2/l)n_,.2J"—  (a /!)„_,.  47n  +•  ■  '  I 

'a" 'a*-'  L±(^")n-(2")2n  J 

En  faisant  dans  celle  dernière  formule  //  =  3 ,  on  a 

T.-i.i[*)+i.£[<.*-«+è-i[_s%; 

=  16 —  1204-   120=  16,  comme  ci-dessus. 


(  33  » 
Formules  récurrentes. 


8  m,,  T,„  —  m,  T,„_,  -f-  ///,  Tm_  ,  —  w,;  T,„_6  -f-  .  .  .  =  sin  — - , 

2 

9  )     Tm+I  =  mt  T,  T,„  H-  iw,  T,  T,„_,  -+-  m2  T,  Tm_^  H-  .  .  . 
à  démontrer. 

Nombres  bcrnoulliens  [Jacques  Bcrnoitlîi). 

9.    B^  désignant  un  nombre  bernoullien,  on  sait  que 
l'on  a 

22«   (22„    ,) 

2  « 

Les  formules  (4),  (5),  (6),  (7),  (8)  ,  (9)  s'appliquent 
donc  aussi  aux  nombres  bernoulliens  (  voir  Lacroix  ,  Cal- 
cul différentiel,  tome  III,  p.  84  et  106 \  1819). 


THEOREME  D'El'LER  SIR  L'AIRE  DU  SECTEIR  PARABOLIQUE 

'roir  tome  XV,    page  13). 


■>       r  = 


4  cos'  -  »  4  cos*  ~  ? 


?'-?  =  ',      ?>°>      ?'><>,      r'>r, 


4/'/''  sin'  -  6 

2 


;  -h  r'  —  2cos  -  6  v  rr' 

2 


in/i.  </<  Mathémat.,  l    XVI.  (Janvier  i8r»7  : 


(  34  ) 

S=  ^r(2r-f-y-»)  v 4 '/■'  —  /'" 

égale  aire  du  segment    parabolique  compris  entre  r  et 
Taxe. 

S,  —^y[(zr  +p)  s/^r'p  —  p'^:(ir-j-p)^rp  —  p'] 
égale  aire  du  segment  compris  entre  r  et  r'. 

4  r    \/7-  —  cos  -  9  y/7"' 


l  r  —  P 


r  -4-  r'  —  2  cos  —  9  \'rr' 


i       / —  t 

r  -\-  r' —  2  cos— 9  \rr'-\-  2  r'  sirr  —  0 

2  2 

a  r  -h  /î  =  2  r  —  ; 

/  !  / "/ 

r  -|-  r    —  2  cos  -  9  i//r 

2       ' 

On  a  des  expressions  semblables  pour  4''  —  V  ct  2/''+//. 
v'r  —  cos  -  9  \[r 


est  négatif,  et 


v/r'  —  cos—  9  y  ''' 


\f 


est  positif.  Donc 

?.  \jri\fr  —  cos  -  0  \Jr'  Y 

i  /  r  -\~r'  —  2  cos-9  \jrr' 
yV  (  \jr'  —  cos  -  9  y  r  j 


y/ir'-P  = 


t  /  r  +  ;  '  —  cos  -  9  v'7-'* 


(  35  ) 
Substituant  ces  valeurs  dans  S, ,  on  a 

6S,  _  A  +  B 

I  ;  .1 

A  =  /'  [  r  -\-  r    —  2  cos  -  9  \  rr    +  îrsur- 

V  2 

X  (  v'77  —  cos-  Qyfrjijr', 

B=r     r-f  r'  —  2  cos  -  9  v'  rr'  -+-  2  r'  sin'  -  & 
\  2  2 


X  (  y/r  —  cos -9  y/'  )  V 


C  =  (  r  -+-  r'  —  2cos  -  G  \jrr'  \    ; 

B  =  (  r  -r-  r'  —  2  cos  —  9  y/r'  ) 
X     (r_+-  r')3  —  (/•-(-/•')  cos  -  9  v/rr7  —  2/r'cos' -9j 
=  (  r  -+-  r'  -h  cos  -  9  y'rr  )   I  r  -f-  r'  —  2  cos  -  9  y//r'  1    : 


d'où 


S,  =£  (  r  +  r,  -}-  cos -9  y/rr7)  y  P  [r  +  'r' —  i  cos- g  y/r'. 

Observation.  On  parvient  au  même  résultat  en  suppo- 
sant et  et  o'  de  signes  opposés. 

Soit  s  la  longueur  de  la  corde  qui  joint  les  extrémités 
des  rayons  vecteurs  /•  et  /*'  ;  on  a 

i       , —  .. 

2  cos -9  y/r/-'  =±  y/(r  -+-  r')'  —  s-, 


le  signe  supérieur  lorsqu'on  ao<(9<  180,  cl  le  signe 

3. 


(36) 
u  pour  i  Su  <"  0  <T36o.  Donc 

S   =  —  [  2  [r  +  r' )±L  yj{r+r'f  —  s*  ] 


12 


\lp\r+r'zç.\i{r-hr'y  —  s'] 


I  r  -f-  r'  —  A5 


•  \  /  r  -H  r    —  .v  \ 


\    r+  r')qz  \'(>-+-  r')*—  5; 
doit  être  positif. 


Faisons 
on  aura 

d'où 


>•    -W         ,         r  -)-  r    H-  .s 
—  =  rf,        


■,=.1  ./£[/.*]. 

12   V    2 

Telle  est  la  belle  expression  de  l'aire  du  secteur  para- 
bolique trouvée  par  Euîer  (Miscell.  Berolin.,  t.  VII. 
p.  20).  Mais  Euler  n'en  a  tiré  aucun  parti,  et  le  théo- 
rème était  tellement  oublié,  que  Lambert  noyait  l'avoir 
découvert,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  son  ouvrage  :  I/tsi'gnio- 
res  orbitœ  cometafhm  proprietates,  Aug.  Yindelic. .  i  761  , 
§  83  ,  et  dans,  ses  Beilrage,  partie  III,  p.  237,  1  76T) ,  et 
depuis  on  a  en  effet  attribué  le  théorème  à  Lambert.  C'est 
M.  Gauss  qui  a  revendiqué  les  droits  d'Euler  {Motus 
théories  p/anet.,  p.  119;  1809).  Il  est  pourtant  vrai  que 
Lambert  est  le  premier  qui  ail  étendu  le  théorème  à  l'el- 
lipse cl   à  l'hyperbole. 

M.  Gentil,  chef  (l'institution,  a  publié  en  1 854-  chez 


(  37  ) 

Mallet-Bachelier  :    Démonstration    dun    théorème    de 

Lambert  par  la  géométrie,  in-8  de  8  pages.  Cette  dé- 
monstration est  fondée  sur  des  théorèmes  énoncés  dans 
un  programme  de  l'université  de  Dublin  (Nouvelles  An- 
nales, 1847,  l-^li  p-  /\~U)i  ,lOS  5-i 2). 


SOLUTION  DE  LA  QLESTION  335 

(voir.  t.  XV,  i>.  S90)  , 

Par  M.   L.   ARMEZ, 
Elève  du  lycée  Louis-le-Grand . 


Soient  A  et  B  les  centres  des  deux  cercles  donnés  ,  KM' 
ft  HK'  les  tangentes  intérieures  communes,  KH  la  tan- 


gente extérieure  commune  aux  deux  cercles  A  et  B  '  je 
mène  les  rayons  AC,  BD  aux  points  de  contact  C  etD  des 
tangentes  intérieures. 

Les  triangles  semblables  OAC,  OBD  donnent 

OC  _AC. 
ÔD  "BD' 
on  a  d'ailleurs 

ÔD  =  ÔB  —  BD.' 


(  38  ) 
Multipliant  ces  deux  égalités  membre  à  membre  .  il  vient 


OC.CD  =  -— JOB  —  ACBD 


OC.OD-+-  AC.BD  =  ~-0B'. 
BD 


Mais   on   peut   remplacer   le  rapport  — —  par    le   rapport 

AO       .  ,    .  ,     ,         „ 

— —  qui  lui  est  égal,  et  1  on  a 

(«)  OC.OD-f-  AC.BD  =  AO.OB. 

Cela  posé,  je  joins  le  centre  A  au  point  K  où  se  cou- 
pent la  tangente  extérieure  KH  et  la  tangente  intérieure 
KH';  je  mène  également  BH7  du  centre  B  au  point  d'in- 
tersection de  KH'  avec  K'  H'  qui  est  une  seconde  tangente 
extérieure  commune;  j'achève  le  quadrilatère  AKBH'  et 
je  remarque  qu'il  est  inscriptible. 

En  effet.  AR  étant  bissectrice  de  l'angle  BKM ,  on  a 
l'égalité  d'angles 

AKH'  =  NK.H 

on  a  d'ailleurs  BKH'  =  BKH 


d'où  AKB  =  BKN 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  l'angle  AH'  H 
est*  droit. 

Le    quadrilatère   AKBH'   ayant   deux   angles    opposés 
droits  est  inscriptible.  et  l'on  a 

AO.OB  =  KO.  OH', 

■ 

et  comme  OH  =  OU'. 

AO.OB  =  KO  OH. 
Substituant  au  produit  AO.OB  dans   l'égalité   (oc),    le 


(  39  ) 
produit  KO. OH  qui  lui  esl  égal,  on  a 

OC.OD  4-  AC.BD  =  KO.OH 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Note.  MM.  Legrandais,  élève  du  lycée  Saint-Louis, 
A.  Raimbeaux,  leP.  Rochelle,  S.  J.,  et  un  anonyme  onl 

résolu  la  question  de  la  mèiue  manière. 

Observation .    M.  Legrandais  donne  encore  une  solu- 
tion trigonométrique. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  321  (PKOUHETj 

(TOlr  t.  XV,  p.  230); 

Par  M.  Ch.   MOREAU, 

Elève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Briot). 

Et  le  P.   ROCHETTE,  S.  J. 


Si  les  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré  sont 
de  la  forme  p-,  q-,  p~  -f-  2/;^,  qz  -f-  ipq^  les  racines  de  la 
dérivée  sont  rationnelles. 

Formons  1  équation  du  quatrième  degré  avant  pour 
racines  /r,  </%  /»5  -h  2/?r/,  a1  -f-  ipq. 

Le  coefficient  du  terme  en  x3  est  égal  à  la  somme  des 
racines  changée  de  signe  ,  et,  par  suite,  à 

-  2{p-h  q)\ 

Le  coefficient  du  terme  en  x2  est 

}>    q"  -f-  p1  (p'  -h  2  pq  )  +  p*  (r/8  4-  ipt,  ) 
+  7'  (  P'  +  *P<l)  +  7J  (  <73  +  »/"7  ; 

-Hi»2-+-  */»?)(?*  +  2/>7)- 
oefficient  peut  s'écrire  ainsi  : 


(4o  ) 

Le  coefficient  du  terme  en  x  sera 

jr  7-  ,  p*  4-  ipq  )   +-  p2  q'  (  q1  4-   2pq  ) 


0  (?*+  '-'/"/)J 


En  le  transformant,  il  se  met  sous  la  forme 

—  ipq  (p-h  qY  |  />"  4-  72  4-  pq    ■ 

Le  terme  constant  est  égal  au  produit  des  racines.  L'é- 
quation du  quatrième  degré  sera  donc 

.r1  —  2  [p  4-  q  f'jr*  ■+-[(/>  H-  7  |4  4-  2/»?  7'2  "H  ?J  +  A'7  )]  x" 

—  2/*/  (  />  4-  7  f'  (  p"  4-  7 ?  -r  f>7  )  * 

4-  />•'  72  (/;2  4-  2/^7  |  (  7'  4-  2/;y  ;  =  o. 

L'équation  obtenue  en  égalant  la  dérivée  à  zéro  est 

3  r  (  P  4-  q  )  *  ; 

** (p-\-  7  Y  •'"  4- 4-  pq    p1  4-  7'  4-  />7 

pq  (p  4-  7  )'  <>*  4-  7'  4-  /"/ 


Je  dis  maintenant  que  les  racines  de  cette  équation  sont 
rationnelles  et  de  la  forme 

p  4-  q   ■ 
pq,       ~^LL'       [p9+f  +JP9 

Il  est  facile  de  le  vérifier. 

3 
En  effet,  le  coefficient (p  -\-  qY  est  égal  à  la  somme 

de  ces  trois  racines  prise   eu  signe  contraire.  Le  terme 
constant  est  égal  à  leur  produit  changé  de  signe. 

De  plus  ,  le  coefficient  de  x  peut  se  transformer  ainsi  : 


(4-  ) 

et  sous  cette  forme  on  voit  que  c'esl  la  somme  des  pro- 
duits deux  à  deux  des  racines  supposées. 


SIR  LES  QUESTIONS  321  ET  322 

Tuir  t.  XV.  p.  ]»'.), 

Par  M.  Louis  CREMONA   (de  Pavie). 


Question  321. 

Soient  a,.,  b,.,  c,.  les  coordonnées  du  sommet  iuc'"e  de 
l'hexagone  ;  Ir  la  longueur  du  côté  (/•,/'  +  i  )  ;  ar ,  5, ,  y,,  les 
cosinus  des  angles  du  même  côté  avec  les  axes.  On  a,  par 
les  données  du  problème, 

.'/.  =  at  -+-  a,  /, ,  b,  =  bt  4~  p,  /, ,      Ci  =f,  +  y,  /,  . 

«3  =  at  ■+■  a,  /,  -+-  a2 lt1  

a,  =  a,  -f-  a,  l,  4-  a,  /2  +  a3/3, 

<76  =  a,  +  a^/3, 

Par  conséquent,  l'équation  du  plan  passant  par  les  mi- 
lieux des  côtés  (i,  2),  (2,  3),  (3,  4)  sera 

111  1 

2.r2«,+  a,/,    2a,+  2a,/,+  a,/;    2ûf,+  2a,  /,-+-  2  a,  /,  -+-  a373 

2J    2^,+  ^/,     2^,+  2fi,/,-|-  [i2/,    2^,4-  2[î,  /,4-  2p2/24-^4 

23    2c,  4-  V,  A    2c24-  27,  /,-+-  y2/a   2c,4-  27,  /,-)-  i'/2l2  4-  7,  /3 

ou,  en  transformant  ce  déterminant  par  des  théorèmes 
très-connus . 

1  o  1  o 

4  (  ■'  —  a,  )  a2 12  -+-  x2  /,  x3  r  4-  a,  /,  a,  /,  4-  a2  /2 

-  /',  M-  4-p,/,  p,/»+M'  e,  /,  H-p2A 

4  (  s  ■—  f.  )  'M  4-  7,  /  /   /    4-  y,  /,  y,/,  4-  y,  /: 


=  », 


(    42    ) 

En  observanl  de  quelle  façon  cette  équation  renferme 
les  éléments  qui  composent  les  coordonnées  des  sommets 
de  l'hexagone,  on  voit  que  la  même  équation  représente 

aussi  le  plan  passant  par  les  milieux   des  côtés  (4,  5), 
(5,6),  (6,  i).  Donc,  etc. 

Question  322. 

Soient  in  le  nombre  des  côtés  du  polygone-  «r,  br,  c, 
les  coordonnées  du  sommet  /'"'""•  lr  la  longueur  du  côté 
(r,  r-(-  i);  a,.,  (3,.,  yr,  les  cosinus  des  angles  de  ce  côté 
avec  les  axes.  En  supposant  que  /•  soit  un  des  nombres 
i ,  2  ,  3  , . . . , n  ,  on  a 

<tr  =  a,  4-  a,  /,  4-  a»  li  4-  •  •  •  4-  «r— i  /r_i  > 
r/,i+r  =  c/,  +  ar/r  +  ar+1  ?r+,  4-  .  -  .4-  a„/„, 
donc 

«,  4-  «Wr  =  2  rt,  +  a,  /,  4-  aj  U  4-  •  •  •  4-  a„  /„  , 

c'est-à-dire ar ,-j-  a,1+r  est  indépendant  de/*;  analoguemenl 
pour  &r  4-  bn+r  et  c,.  -f-  cn+,.. 

Je  considère  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

x  =  -{ar-h  an+r),     y  —  -(br-i-bn+r),      z  =  -  (  cr  4-  cn+r )  ; 

ces  coordonnées  satisfont  évidemment  aux  équations  de  la 
droite  (/',  n  4-  >') ,  qui  sont 

x  —  ar  y  —  br  s  —  cr 

fl  r  (,n+r  U  r  "n+r  'V  Oj-+-r 

•i  satisfont  aussi  aux  équations  de  la  droite  qui  joint  les 
milieux  des  côtés  (r,  r+  i),  (n  4-  r.  N  +  r+  i) ,  savoii 

2  x  —  ar  —  r/,+,  2  y  —  br  —  br+l 


—  an+r  —  a„+r+,        br  4-  br+i  —  bn+r  —  bn+r, 
2  3— cr  —  r,M., 

rr    4"  frj-l  ~  '  Cn+r   ~~     <~n-4-l-»  i 


(43) 
donc  Je  point  nommée  est  commun  à  toutes  les  droites  qui 
joignent  les  sommets  opposés  et  à  celles  qui  joignent  les 
milieux  des  côtés  opposés  .  et  le  même  point  est  le  milieu 
de  chacune  de  ces  droites. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  336 

(voilât.  XV,  p.  290]; 

Par  le  P.   H.  ROCHETTE,  S.  J. 


Un  triangle  rectangle  ABC  est  équivalent  au  rectangle 
des  deux  segments  lî«  et  Ca  faits  sur  l'hypoténuse  par  le 
point  de  contact  a  du  cercle  inscrit. 

Soient  r  le  rayon  du  cercle  inscrit  et  S  la  surface  du 
triangle.  On  a ,  /S  et  y  étant  les  deux  autres  points  de 
contact, 

r  =  Ay=A£, 


S=- AB.AC. 

2 


Remplaçons  AH  et  AC  par  leur  valeur  en  faisant  atten- 
tion que 


il  vient 


Mais 


donc 


By=Ba,      Ca  =  Cj2, 


S  =  -(B«+r)'(Ca  +r) 


=  -Ba.Ca  +  -[(Ba+Ca)r  +  rJ)l. 

2  2 


-'-  [(Ba-t-  C«)r+  r>]=-  S 

2  J  2 


BaX  Ca  ==  S. 


(  44  ) 

Note.  MM.  A.  Raiinbeaux,  Dunod ,  élève  du  lycée 
Saint-Louis  (classe  de  M.  Faurie) ,  Pâque,  professeur  à 
Liège,  Jozon,  élève  du  lycée  Louis-lc-Grand ,  Constant 
(Jules) ,  Varlet,  élève  du  collège  Roîlin  (classe  de  M.  Su- 
chet) ,  et  Aubert,  professeur,  ont  résolu  la  question  de  la 
même  manière. 

Observation.  MM.  Murent  (de  Clermont)  et  Moreau 
(du  lycée  Saint-Louis  )  font  usage  de  la  formule  générale 
&=p  {p-a)  (p-b){p^c). 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  544 

(?oir  t.  XV,  p.  383);   ' 

Par  MM.   DESJACQUES. 


Un  point  lixe  O  est  donné  dans  un  angle  plan  de  som- 
met A;  par  O  on  mène  une  transversale  rencontrant  les 
côtés  de  l'angle  en  B  et  C;  S  et  Sj   étant  les  aires  des 

triangles  OBA ,  OCA,  la  somme-  -h—  est  constante,  de 

quelque  manière  qu'on  mène  la  transversale. 

Soient  B'  C  une  autre  transversale  passant  par  le  point 
O;  S',  S/  les  aires  des  triangles  OB'A,  OC'A.  Les  trian- 
gles BAC  ,  B'AC  donnent  le  rapport 

BAC  __  AB  ><  AC 
B'AC'-  AB'X  AC'' 

et  les  triangles  AOB,  AOB',  AOC,  AOC'  donnent 

AOB  _  AB         AOC  _  AC 
AOB'  "~  ÂB1  '      AOC  —  ÂC'  " 

En  remplaçant  BAC,  B'AC  par  S -h  S, ,  S' -h  S,  .  el 


(  45  ) 

AOB,  AOB',  AOG,  AOC'  par  S,  S',  S,,  S,  ,  et  en  mul- 
tipliant membre  à   membre  les  deux  derniers  rappi 
on  a 

SS,  AB  X  AC         BAC 


S' S'. 


d'où 


On  tire  de  là 


AB'X 

AC 

S  H- S, 

SS, 

S'  +  S', 

""  S' s', 

i         1 

s  +  s7~ 

I         I 

Si  Ton  suppose  le  point  O  pris  hors  de  l'angle,  on  a 
aussi —  égal  a  une  quantité  constante. 

Note.   MM.  Richard  P.  Oxamendy  (de  Cuba)  Aubei  i, 
professeur,   Poudra,  un  anonyme  et  M.  A.  Raimbeaux 

ont  résolu  la  question  de  la  même  manière. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  359 

'voir  t.  XV,  p.  591'  ; 

Par  le  P.   H.  ROCHETTE ,  S.   J.,  et  oh  ANONYME. 


Toutes  les  circonférences  ayant  leurs  centres  sur  une 
même  droite  et  coupant  à  angle  droit  une  circonférence 
donnée  ont  même  axe  radical ,  et  toutes  ces  circonfé- 
rences prises  deux  à  deux  et  la  circonférence  donnée  ont 
même  centre  radical.  (Màmnheim.) 

Soient  m  le  centre  de  la  circonférence  donnée,  pp  la 
droite  donnée-,  du  point  m  abaissons  une  perpendiculaire 
mh  sur  pp:  un  point  quelconque  mi9  pris  sur  cette  per- 
pendiculaire, sera  d'égale  puissance  par  rapport  à  deux 


(  46  ) 
cercles  P, ,  P4  ayant  leurs  centres  en  /;, ,  ]u_  sur  la  ligne 
pp  et  coupant  à  angle  droit  la  circonférence  M.   (Nous 
désignerons  le  rayon  d'un  cercle  parla  lettre  R  affectée 
de  la  lettre  du  centre  comme  indice.  ) 
On  a 


d' 


m,  pt  —  mji  -f-  hp{  =  m,  k  •-)-  ;/ip,  —  mil7, 

R£,  =  '»/>,    —  R'»> 


OU 


//?,  /?,  —  R:,  =  m,  h  —  /w/i  4-  R' 
on  a  de  môme 


m{  }>■,  =  »»,  h  4-  lip,  =  m,  h  4-  mp-,  —  mil  , 
R'  =  mp2  —  R,2„ , 


d'où 


P 
et ,  par  conséquent , 


,  p,  —  R1,,  =  mx  h  —  mh1  4-  R' 


m,p,  —  R^  =  m,  p-,  —  Rp  . 

Mais  la  puissance  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle 
est  égale  à  l'excès  du  carré  de  la  distance  de  ce  point  au 
centre  sur  le  carré  du  rayon  ;  le  point  7?/,  pris  quelconque 
sur  la  droite  mh  est  donc  bien  d'égale  puissance  par  rap- 
port à  deux  cercles  quelconques  satisfaisant  aux  conditions 
de  la  question;  et  cette  droite  est  ainsi  l'axe  radical 
commun  à  tous  ces  cercles  qui  forment  une  suite  de  cer- 
cles radicaux  du  cercle  M  et  que  nous  appellerons  suileV. 

On  sait  qu'on  appelle  centre  radical  de  trois  cercles  le 
point  unique  d'où  l'on  peut  décrire  un  cercle  qui  soit 
radical  par  rapport  aux  trois  premiers.  Soit  C  le  centre 
radical  de  deux  cercles  de  la  suite  P  et  du  cercle  M,  ce 
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point  sera  situé  sur  l'axe  radical  mk  commun  à  tous  les 
cercles  de  la  suite  P,  et.  par  conséquent,  le  cercle  C  ne 
pourra  pas  être  radical  de  F  un  des  cercles  de  cette  suite 
sans  l'être  en  même  temps  de  tous  les  autres;  il  sera  donc 
à  la  fois  radical  du  cercle  M  et  de  deux  quelconques  des 
cercles  de  la  suite  P.  Toutes  les  circonférences  P  prises 
iteux  à  deux  et  les  circonférences  données  ont  ainsi  le 
point  C  pour  centre  radical  commun. 

Note.  Les  cercles  considérés  dans  celte  question  for- 
ment un  système  radical  dont  pp  est  1  axe  primitif;  sur 
la  droite  mh  se  trouvent  les  centres  d'une  suite  illimitée 
de  cercles  coupant  à  angle  droit  tous  les  cercles  de  la  suite 
P  (ou  radicaux  réciproques  par  rapport  à  tous  ces  cercles 
P) ,  et  sur  la  partie  de  cette  droite  qui  est  corde  commune 
à  tous  les  cercles  P  ,  les  centres  d'une  suite.de  cercles  ra- 
dicaux simples  par  rapport  à  ceux  de  la  suite  P.  On  peu! 
consulter  sur  la  théorie  des  suites  radicales  et  ses  appli- 
cations le  beau  Mémoire  que  M.  Gaultier  de  Tours  a  pu- 
blié dans  le  X^  Ie  cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Poly- 
technique. 

La  première  partie  de  cette  question  esc  la  réciproque 
du  théorème  qui  y  est  pris  comme  point  de  départ;  quant 
à  la  seconde,  elle  s'y  trouve  d'une  manière  plus  générale 
sous  la  forme  suivante  (p.  1 54 ) • 

Il  n'existe  qu'un  cercle  de  chaque  suite  qui  soit,  par 
rapport  à  un  cercle  indépendant,  radical  de  même  espèce 
que  par  rapport  aux  centres  de  la  suite  opposée. 
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SOLUTION  DE  LA  MÊME  QIESTION  339; 

Par  M.    AUBERT. 

Professeur. 


Soient  O  le  centre  de  la  circonférence  donnée  que  je 
prends  pour  origine  d'axes  rectangulaires,  r  son  rayon  , 
C,  C,  C", ...  les  centres  des  circonférences  qui  coupent  à 
angle  droit  la  circonférence  O,  et  R,  R',  R", . . .  leurs  rayons. 

a,    6  sont  les  coordonnées  du  point  C, 
a',  6'  »  C  , 

//     Pli  c" 


L'équation  de  l'axe  radical  des  circonférences  C  et  C 
est 

Kr-ê-ê'he'-ê) 
+  (2x—  a  —  a')(a'  —  a)  —  R2-h  R'2  =  o; 

elle  devient,   par  tin  calcul  très-facile,  eu  égard  aux  re- 
lations 

«'  -I-  ë2  =  R%      «"H-  6"  =  R'% 

qui  expriment  que  les  circonférences  C,  C  coupent  à  an- 
gle droit  la  circonférence  O, 

(6'-6)rH-(a'  —  «}.r  =  o, 

équation  d'une  droite  qui  passe  par  le  centre  Ode  la  cir- 
conférence  donnée. 

De  même,  l'équation  de  Taxe  radical  des  cercles  C,  < 
sera 

(g"__  g)  ,-  -+.(«"  —  *     r  =  0, 


(49) 
équation  identique  avec  la  précédente,  car  les  points  C-, 
C,  C" étant  en  ligne  droite,  on  a 


Donc  il  n'y  a  pour  tous  les  cercles  C,  C^C",...  pris  deux 
à  deux  cpi'un  seul  axe  radical. 

Maintenant  considérons  ensemble  les  trois  circonfé- 
rences O,  C,  C.  L'axe  radical  de  O  et  C  est  représenté 
par  l'équation 

(2J—  g)6+(2-r  —  a)  a+  R5  —  r»  =  o  , 

qui,  tontes  réductions  faites ,  devient 

(i)  gj-f-a.r — r2  =  o. 

L'équation  de  l'axe  radical  des  circonférences  O  et  C 
sera 

(2)  ê'jr-h  a'x  —  r1  =  o. 

Les  coordonnées  du  centre  radical  des  cercles  O,  C,  C 
sont  les  valeurs  de  x  etj"  qui  conviennent  aux  équations 
(t)  et  (2) ,  valeurs  qui  vérifient  l'équation 

(g'  —  6)  y  -h  (a'  —  a)  a:  =  o, 

qui  n'est  antre  que  la  différence  des  équations  (1)  et  (2)  : 
ce  qu'on  sait  d'ailleurs. 

Le  centre  radical  des  circonférences  O,  C,  C"  serait 
donné  par  les  équations 

g  y  "f-  «  X  —  r J  =  o  ,       g"  r  -+-  a"  .r  —  a.7  =  o , 

<[ui,  en  venu  de  la  relation 

g'  —  g  _  g"  —  g 

a'  —  ce        a"  —  a 
son!   identiques  avec  le  système  des  équations  (1)  et  (2). 

Ann.    de  Malhrmat..  t.  XVI.  (Février  i8f>7.^  4 


(  5°  )  • 

Donc  il  n y  a  qu'un  centre  radical. 

La  même  question  peut  être  résolue  par  de  simples 
considérations  géométriques  de  la  manière  suivante  : 

Les  rayons  de  la  circonférence  O  menés  aux  points  de 
rencontre  de  celle-ci  avec  les  circonférences  C,C',C/;soni 
pour  ces  dernières  des  tangentes  égales  issues  du  point  O 
qui  appartient  ainsi  à  tous  les  axes  radicaux  ;  d'ailleurs 
tous  ces  axes  devant  être  perpendiculaires  à  la  droite  qui 
joint  les  points  C,  0,0',...  se  réduisent  à  un  seul,  puisque 
du  point  O  on  ne  peut  mener  qu'une  perpendiculaire  à 
cette  droite. 

On  sait  que  les  axes  radicaux  de  trois  cercles  se  cou- 
pent en  un  même  point  qui  est  le  centre  radical  de  ces 
cercles.  D'après  cela,  le  centre  radical  des  trois  cercles  O. 
C  ,  C  se  trouvera  au  point  de  rencontre  de  Taxe  radical 
commun  avec  l'axe  radical  des  cercles  O  et  C  :  de  même, 
le  centre  radical  des  cercles  0, 0,0" sera  au  point  de  ren- 
contre déjà  mentionné,  et  ainsi  de  suite, c'esl  à-dire  qu'il 
n'y  a  qu'un  centre  radical. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  548  (HANNHEIM) 

(voir  t.  XV,  p.  M>1    ; 

Par  M.    BOURDELLES, 
Élève  ilu  Lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Briot). 


Etant  donnés  une  conique  dont  les  foyers  sont  F  et  F 
et  un  point  quelconque  M  dans  l'intérieur  de  cette  coni- 
que ;  si  l'on  mène  MF  rencontrant  la  conique  en  A  et  lî,  et 
MF'  rencontrant  la  conique  en  C  et  D,  on  aura 


i  i  i  i 

MA  +  MB  """  MC  ~*~  MÏÏ 


(  5i  ) 
Lorsque  le  point  M  est  intérieur,  les  sommes  sont  rem- 
placées par  des  différences. 


Soit  P  le  point  d'intersection  des  droites  AD  et  CB  , 
soit  Q  celui  des  droites  AC  et  DR-,  joignons  le  point  M 
aux  points  P  et  Q. 

Si  l'on  remarque  qu'il  résulte  de  la  construction  précé- 
dente que  PM  est  la  polaire  du  point  Q,  que  MQ  est 
celle  du  point  P,  et  que  les  droites  MA,  MP,  MC,  MQ 
forment  un  faisceau  harmonique,  comme  ces  droites  MA 
et  MC  passent  chacune  par  un  foyer  de  la  section  coni- 
que ,  les  droites  MP  et  MQ  sont  rectangulaires  ;  elles  sont 
donc  les  bissextrices  des  angles  formés  au  point  M  par  les 
droite»  AB  et  DC. 

En  vertu  de  la  proposition  énoncée  par  M.  Mannheim 
[Nouvelles  Annales,  tome  XV,  p.  383),  si  Ton  consi- 
dère l'angle  P  et  les  transversales  DC  et  AB,  on  a 


+ 


i 


PMA        PMB       PMC 


PMD 


ou  bien,  en  exprimant  les  surfaces  de  ces  triangles  en 
'.onction  de  deux  côtés  et  de  l'angle  compris  par  ces  côtés, 
>n  aura 


MPsinPMA  \  MA^MBJ 


\ 


MP  sinPMC  \MC  +  MDJ' 


ei  comme  les  angles  AMP,  PMC  sont  égaux,  en  multipliant 
les  deux  membres  de  l'égalité  précédente  par  les  quantité- 

4- 


(  te  ) 

égales 

MPsinPlVIA  =  MPsinPMC, 

on  obtient 

i  i  i  i 

MA  +  MB~MC+  MÎT 

c.  Q.   F.  n. 

Si  le  |)oint  M  est  extérieur,  il  est  évident  que  la  somme 
serait  remplacée  par  la  différence,  car  alors  on  partirait 
de  la  relation 


PMA       PMB       PMC       PMD 
La  propriété  subsiste  pour  une  conique  quelconque 


DEMONSTRATION  M  THÉORÈME  331  (MWMIEIM) 

Par  M.  DE  BUSSIÈRE, 
Élève  à  l'Ecole  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 


Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  point  quelconque 
O  dans  l'intérieur  du  triangle,  on  mène  les  transversales 
AOrt  ,  BOZ> ,  CO  c  :  on  a  l'identité 


i  i  i  i  i 


A06       BOc       COa        AOc       BOa       CO/» 

Celte  proposition  n'est  à  proprement  parler  qu'un  eoroî5 
laire  du  théorème  de  M.  Mannheiin  (Nouvel/es  Anna- 
les, t.  XV.  p.  383).  En  considérant  les  transversales 
130  b  et  COc,  on  a 

i  i  i  i 


A0/>        AOB        AOc    '    AOC 


(  53  ) 


De  même 


i  i  i  i 


C0«       COA       C0£       COB' 
ulditionnant  et  réduisant  les  termes  semblables,  il  vient 


i  i 

■+■ 


XOb        BOc       COa       AOc        BOa        C0  6 


OBSERVATIONS  SU  LA  NOTE  DE  M.  KOltHE 

(Toir  t.  XV,  p.  354); 

Par  M.   P.    SERRET 


M.  Rouebé  veut  bien  me  prêter  une  affirmation  qui  ne 
m  appartient  pas,  mais  qui  lui  est  utile  pour  démolir  un 
édifiée  que  je  n'ai  jamais  songé  à  construire  et  dont  le 
véritable  architecte  me  parait  être  M.  Rouebé  lui-même. 
On  peut  lire  en  effet  à  la  page  4°  °*e  mon  Mémoire  : 
«  Le  théorème  précédent  peut,  ce  nous  semble,  être 
employé  aux  mêmes  usages  que  le  théorème  analogue 
de  Legendre.  »  Si  c'est  là  une  affirmation,  elle  parait 
du  moins  assez  timide.  Je  reconnais  volontiers  d'ailleurs 
que  j'aurais  mieux  exprimé  ma  pensée  en  disant  usages 
analogues,  ce  qui  se  prêtait  moins  bien  à  la  construc- 
tion de  la  phrase.  Mais  on  écrit  généralement  pour  la 
majorité  des  lecteurs,  el  celte  majorité  s'appuie  rare- 
ment sur  un  mot  qui  ne  se  trouve  pas  ma  thématique - 


(*)  La   même  démonstration  nous  a   été  ad  <>   M    Bourdelles, 

élève  du  Ivcée  Saint-Louis.  <i 


(  54  ) 

aient  exact  pour  prêter  à  un  auteur,  qui  parait  d'ail- 
ieurs  raisonnable,  l'affirmation  que  des  approximations 
du  second  ordre  ou  du  quatrième  sont  une  seule  et 
même  chose.  C'est  de  la  même  manière  encore  que  je 
donne  à  la  page  i43  un  théorème  relatif  à  la  construc- 
tion de  deux  circonférences  comprenant  entre  elles  le 
périmètre  d'une  ellipse  donnée,  théorème  analogue  à 
celui  de  Bernoulli ,  niais  fournissant  une  approximation 
moins  rapide  que  ce  dernier.  Néanmoins  j'aurais  volon- 
tiers supprimé  dans  mon  ouvrage  les  deux  pages  qui  con- 
tiennent le  développement  du  théorème  précité,  si  le 
triangle  auxiliaire  que  j'y  emploie  n'avait  présenté  une 
liaison  géométrique  remarquable  avec  le  triangle  sphéri- 
que  vrai,  et  si ,  en  particulier,  une  certaine  combinaison 
des  données  des  trois  triangles  rectilignes  que  l'on  peut 
employer  n'eût  reproduit  le  triangle  même  de  Legendre. 

Enfin  j'ajouterai  que  M.  Rouché  doit  publier  prochai- 
nement un  Traité  nouveau  de  Trigonométrie  qui  se  re- 
commande, à  ce  que  j'ai  appris,  et  par  une  rare  valeur 
intrinsèque  et  par  une  démonstration  nouvelle,  commu- 
niquée à  l'auteur  par  M.  Bonnet,  du  théorème  de  Le- 
gendre dont  il  vient  d'être  question. 

26  septembre  1  : 


NOTE  SIR  LA  DIVISION  01  CERCLE 

Par  la  règle  et  le  compas  ; 
Par  M.  ALLEGRET. 


L'illustre  Gauss  a  indiqué  dans  ses  Disquisitiones 
.1 rithmeticœ,  Mi'  section,  quels  soni  les  seuls  cas  où 
l<ui   peut  di\iser  géométriquement  le  cercle  en  parties 
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égales.  On  peut  résumer  la  belle  découverte  de  Gauss  par 
ce  théorème  dont  renoncé  me  paraît  fort  simple  : 

Pour  que  la  division  de  la  circonférence  en  ]N  parties 
égales  puisse  être  effectuée  géométriquement  par  la  règle 
et  le  compas,  il  faut  et  il  suffît  que  le  nombre  des  entiers 
inférieurs  à  ^  et  premiers  avec  lui  soit  une  puissance 
de  2. 

On  peut  rapprocher  cet  énoncé  du  suivant,  dû  à  Gauss, 
cl  traduit  aussi  parW  antzel  [Journal  de  Mathématiques , 
tome  II,  p.  36j))  : 

La  division  de  la  circonférence  e/i  ]N  parties  ne  peut 
être  effectuée  avec  la  règle  et  le  compas  que  si  les  fac- 
teurs premiers  de  JN  différents  de  2  sont  de  la  forme. 
2"  -h  1 ,  et  s'ils  entrent  seulement  à  la  première  puissance 
dans  ce  nond>re. 


SOLITIOX  DE  LA  QIESTIOX  355 

toir  I    XV   h 

Par    MM.    A.   ROUSSLX  et  R.   GIBOL, 
Élèves  de  Sainle-Barbe,  classe  spéciale. 


Elant  donnés  un  quadrilatère  ABCD  et  un  point  Odans 
son  plan,  on  joint  ce  point  aux  milieux  des  côtés  et  des 
diagonales  du  quadrilalère.  Par  chaque  point  milieu  ,  on 
mène  une  parallèle  à  la  droite  joignant  le  point  O  au  mi- 
lieu du  coté  opposé.  Prouver  que  les  six  parallèles  con- 
courent au  même  point. 

Rappelons  d'abord  que  dans  un  quadrilatère  les  droites 
joignant  les  milieux  des  côtés  opposés  et  des  diagonales  se 
coupent  au  même  point  en  deux  parties  égales. 

Soient  E,  F,  G,  H  les  milieux  des  rôles  AB  ,  BC  ,  CD, 


(56) 
DE,  etc.  Joignons  OE,  OF,  OG,  OH  ;  par  E  et  G  menons 
les  parallèles  EM  et  GM  à  OG  et  à  OE-,  elles  se  coupent 


en  M,  et  OEMG  est  un  parallélogramme.  Le  problème 
revient  à  prouver  que  si  l'on  joint  MF  el  MH  ,  ces  droites 
sont  respectivement  parallèles  à  OH  et  OF. 

Or  dans  OEMG  les  deux  diagonales  EG  et  OM  se  cou- 
pent en  leurs  milieux  au  point  ï.  Ce  point  est  aussi  le 
milieu  de  HF\  Nous  en  déduisons  que  OHMF  est  un  pa- 
rallélogramme et  que  MH  et  MF  sont  parallèles  à  OE  et 
OH. 

On  démontrerait  absolument  de  même  que  les  deux 
autres  parallèles  menées  par  chaque  point  milieu  des 
deux  diagonales  à  la  droite  joignant  le  point  O  à  l'autre, 
concourent  au  même  point  M. 

Noie  du  Rédacteur.  Les  deux  faisceaux  de  six  droites 
chacun  qui  partent  de  O  et  de  M  sont  homographiques , 
car  les  points  milieux  sont  des  points  correspondant  har- 
moniquement  à  des  points  situés  à  l'infini.  Projetant  la 
ligure  coniquemeut ,  ces  six  points  à  l'infini  sont  en  ligne 
droite  L  et  en  involution.  Les  trois  parallélogrammes 
deviennent  des  quadrilatères  où  les  côtés  opposés  se  ren- 
contrent en  des  points  situés  sur  la  même  droite  L.  Tirant 
donc  arbitrairement  une  droite  L  dans  le  plan  du  quadri- 
latère ARCD,  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  pro- 
longées ton |ient  la  droite   L  en  six   points;  prenant  le 


(  57  ) 
harmoniques  de  ces  six  points,  on  obtient  sur  les  quatre 
côtés  et  les  deux  diagonales  six  autres  points.  Ce  qui 
donne  lieu  à  un  théorème  général  de  géométrie  segmen- 
taire.  Les  parallélogrammes  deviennent  des  quadrilatères 
avant  en  commun  la  diagonale  OM  ;  dans  chacun,  les 
côtés  opposés  se  coupent  en  un  point  situé  sur  la  droite  L. 


0UESTIO\S. 


356.    i°.   Discuter  la  courbe  qui  a  pour  équation 

(1)  y  =  sin[(2  il  -f-  i)  arc  sin.r]  -j-  i. 

2°.  Démontrer  que  si  <p  (x)  est  une  fonction  impaire  (*) 
qui  n'a  pas  plus  de  %n  —  i  racines  comprises  antre  -f-  i 
et  —  i,  la  courbe  représentée  par  l'équation 

(2)  r  =  ?(.r) 

rencontre  la  courbe  (1)  au  moins  en  un  point  dont  l'ab- 
scisse est  comprise  entre  +  1  et  —  1 . 

3°.  Déduire  de  ce  qui  précède  la  démonstration  du 
théorème  de  M.  Tchebichef  (question  347.  t.  XV,  p.  387). 

(Prouhet.) 
3o7.  Etant  donnés  deux  coniques  homofocales  et  un 
point  quelconque  M  entre  les  deux  courbes;  si  l'on  mène 
VIT.  AIT'  tangentes  à  la  courbe  intérieure  en  T  et  en  T' 
et  rencontrant  la  courbe  extérieure  en  A  et  R.  en  C  et  D. 
on  a  11 1  a 

1  1  1  1 

MA  "*"  RÏB  ~  MC  +  ÂÏd' 

<>n  dit  qu'uni'  fonction  -,  !  >■    est  impaire  lorsqu'on  a 
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Si  la  courbe  intérieure  devient  la  droite  terminée  par 
les  deux  foyers  ,  on  retombe  sur  la  question  348. 

(MlCHAEL    B.OBERTS.) 

358.  Etant  données  deux  coniques  ayant  pour  foyers 
communs  les  points  F  et  F',  on  mène  arbitrairement  par 
l'un  de  ces  foyers  F' une  droite  rencontrant  chaque  co- 
nique en  deux  points;  par  chacun  de  ces  quatre  points  on 
mène  une  tangente  à  la  couique  sur  laquelle  est  ce  point; 
i°  ces  quatre  droites  sont  tangentes  à  une  parabole  ayant 
pour  foyer  le  second  foyer  F  et  pour  directrice  la  droite 
menée  arbitrairement  par  F' ;  u°  cette  parabole  est  tan- 
gente à  l'axe  des  coniques  qui  contient  les  foyers  ima- 
ginaires; 3°  une  tangente  commune  à  lune  des  coniques 
et  à  la  parabole  est  vue  du  foyer  sous  un  angle  droit. 

(Faure.) 

359.  Une  surface  de  révolution  étant  engendrée  par 
la  révolution  d'une  conique  autour  d'un  axe  principal, 
tout  plan  mené  par  un  foyer  O  de  la  conique  coupe  !a 
surface  suivant  une  conique  qui  a  le  même  point  O 
pour  foyer. 

360.  A,  B,  C,  D,  E  étant  cinq  points  situés  sur  celte 
surface  de  révolution  ,  on  a  la  relation  - 

OA.BC  DE-+-OB.CD.EA  +  OC.DE.AB 

+  OD.EA.BC+OE.AB.CD  =  o. 

(  Mobius.) 

3(31.  On  donne  un  angle  trièdrc  de  sommet  S  et  deux 
points  fixes  A  et  B  situés  sur  une  droite  passant  par  le 
sommet  S.  Par  le  point  B,  on  mène  un  plan  quelconque 
déterminant  un  tétraèdre  T  de  volume  V.  Soit  P  le  pro- 
duit des  volumes  des  quatre  tétraèdres  que  l'on  obtient  en 
joignant  le  point  A  aux  quatre  sommets  du  tétraèdre  T. 


(  ^9  ) 


On  a  la  relation 


P 

— -  =  constante. 

V3 


(Faure.) 

362.   L'équation  générale  du  cinquième  degré 

ax*  +  5  b.r'  •+■  i  o  cxz  -+-  i  o  dx-  -f-  5  ex  -j-f=  o 

peut  toujours  se  résoudre  algébriquement  lorsqu'on  a  entre 
les  coefficients  les  relations 

d'  —  ce        e*  —  (If      de  —  cf 
b*  —  ac        c7  —  bd       bc  —  ad 

(Faure.) 


NOTE 

Sur  la  discussion  des  équations  du  deuxième  degré  à  deux  variables 
par  le  moyen  des  équations  de  leurs  axes  trouvées  à  priori  -, 

Par  M.   GUILLAUMET, 

Ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 


La  discussion  de  l'équation  générale  du  second  degré 
à  deux  variables  présente  une  complication  de  cas  parti  - 
culiers  assez  nombreux  ,  qui  exigent  pour  être  traités  des 
méthodes  différentes,  et  nécessitent  souvent  des  calculs 
longs  à  exécuter.  L'idée  de  trouver  à  priori  les  axes  de  îa 
courbe  et  leurs  longueurs,  s  il  s'agit  d'une  courbe  de  l'un 
des  deux  premiers  genres  ,  serait ,  selon  nous  ,  assez  natu- 
relle et  permettrait  d'achever  promptement  la  discussion 
sans  qu'il  pût  naître  aucune  espèce  de  cas  particuliers. 

Cette  méthode,  employée  dans  toute  sa  généralité,  ne 
fournirait  pas  toujours  une  simplification  dans  les  cal- 


(  6o  ) 
culs;  mais  si  l'on  y  joint  les  premiers  résultats  donnés 
immédiatement  par  la  résolution  de  l'équation  générale 
par  rapport  à  y,  elle  amène  à  la  connaissance  définitive 
de  la  courbe  plus  rapidement  que  ne  le  ferait  la  méthode 
ordinaire. 

L'application  de  celte  méthode  se  hase  essentiellement 
sur  la  connaissance  des  axes  d'une  courbe  rapportée  à 
des  coordonnées  rectangulaires.  Nous  n'avons  considéré 
que  ce  seul  cas,  qui,  du  reste,  se  présente  le  plus  ordi- 
nairement. Nous  avouerons  même  que,  dans  le  cas  des 
axes  obliques,  la  simplification  n'existerait  plus,  l'équa- 
tion d'un  axe  se  trouvant  alors  compliquée  de  lignes  tri- 
gonométriques. 

Pour  trouver  les  axes  de  la  courbe  représentée  par  1  é- 
quation  générale 

(i)  Aj2  ■+-  Bxy  +  Cx3  h-  D  v  -j-  E.r  -+-  F  =  o, 

on  cherche  à  déterminer  les  coefficients  a  et  b  d'une  droite 

y  =.  ax  -+•  /; , 

en  exprimant  que  si  l'on  fait  une  transformation  de  coor- 
données en  prenant  cette  droite  pour  axe  des  abscisses, 
et  pour  axe  des  ordonnées  une  perpendiculaire  quelcon- 
que à  celte  même  droite,  les  termes  du  premier  degré  en 
v  disparaissent  de  l'équation  de  la  courbe. 

Rien  ne  distinguant  les  deux  axes  nouveaux  l'un  de 
l'autre,  on  devra  trouver  deux  solutions,  et  les  deux  \a- 
leurs  du  coefficient  angulaire  a  devront  être  inverses. 

En  effet,  posons  les  formules  de  transformation 

t.  ■=.  .r,  -+-  x'  cosx  —  y'  sin  a  . 
v  =  y x  ■+■  x'  sin  a  4-j'cosa; 

et  remarquons  que  la  propriété  indiquée  devanl  avoir  lieu 
quelle  que  soit  la  nom  elle  origine  pourv  u  que  x  <  i  )  soient 
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liés  par  la  relation 

Xi  =  **x{  -+■  b . 

nous  pouvons  faire  xx  =  o. 

De  plus,  l'angle  y.  a  pour  tangente  trigonométrique  a 
ce  qui  donne  pour  nos  formules  de  transformation 

i  r 

x  ay 


V<-/'-j-i         sja2 


X=b  + 


O.) 


yV-t-i         \fa'-\-i 


Reportant  ces  valeurs  de  x  et  y  dans  l'équation  (i)  et 
supprimant  les  accents  ,  ou  a  à  égaler  à  zéro  le  coefficient 
du  terme  du  premier  degré  en  r,  c'est-à-dire  l'expression 

2  A  a.r  2  A  b  B  x  B  a1  x  Bba  i  C  ax 

rr  H-  i         s/ai  _+_  j         «2  +  i         «J  4-1         ^flî  +  ,         a2  -+-  1 

D  Ea 


Mais  ce  coefficient  devant  èlre  nul  quel  que  soit  x ,  on  eu 
déduira  les  deux  équations 

iKa  ■+■  B  —  B«J  —  2C« 

=  o, 

à1  -+-  1 

2.1b  —  Bba  +D  —  E  «  _ 

\/«2-f-  1 


2(A 


B 

(2A  —  Ba\b  =  Ea  —  D, 


d'où  l'on  lire 


(4) 


[S) 


A  — C-4- 

V/(A- 

C)J  -+-B' 

B 

A  —  C  — 

y/(A- 

çy+  bj 

B 

D  —  Ea, 

B  «,  —  2  A' 

D  —  Efl3 

Brt,  —  2  A 


Les  équations  des  axes  de  la   courbe  considérée   seront 
donc 

A  _  C  +  v/(A—  C'  +  B' 


D-|[A—  C+  V^(A—  C)J-f-B2] 
B 

A  —  C  4-  \/(A  —  C)2  -H  B2  -2A' 


A  —  C—  \J(A  —  C)2  -f-B2 


D  _^[A-C-v/(A-C)2H-B=] 

H , 

A  — C  —  s/(A—  C)2  -t-B-—  2  A 

équations  faciles  à  se  rappeler,  et  qui,  de  plus,  seront 
simples  à  construire  numériquement,  d'autant  mieux  que 
dans  le  terme  tout  connu ,  le  coefficient  déjà  calculé  se 
représente  deux  fois. 

jNous  ferons  remarquer  en  passant  que.  bien  qu'on 
trouve  dans  le  cas  de  la  parabole  deux  valeurs  pour 
a  et  qu  il  semble  par  conséquent  y  avoir  deux  axes,  la 
méthode  n'est  cependant  pas  en  défaut  ,  car  si  l'on  rein- 
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place  H1  par  4  AC  5  on  a 

2A 

a=Ta 

_  — j>C 

a  __  — — • 

Mais  ,  reportant  ces  valeurs  de  a  dans  les  valeurs  de  b  .  on 
a  ,  pour  celles  de  ces  dernières  qui  correspondent  à 

2C 

une  \aleur  finie  .  et ,  pour  celle  qui  correspond  à 

2A 

une  \aleur  infinie  qui  indique  bien  l'impossibilité  et  non 
le  parallélisme  avec  Taxe  primitif  des  ordonnées,  puisque 
les  nouveaux  axes  sont  perpendiculaires  entre  eux. 

Cela  posé,  voyons  d'abord  la  manière  générale  de 
construire  la  courbe  au  moyen  de  ses  axes.  Après  quoi 
nous  montrerons  comment .  si  l'application  de  la  méthode 
présente  de  trop  grandes  difficultés  de  calcul ,  on  peut  la 
simplifier  en  prenant  un  ou  deux  points  de  la  courbe, 
points  déterminés  au  moyen  du  diamètre  dont  l'équation 

est 

B.r  -+-  D 
r  = ÏÂ- 

et  par  la  résolution  de  l'équation 

(B:  — 4  AC)a-J4-  2  (BD—  ?,AE).r  +  D?-  4AF  =0, 

ou  par  la  résolution  des  équations  qui  résultent  de  la 
substitution  dans  l'équation  (1)  des  valeurs  x  =  o  ou 
v  =  o. 

i°.   Si  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  livperbole ,  on 
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trouvera  l'intersection  des  deux  axes  avec  la  courbe,  ce 
qui  donnera  les  quatre  sommets  si  c'est  une  ellipse,  ou 
les  deux  sommets  et  la  longueur  de  l'axe  imaginaire  si 
c'est  une  hyperbole .  et  déterminera  la  courbe  dans  l'un 
ou  l'autre  cas. 

2°.  Si  la  courbe  est  une  parabole,  1  intersection  de 
l'axe  avec  la  courbe  donne  le  sommet.  On  y  joindra  un 
point  obtenu  par  l'une  des  méthodes  que  nous  venons 
d'indiquer,  et  la  courbe  sera  encore  déterminée. 

JNous  n'engagerons  pas  ordinairement  à  appliquer  cette 
méthode  générale,  sauf  dans  le  cas  de  la  parabole  où  l'é- 
quation de  l'axe  devient  très-simple  : 

2  CE 
D  -h- — - 
2C  R 


B  —  ■?.  C  —  2  A 


Mais  nous  allons  montrer  comment  on  peut  la  simpli- 
fier dans  les  deux  premiers  cas. 

i°.  Ellipse.  On  prendra  les  deux  points  de  la  courbe 
situés  sur  le  diamètre  dont  l'équation  est 


B.r 


2A 


A  ces  points  on  connaît  la  tangente  qui  est  parallèle  à 
à  l'axe  primitif  des  ordonnées.  Cela  donnera   en  même 


temps  le  centre,  et  il  suffit  de  construire  o^  et  <7,  pour  avoir 
les  directions  des  axes. 

On  sait  alors  que  OA  est  une  moyenne  proportionnelle 
entre;  OP  et  OT  ci  que  OB  est  une  moyenne  proportion- 


r-fis  ) 

nelle  entre  OP'   el   OT\  ce  qui  donne  les  quatre  som- 
mets. 

2°.   Hyperbole.  >»ous  distinguerons  deux  cas. 

I.   Le  diamètre  r  == coupe  la  courbe. 

2  A  r 

On  prendra,  comme  tout  à  l'heure,  les  deux  points 
d'interse<  don,  le  centre  et   la  tangente  en  l'un  des  deux 


points,  tangente  parallèle  à  l'axe  des  Y.  On  aura  les  som- 
mets cl  les  extrémités  de  l'axe  imaginaire  par  les  rela- 
tions 

OA  =  s/OP  X  OT 
et 

OB  y  -^  =  \/OP'xOT'. 

[.a  direction  de  la  tangente  montrera  lequel  des  deux 
axes  est  l'axe  réel. 

1T     r       ,.  Bx  4-  D         .         .      . 

II.   J.e  diamètre  y  = —  ■ ■  est  imagmaiic. 

On  le  construit;  on  construit  1  un  des  deux  axes;  le 
centre  est-son  intersection  avec  le  diamètre.  Le  deuxième 
axe  en  résulte  donc.  On  construira  ensuite  les  directions 
des  deux  asymptotes  et  on  trouvera  un  point  quelconque 
de  la  courbe  en  faisant  dans  l'équation  (i)  x  =  o  ou 
y  =  o.  On  trouvera  la  tangente  en  ce  point  en  y  menant 
la  droite  dont  la  partie  comprise  entre  les  deux  asymp- 
totes aura  ce  même  point  pour  milieu.  Et  on  achèvera 
comme  dans  le  cas  précédent. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  la  méthode  générale  sera 
toujours  simple  et  applicable. 

Ain    de  Vatln'i-iat  ,  1    XVI.    lévrier  185;.)  5 
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La  méthode  est  en  défaul  dans  un  seul  cas  :  c'est  celui 
où  B  =  o.  Maison  sait  alors  que  les  axes  de  la  courbe 
sonl  parallèles  aux  axes  primitifs.  Si  donc  la  courbe  a  un 
centre  ,  on  le  trouvera  en  égalant  à  zéro  les  deux  dérivées 
du  premier  membre  de  l'équation  (i),et  on  appliquera, 
après  avoir  construit  les  axes  en  ce  point,  la  méthode  sim- 
plifiée. 

Si  la  courbe  est  une  parabole,  la  méthode  ne  s'appli- 
quera plus  du  tout.  Mais  alors,  comme  l'un  des  carrés  dis- 
parait, la  résolution  par  rapport  aux  deux  variables  don- 
nera deux  points  sur  une  droite  perpendiculaire  à  l'axe, 
par  conséquent  l'axe  lui-même,  et  un  point  avec  sa  tan- 
gente, ce  qui  déterminera  la  courbe. 

Nous  sommes  loin  d'avoir  énuméré  tous  les  cas  qui 
peuvent  se  présenter  et  même  d'avoir  discuté  à  fond  ceux 
que  nous  avons  signalés.  Mais  notre  but  était  seulement 
de  faire  voir  que  la  recherche  des  axes  de  figure  des  cour- 
bes du  deuxième  degré,  faite  à  priori  au  moyen  de  la 
formule  que  nous  avons  indiquée,  formule  bien  connue 
du  reste,  peut  être  utile  pour  la  construction  graphique 
de  cette  courbe  ,  et  même,  à  notre  avis,  apporter,  dans 
un  grand  nombre  de  cas,  une  simplification  de  calculs 
assez  sensible. 


noïi: 

Sur  la  théorie  des  racines  égales  et  sur  la  question  532  (*) 

(  voir  page  26  )  ; 

Pau  M.  Eugène.  ROTJCHÉ, 

Ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 

1 .   On  doit  à  Lagrange  le  procédé  indiqué  dans  tous  le 


Voir  Nouvelles  Annales,  t.  III.  p.  5r,  18M;  Rocer 
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Traités  d'Algèbre  pour  ramener  la  résolution  d'une  équa- 
tion qui  a  des  racines  égales  à  celle  de  plusieurs  autres  équa- 
tions de  degrés  moindres  ,  dans  lesquelles  chaque  racine 
n'entre  qu'une  seule  fois.  M.  Ostrogradski  a  énoncé  dans 
les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  (19  mai 
i856)  deux  propositions  remarquables  qui  conduisent  à 
deux  solutions  nouvelles  et  élégantes  du  même  problème. 

Nous  nous  proposons ,  dans  cette  Note ,  de  démontrer 
et  d'appliquer  ces  deux  théorèmes,  et  de  rectifier  l'é- 
noncé de  la  question  332. 

2.  Théorème   I.   Soient  X,P,  Qt  ,  Ri  un  polynôme 
entier  de  la  variable  x;  le  plus  grand  commun  diviseur 
à  ce  polynôme  et  à  sa  dérivée  X';  et  les  quotients 
X       X' 

p'  r 

Concevons  le  premier  membre  de  l'équation 
X=  o 

décomposé  en  facteurs  correspondants  à  ses  racines ,  et 
désignons  par  qt ,  q^ ,  qz ,  q>,  les  produits  des  facteurs  de 
chaque  degré  de  multiplicité  pris  chacun  une  fois  5  nous 
aurons  successivement 


X' 

X 

-+- 

+  3*i  + 
73 

p 

= 

r 

7   7 

> 

■ 

Q. 

7< 

q,q^ 

7«: 

1 

Q', 

Q. 

(- 

\7> 

+ 

'h 

73 

h 

R, 

= 

Q. 

1 1 

7 

-h 

2i 
7-' 

-+- 

3^  + 
7 

^ 

\?s         7  7 
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Donc  le  plus  grand  diviseur  commun  aux  polynômes 
Q,  et  R|  —  Q'i  est  précisément  le  produit  q,  <7es  facteurs 
simples  du  polynôme  X. 

De  plus,  si  l'on  désigne  par  Q2  e£  Rj  A\v  quotients 

Q,         R,-Q', 

— ,       , 

Q,  —  q*q,q>, 

\  <h  fh  7<  / 

R,-Q'2=Q  ,(il  +  *Û 

Donc  /e  plus  grand  diviseur  commun  aux  polynômes 
(^K  et  R. —  Q'j  e.f/  /e  produit  q,  des  facteurs  doubles 
de  X. 

Et  Ton  verrait  de  même  que  si  l'on  désigne  par  Q3  e£ 
R3  les  quotients 

q,     r;  —  q; 

q.  '  q. 

le  plus  grand  diviseur  commun   aux  polynômes  Q3  et 
R3  —  Q'3  e$Z  /e  produit  q3  des  fadeurs  triples  deX. 
Ainsi  de  suite 

3.   application  numérique. 

X  =  .r8  —  7  x:  —  2  xr'  -+-  i  i  8a;s  —   \5()  r*  —  83  ■r* 

H-  6i2.r'  —  io8.r  —  4^2, 

X'  =  8^-'  —  49x';  —  l2x*  +  5gox'  —  io36j-' 

—  zfax* -\-   12^4^ —  108, 


(  %  ) 

P  =  jc*  —  7^4-  i  3  a-   H-  3  x  —  1 8 , 
Q,  =  xs  —  i  5x2  4-  i  o  x  -f-  2.4  , 
Q,  =  4'"  —  3oàr  H-  10  , 

K 1  =  8 X'  -+-  7  X2  —  67  .r  -+-  6  , 
R,  -  Q',  =  4.1-'  -f-  7  .*•  -  37  x  —  4  , 
q,  =  j+  4' 

Q,  =  X    —  4  .f:    -|-  .r  -(-  6  , 

Q'a  =  3  x''  —  8x  4-  1  , 

R3  =r  4-f5  —  y.c  —  1  , 
R,  —  Q',  =  x?  —  x  —  2  , 

7,,  =  X1  —  .*;  —  2  —  :  .r  +  l  )  (x  —  2  ) , 
q3=.x  —  3  ; 

donc 

X  =  (JT  -4"  4)  (X-  -  *  -  2)J  (X  -   3)\ 

4.  En  opérant  ainsi ,  on  détermine  successivement 
les  divers  produits  q{ ,  r/» ,  7., ,  ^v  à  laide  de  ceux  qui  pré- 
cèdent. La  proposition  suivante  permet  d'obtenir  immé- 
diatement le  produit  des  facteurs  d'un  degré  quelconque 
de  multiplicité. 

Théorème  II.  X,  P,  Ql5  R,  ayant  la  même  signifi- 
cation que  ci-dessus,  le  plus  grand  diviseur  commun  aux 
polynômes  Qi  et  Rj — AQ',  est  précisément  le  produit 
{\k  des  premières  puissances  des  facteurs  de  X  dont  le 
degré  de  multiplicité  est  k. 

Eu  effet,  on  a  successivement 

X  =  7,  q\q]  •••  7  ■    •  Q"? 


(  7«  ) 


W 


p  =  ^;...  9*  '. . 

•  C> 

Qi  =  q,  q*qi-  ■  •  qk. . 

.  9». 

^*i  qk 

•^1      7* 

9,  ?, 


(2)      R,  — /-Q',  =Q, 


9* 


+  (A  +  i-ii- 

9< 


9f— 


+    «  —  * 

et  il  suffit  de  comparer  les  relations  (i)  et  (2)  pour  voir 
que  le  plus  grand  diviseur  commun  à  Qj  et  à  R,  — ZrQ, 
est  «7*. 

5.  application  numérique.  Mêmes  valeurs  deX,  X'. 
P,  Q',,R,  qu'au  n°  3. 

Q,  =  x'  —  l5x2  ■+-  101  4-  24, 
R,  —  Q',  =  4.^  +  7  x'  —  37  .r  —  4 , 
R,  —  2Q',  =  7xJ  —  7  x  —  14, 
R,  —  3Q',  =  —  4-^' ;+  7a"  +  2%x — 24, 
q\  =  *  ■+■  4? 

q3  =  X1  —  X  2   =  (  X  +    I  )  (X  2  )  , 

«7,  =  x  —  3 . 

6.  L'énoncé  de  la  question  332  (  voir  t.  X\  .  p.   243) 
doit  être  rectifié. 


(  7'  ) 
Mettons,  en  effet,  les  polynômes  M  et  N  sous  la  forme 


M  =  M,MÏ.  .  .  M*  .  .  .  ÎSm, 

2  *  m 


N  =  N,Nî....  Nr 


D'après  le  théorème  II,  le  plus  grand  diviseur  commun 
aux  polynômes  Q,  et  Rj — ÀQ',  est  MiNt;  il  n'est  donc 
égal  à  N  que  dans  le  cas  où  N  est  le  produit  des  puis- 
sances premières  des  facteurs  de  X  dont  le  degré  de  mul- 
tiplicité est  À ",  et  M  le  produit  de  tous  les  autres  facteurs 
de  X.  Ainsi  modifiée,  la  question  332  ne  diffère  pas  du 
théorème  II. 


S0LIT!0\  DE  LA  QUESTION   345 

k  TOir  t.   XV,   y.  383)  ; 

Pau  M.   Eugènk  ROUCHÉ. 


f  (x)  —  o  est  une  équation  algébrique  à  coefficients 
entiers;  s\f(o)  ct/'(i)Jsont  des  nombres  impairs,  l'équa- 
tion n'a  aucune  racine  entière.  (Gavss.) 

Si  f  (x)  admettait  une  racine  entière  a,  le  quolienl 

: —  aurait  tous  ses  coefficients  entiers,  carie  premier 

x  —  a 

terme  <lu  diviseur  ayaut  pour  coefficient  l'unité,  la  divi- 
sion ne  peut  introduire  aucun  dénominateur.  Par  suite, 
la  valeur  numérique  àe  f[x)  pour  toute  valeur  entière 
de  x  serait  divisible  par  la  valeur  correspondante  de 
x  —  y. .  i't  en  particulier  les  quotients 

—  a  l  —  7. 


(  i*  ) 

seraient  entiers.  Mais  l'un  des  (l<-u\  entiers  consécutifs 
a  —  i ,  «  est  pair }  donc  l'un  des  nombres  f(o) ,  J'(x)  se- 
rait pair,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 


NOTES  SUR  QUELQUES  QUESTIONS  Mi  PROGRAMME  OFFICIEL- 


V. 
Loi  de  l'homogénéité'. 

On  a  donné  de  cette  loi  deux  énoncés  qui  di fièrent  es- 
sentiellement. Suivant  quelques  auteurs,  la  loi  de  l'ho- 
mogénéité consisterait  en  ce  que  : 

Si  des  lettres  a,  b,  c,...,  qui  entrent  dans  une  équa- 
tion représentent  des  lignes  et  qu'aucune  ligne  particu- 
lière 11  ait  été  prise  pour  unité,  l'équation  doit  être 
homogène  ou  être  la  somme  de  plusieurs  équations  ho- 
mogènes. 

D'après  cet  énoncé,  il  se  peut  que  l'équation  obtenue, 
en  ne  prenant  aucune  ligne  particulière  pour  unité,  ne- 
soit  pas  homogène.  Or,  c'est  ce  que  d'autres  auteurs  n'ad- 
mettent pas.  Dans  leur  énoncé,  l'équation  est  nécessaire- 
ment homogène. 

L'un  des  Traités  de  Géométrie  analytique,  où  l'on 
trouve  ce  second  énoncé,  contient  de  plus  les  observa- 
lions  que  voici  : 

<(  ...  On  l'ail  consister  maintenant  le  théorème  de  1  ho- 
»  mogénéité  en  ce  que  toute  équation  géométrique  est 
»  nécessairement  homogène,  ou,  du  moins,  la  somme  de 
»  plusieurs  équations  homogènes.  Avec  un  pareil  énoncé, 
»  la  proposition  devient  évidemment  insignifiante;  car. 
»  quelle  est   l'équation,   écrite  au   hasard   par  un    algé- 


(  73  ) 
»  briste,  qui  ne  puisse  être  conçue  décomposée  en  équa- 
»  tions  homogènes  ,  d'après  la  seule  précaution  d'y  grou- 
»  per  convenablement  les  termes?  Il  est  certainement 
»  impossible  que  ceux  qui  entendent  ainsi  la  loi  de  l'ho- 
»  mogénéité  fassent  aucun  usage  des  précieux  moyens  de 
»  vérification  continue  qu'elle  est  surtout  destinée  à  four- 
»  nir  spontanément  dans  toutes  les  applications  possibles 
»   de  l'analyse  mathématique. 

»  Sans  nous  arrêter  davantage  à  cette  vicieuse  doe- 
i)  trine,  procédons  directement  à  la  véritable  expllca- 
»    tion.    » 

Et  l'auteur  procède  effectivement  à  une  explication. 
Mais,  ceux  qui  ont  affirmé  que  l'équation  peut  être  la 
somme  de  plusieurs  équations  homogènes  de  degrés  diflé- 
rents,  ont  aussi  donné  une  explication  qui ,  sans  doute, 
leur  a  semblé  être  la  véritable  explication.  C'est  pourquoi 
il  serait  utile  que  le  Programme  officiel  fit  savoir  quelle 
est  de  ces  deux  lois  la  vraie  loi  de  l'homogénéité,  c'est-à- 
dire  celle  qu'il  faut  pouvoir  expliquer  pour  être  admis  à 
l'Ecole  Polytechnique. 

Puisque  rien  d'officiel  ne  s'y  oppose  encore,  jedirai  qu'il 
est  impossible  d'admettre  qu'une  équation  obtenue ,  en  ne 
prenant  aucune  ligne  particulière  pour  unité,  ne  soit  pas 
homogène,  si  l'on  adopte  la  définition  suivante  qui  a 
été  donnée  par  M.  Cauchy  [Leçons  sur  le  calcul  difjéren- 
liel,  page  *2i6)  : 

«  On  dit  qu  une  jonction  de  plusieurs  variable  est 
»  homogène,  lorsqiC  en  faisant  croître  ou  décroître  tou- 
»  tes  les  variables  dans  un  rapport  donné,  on  obtient 
>  pour  résultat  la  valeur  primitive  de  la  Jonction  mul- 
tipliée par  une  puissance  de  ce  rapport.  L'exposant 
»    de  ce  rapport,  est  le  degré  de  la  fonction  homogène. 

»  En  conséquence,  ) '(.r,  r,  z,...)  sera  une  fonction 
»   homogène  du  degré  a ,  si  /  désignant  une  nouvelle  va- 


(  74  ) 
»   riable  on  a,  quel  que  soit  £, 

f(txt  h,  tz,  .  ..)=  '"/(■*,  j,  *,-  •  •)■  » 

De  plus,  on  dit  qu'une  équation 

f[x,jr,  a,.  •  .)  =  o 

est  homogène  lorsque  son  premier  membre/  (a1,  j,  z...) 
est  une  fonction  homogène. 

Ces  définitions  admises,  représentons  par 

f(a,b,c,...)=a 

une  équation  algébrique  dans  laquelle  les  lettres  a,  £>, 
c,  etc.,  expriment  les  valeurs  numériques  des  lignes  d'une 
figure  ,  mesurées  avec  une  unité  arbitraire. 

On  pourra,  en  séparant  un  monôme  A  des  autres  ter- 
mes,  écrire  l'équation  proposée  de  cette  manière  : 

A-ho(a,  b,c,.  .  .)  =  o.(*), 

1  expression  g>  (a  ,  b ,  c,...)  désignant  une  fonction  al- 
gébrique quelconque  dont  la  valeur  ne  peut  être  nulle 
puisque  le  monôme  A  est  différent  de  zéro. 

Si  l'on  fait  varier  l'unité  qui  a  donné  pour  mesures  des 
ligues  de  la  figure  les  nombres  a  ,  b ,  r,  etc.,  et  qu'on 
prenne  une  nouvelle  unité  qui  soit,  par  exemple,  k  fois 
moindre  que  la  première,  il  est  clair  que  les  longueurs 
des  lignes  représentées  d'abord  par  a  ,  b  ,  c,  etc.,  auront 
pour  valeurs  numériques  ak  ,  bk ,  ch,  etc.  De  sorte  qu'en 


(*)  Si  le  premier  membre  de/"  (a,  b,  c,...)  =  ocst  la  somme  de  plusieurs 

radicaux  de  la  forme  yA-f-B  +-C...,  en  élevant  l'équation  à  une  puis- 
sance égale  à  l'indice  p  de  l'un  de  ces  radicaux,  on  trouvera,  au  moins, 
un  monôme  parmi  les  termes  de  l'équation  résultante,  et  l'on  pourra 
donner  à  cette  équation  la  forme 

A    \-  ?  (a,  b,  c, .      ^  =  o 


(7*  ) 
désignant  par  m  le  degré  du  monôme  A  ,  la  valeur  de  ce 
monôme  deviendra  A  À'"  et  <p  (a,  bj  c,...)  prendra  la  va- 
leur cp  (ak ,  bk,  ck,. ..).   . 
Or,  l'équation 

(i)  A-fr-  f{at  b,  c, . .  .)  =  o 

exprime  une   relation  qui,   par  hypothèse,   doit  exister 
quelle  que  soit  l'unité  qui  serve  à  mesurer  les  lignes  delà 

ligure,  on  a  donc 

(2)  A/"'  -h  <?{ak,  bk,  ck,.  .  .-)  =  o. 

Cela  posé  ,  si  l'on  multiplie  par  km  l'équation  (1),  elle 
devient 

(3)  Akm  H-  k'"<f  (a,  b,  c,  .  .  .)  =  o. 

Et,  en  comparant  les  équations  (2)  et  (3)  on  voit  que 

«  ( ak  ,  bk  ,  ck  , .  .  . )  =  km  <p  [a  ,  b ,  c ,  .  .  . ) . 

Donc,  en  remplaçant  les  variables  a,  b  ,  c,  etc.,  par 
par  «A,  M,  cA,  etc.,  la  fonction 

A  +  f(  «,&,«,...) 

devient 

A  /-""  +  £m  <p  (  <7  ,   6 ,   c ,  .  .  .  ) 

ou 

[A  +  ?(«,  *,c,. ..)]*". 
Par  conséquent,  l'équation 

A  H-  <p(«,  6,  c, . . .)  =  o 
est  homogène.  (V. 
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NOTE 

Sur  une  question  proposée  aux  examens  d'admission 
à  l'École  Navale  (18X0). 


Étant  données  les  équations 
(  1  )  a-  =  b"1  -f-  c-  —  2  bc  .  cos  A  , 

(2)  b7=a2-+-c-  —  21/c  .cos  B, 

'3  c- =  a2 -\- b7 —  2o^.cosC, 

dans  lesquelles  a,  b.  c  représentent  des  nombres  posi- 
tifs, et  A,  15,  C  des  angles  compris  chacun  entre  o  et 
1 80  degrés,  en  déduire  les  relations 


sin  A       sinB       sinC 
et 

A+B  +  C=  i8o°(*y. 

En  additionnant  (1)  et  (2),  on  trouve 
(4)  c  =  «cosB  -+-  b  cos  A. 

(*)  Pour  déduire  des  équations  proposées  ,1),  (2),  (3N,  l'égalité 

A  -4-B-f-C  =  1S00, 

on  a  admis  que  la  somme  des  trois  angles  A.  !'>,  C  qui  entrent  dans  ces 
équations  n'excède  pas  180  degrés;  c'est  la  une  restriction  qui  n'est  pas  né- 
cessaire. Pour  que 

\    f  B-l-C=  180°, 

il  suflil    que    A,     P.  ,    C    soient    des    angles    compris    entre    0  et    iBodl 

comme  ceux  que  l'on  considère  ordinairement  en  géométrie  élémentaire 

G 


(77  ) 
Et,  en  retranchant  (2)  de  (1),  il  vient 

(5  )  a-  —  b*  =  c  [a  cos  B  —  b  cos  A  ). 

T.a  multiplication  des  équations  (4)  et  (5)  donne  ensuite 

a'  —  b"1  =  n-  cos3  B  —  bz  cos3  A; 
d'où 

oï(  1  —  cos-Bi  =  b2  (1  —  cos?A 
et 

a1  sin2  B  =  b  sin-  A. 

Les  quantités  «,   b,  sinB,  sinA  étant  positives,  l'é- 
quation 

a-  sin-  B  =  b'1  sin-  A 
revient  à 

a  sin  B  =  b  sin  A. 
(  )n  en  lire 

a  b 

sin  A       sinB 

On  démontrerait  de  même  que 

a  c 

sin  A        sin  C 

Pour  établir  l'égalité 

A  H-  B  H-  C  =  1 80", 

divisons  par  c  tous  les  termes  de  l' équation 

(4  j  c  —  n  cos  B  -f-  b  cos  A 

il  en  résultera 

"  T,  l> 

1  =  -  cosB  -f-      cos  A. 


(7«  ) 
Or,  les  relations 

a  b 


sinA       sinB       sinC 

donnent 

a       sinA        b       sinB 
c       sin  C       c       sinC 

donc 

sin  A  cosB  H-  sin  B  cos  A 

i_ , 

sinl, 
d'où 

(6)  sinC  =  sin(AH-B). 
On  trouverait  de  même 

(7)  sinB  =  sin(A  +C).  - 
Par  suite 

sin  C  4-  sin  B  =  sin  (  A  H-  B  )  +  sin  (  A  +  G) 


C  +  B\          /C  —  B 
2  sin  I  cos     


C+B\  /C  — B 

r=  2  sin     A  H cos 


■ou 


il  \      2 

équation  qui  se  réduit  à 

(8)  sinf  — —  )  ==5inJ[A  +  -T- 


P"  -t—  R 
L'angle étant  moindre  que  180  degrés,  on  A 

5,nV~^~'>0' 

et,  par  conséquent, 

sin     A  H )  >  o. 

\  2      / 


(  79) 
De  cetle  dernière  inégalité  on  peut  conclure 


.        C  -+-  B 

AH <  ;bo", 


C-t-B 


parce  que,  d'api  es  l'hypothèse,  A  H est  moindre 

,„     ,        ,      T              .       .     ,            CH-B      ,        C-+-B 
que  ooo  degrés.    Les  angles  métaux ?  AH > 

1  2  2 

compris  entre  o  et  180  degrés  .  avant  le  même  sinus  (8), 
sont  nécessairement  supplémentaires.  Donc 

A  H-  B  +  C  =  i8o°. 


SOLUTION  ANALYTIQUE  DE  LA  QUESTION  344  (M4MEIM) 

(voir  t.  XV.  ['• 

Par  M.   CBEMONA, 

Professeur  à  l'université  de  Pacloue. 


Soient  #,,  yt,  zt  et  x, ,  y2,   z*  les   coordonnées  dés 
points  A,  O,  celles  des  points  B,  C  seront  de  la  forme 

ar3  =  x,  H-  a  // ,       >     ==  j- ,  H-  >.  /  , 
X-,  —  .r,  H-  fx  /// ,     X*  —  / 1  ■+  r*  "  > 

h  ,  h ■ ,  /,  //i  sont  des  quantités  données  ,  X  ,  y.  deux  indéter- 
minées; donc 


2  ABO  =  |    i    #„    i  , 
I    i    x3  y3 


et  analogiquement 

I    .r, 

2.A0C    =  I         J7-        >';  =      U. 


*'      'i  ^1  ^      -'  ^'l 


Xi    —■>•:    .)',    —  /, 


8o 


l!  s'ensuit 


2  \  A  KO4"  AOCJ 


X%          X\ 

a  //  —  p.  m   ) 

1 

t  —  p.  « 

).p 

Xi  — 

h 

#1   7s  —  Jl 
A 

X,  —  .r, 
1» 

ri 

lais  les  points  B,  C,  O  étant  en  ligne  droite,  on  a 


c'est-à-dire 


I     *1    Jl 

I    1   xk  y\ 

*■    y-i  —  y<  I 

p  m   ).  /•  —  p  «  j 


Xp 


/,    /i 
«  01 


n 

n 

// 

', 

X, 

—  x, 
m 

y 

—  .v, 
n 

\h 

par  conséquent, 

1  1 

\  ABÔ  "*"  ÂÔC 


quantité  indépendante  de  /. ,  a.  Donc,  etc. 

Théorème  analogue  dans  l'espace. 

Par  un  point  O  situé  dans  l'intérieur  d'un  triangle 
trièdre  de  sommet  A,  on  mène  un  plan  qui  coupe  les 
arêtes  du  trièdre  dans  les  points  B,  C,  D.  Soient  r,  v*.  r;t 
les  valeurs  des  trois  pyramides  AOCD,  AODB,  AOBC; 
je  dis  que  la  somme 


V     "v<'3  V     «'    ('i  V      '•:''.' 


est  constante,  de  quelque  manière  qu'on  mène  ]<•  plan 
sécant. 

Soient  j?t,   y, .  ~,  ,  .r, .  r, .  zt r-, .  ),.  zs  les  coor- 


(  8i  ) 
données  des  cinq  points  A,  O,  B,  C,  D;  xt  ,jrt ,  zt ,  „r, 
Yt,  z2  sont  des  quantités  données  ainsi  que  les  «,  (3,  y 
on  aura 


x3  —  x,       f3  —  y 


\  "3  "I 


P- 


=    ). 


7i 


>r4  —  x,        Xi  — Xi        zt  —  z. 


«j  p»  7i 

^5      x\ y 'i  ~~ ■  x> zs  —  z> 

«3  Pi  7î 


-  =  ffc, 


donc 


6f|=r 


i    .r,  j,   z, 

i   x,  y,  a4 
i   *i  X*  zi 


=  fXV 


Xj —  X,    ^'j J^(    Zj  — Z| 

«2  P*  '/i 

<*s  Pi  7« 


uvA. 


et  par  analogie 

tXj  ~~^   *27|      j'  2  — —    T^j      £.  j    —    3 

6o,  =  v'A  a3  p3  y3 

I         a,  p,  7, 

Xi  —  .t,  ^2  —  yt  tj  —  z 
6f3  =  ),p.           a,                p,  7,  =).//C, 

«2  P2  72 

A  ,  R,  C  sont  des  quantités  connues  ;  d'où 

i    »',  -+-  vt  4-^3 fiv  A  +  v)i  B  -+-  ijx  C 

gT      V'c,  p,  e3  >f/v  y  ABC 

Mais  les  points  O,  A,  B,  C  étant  dans  un  même  plan 
on  a 

i   x,  /,  z2 

i    *S  Xi    z* 

i   ■*«  X*  z< 
l    *»  Yt,  zh 
Ann    de  Maihémat.,  I.   XVI.  (Mars   18.57.1 


=  o, 


(  8,  ) 
remplaçant  xa   par  Àz,  -f-  jr,  ,  j3   par   /£,  -+->,,   zs  par 
Xyt  -h  z, ,  etc..  Oïl  obtient 

a,    P,   7" 
wv  A  -+-  -^  B  +  Àf/.  B  =  Àr/v 


donc 


Qtj     p,    7, 

«3      ^3      73 


=    XfM  D  . 


—  (  *  ii-     Ï~*L      '' v  \  —  D  ■ 


quantité  indépendante  de  ?. ,  fx,  v. 
(Test  ce  qu'il  fallait  prouver. 


SOLUTION  ANALYTIQUE  DE  LA  QUESTION  348 

(voir  t      XV  ,  p    407)  ; 

Par  le  P.    H.  BOCHETTE,  S.   J. 


Étant  donnés  une  conique  dont  les  foyers  sont  F  et  F' 
et  un  point  quelconque  M  dans  le  plan  de  cette  conique  ;  si 
l'on  mène  MF  rencontrant  la  conique  en  A  et  B  et  MF' 
rencontrant  la  conique  en  C  et  D,  on  aura 


MA- MB 


.MC 


MD 


le  signe  —  répondant  au  cas  où  le  point  M  est  extérieur. 
Ellipse.  Soit 


x'        y' 
«P       b- 


l'équation  de  la  courbe  5  par  le  centre  menons  deux  dia- 
mètres respectivement  parallèles  aux  sécantes  données  AB 
et  CD.  Leurs  équations  seront 

|  2  >  =  mx ,     y  ==  m' x 


(  83  ) 
ci  (elles  des  sécantes  parallèles  qui  passent  par  les  foyers 
seront 

3  y  =  m  [x  -h  c ),     y  =.  m'  (x  —  c) . 

Si  nous  désignons  par  d  et  <7' les  demi-diamètres  et  par 
i  x' ,  >  '),  [x" ,  y")  les  coordonnées  des  points  où  ils  ren- 
contrent la  courbe,  nous  aurons 

d>  =  .r'2  +  y'- ,      d'"-  =z  x" -  +  y "2 , 

et.  en  éliminant  (jc',  J>  '),  (x",j")  entre  ces  deux  équa- 
tions et  les  équations  (i)  et  (  a)  , 

cfb"-{i  +  w2)         „         a*b*   i  -t-  /«'-) 

(4  ('/?  =  4 fT)         ^2  = ; ; ', 

<7-  nf  -+-  b-  a-  m-  H~  Ir 

d'où 

#         (i  ■+-  m')  \a2m':  -+-  èJ 


[5 


<•/'-'        (i  4-  w'J)  {a-r>r--+-  b*\ 


Désignons  par  S  et  S'  les  longueurs  AH,  CD  des  sé- 
cantes données  et  exprimons  S  et  S'  en  fonction  des  coor- 
données 

[( -r. ,  .r.  ) !  •'•',  »  /,  fli    [(*2 >  ri)  ( ■*', .  /,)] 

des  points  où  elles  rencontrent  la  courbe.  Les  abscisses 
de  ces  points  nous  seront  données  par  les  deux  équations 
suivantes  : 

(a*  m-  -+-  &2  )  .r*  -f-  la7  m-  c.r  -\~  a-m^c-  —  a2Z>2  =  o, 
(rt2w'-'-f-  ^2).r2  —  2fl2  m'-car  -+-  a2w;':c2 —  «2  £    =  o. 

Nous  aurons  donc 

,   _  V4  ^'  w'  c-  —  4  (  "'  "<:  -+■  6'  )  (  fl2  W  <:;  —  a-  b  ) 

(I     lit'    -(-     /)  -  ) 

d<m  I  on  tire,  en  remplaçant  c*  par  sa  valeur  <7!  —  b*  el 

6. 


(  84  ) 

réduisant  , 

in2  b{  (i  -+-  m2  ) 

On  obtient  (x2  — x^y  en  changeant  m  en  /?/  dans  l'ex- 
pression (6).  On  a  ainsi 

,  ia2b^  (i  -h  m'3) 


(7 


rt2m'2-h  ^)2 


Il  est  facile  de  passer  du  carré  des  différences  des  abscisses 
à  celui  des  ordonnées;  car  les  équations  (3)  donnent 

r«  —  r,  =  "'  (-r'  —  *'.)> 
?  t. —  S,  —  m'{.r7  —  x',)y 
et  il  vient 

2a2  6*  (i  -f-  m2)  «î2 


(8)  (7,-7,)'= 


(9)         (r^— y 


2a2  6S  (i  +  w'2)  m' 
{à1  m"  +  &2)2 


Faisons  la  somme  des  expressions  (6)  et  (8),  (7)  et 
(9)  et  extrayons  les  racines  carrées,  nous  obtiendrons  S 
et  S': 


(.0) 

(11) 
d'où 

tia) 


S 

?.ab2  (1  -+-  ni1  ) 

a2  m1  -+-  b- 

S' 

iab-  (1  -4-  m'2) 

a2  m"1  -+-  b2 

(> 

\  -+■  m2)  {a- m'2  -f-  b1) 

S'        (i+fli',)(a,/n,+  br) 
et ,  à  c;mse  du  rapport  commun  aux  relations  (5)  et  (12), 


S  _ûP 


(  85  ) 
Mais  ou   a   (Briot  <;t   Bouquet,   Géométrie    analytique, 
page  377) 

MA. MB  _  d2 

MC.MD  ~"  dT; 

g 
Nous  aurons  donc,  en  remplaçant  ^7  par  sa  valeur, 

AB       MBzbMA        MA. MB 


CD       MD±MC       MC.MD 


MA  ~  MB        MC  ~~  MD 


et  on  voit  facilement  que  le  signe  —  doit  être  pris  dans 
le  cas  où  le  point  M  est  extérieur. 

Hyperbole.  La  démonstration  serait  absolument  la 
même,  à  quelques  signes  près  qui  changent  clans  les  foi- 
mules  intermédiaires. 

Parabole.  Dans  la  parabole,  l'un  des  foyers  s' éloignant 
à  l'infini,  l'une  des  sécantes  menées  par  le  point  M  de- 
vient parallèle  à  l'axe,  MB  devient  infini  et  l'on  a 

MA        MC  ~~  MD 


SOLITION  DE  LA  QIESTION  295 

(voir  t.  XIII,  p,  315  )j 

Par  M.   L.   PAINVIN, 
Docteur  es  Sciences  mathématiques. 


Soit 

(l)  F(*,jr)  =  D 

1  équation  d'une  tourbe  quelconque;  par  un  point  P 


(  «6  ) 

(a,  (3)  pris  dans  sou  plan  menons  des  normales  qui  la 
rencontreront,  par  exemple,  en  m  points  Aj,  A2,...,  A,„(*); 
si  (x,,  Yi)  sont  ies  coordonnées  d'un  quelconque  A,  de 
ces  points,  ces  coordonnées  seront  données  par  les  équa- 
tions 

W,,  ^  dF 

(*)  S|(P-/')  =  ç;(— **). 

(3)  F(r(-,j,)  =  o. 

Si  nous  désignons  par//,  la  distance  du  point  P,  (et,  /3) 
au  point  A,,  (;r,-,jr,),  on  aura 

(4)  »*==(a  —  *i),  +  (p— Ji)- 

Supposons  qu'on  établisse  entre  les  longueurs  n,  de  ces 
normales  la  relation 

(5)  <f  («i,  «2,  «:.,  •  •  •  ,    "m)  ==  O- 

Si  l'on  substitue  dans  l'équation  (5)  les  valeurs  des  x,. 

),,  déduites  des  équations  (2)  et  (3)  en  fonction  de  a.  et 

|3, on  aura  le  lieu  des  points  P  pour  lesquels  cette  relation 

est  satisfaite. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  P 

sera  donné  par  l'équation 

x^  d<?   dfii         ,.  v^  da  drii 

>  — - [-  tlb   ?   —  —  =  0: 

éZédrii  du  v  *édnitl$ 


du 


si  l'on  remarque  que  l'on  a  la  relation 


d  F  dxi       d  F  dfi  _ 
dxi  du         dr;  d  a 


qui  devient ,  en  vertu  de  1  équation  (2), 

,  dx.  .<h, 

«   —  *i  )  -7-   +  (P  —  Xi  )  ■>-   =   O, 

du  du 


*]  Si  />  est  le  ilecre  de  la  courbe,  alors  m  =  />'■  Tm. 


(  87  ) 
on  trouvera  que 

drii        x  —  Xi 

du  Tlj 

et  par  un  calcul  semblable' 

—  *  —  P  ~jr' 

n,  ayant  la  valeur  (4). 

On  aura  donc  pour  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente à  la  courbe  P  au  point  (a  ,  j3)  la  valeur  suivante  : 

T-t-*> 

a  —  

^  l    d'Sj 

d$  Zd^'dT, 


du  <ri   I     dif 

£d  ni  dnC 


2 


l    dy 
ni  dni 


Considérons  maintenant  un  point  Q  ayant  pour  coor- 
données (a,  b)  et  désignons  par  /,  la  distance  de  ce  point 
au  point  A,  ,  de  sorte  qu'on  aura 

(7)  n  =  [a-a:ly  +  (b-Xiy. 

Déterminons  le  lieu  des  points  Q  par  la  condition  que 
la  relation 

(8)  ?(/,,  /2)  /3,. .  .  ,  lm)  =  o 

soit  satisfaite,  y  étant  la  même  caractéristique  que  dans 
l'équation  (5). 

La  courbe  P  sera  donc  déterminée  par  les  équation;. 
(2) ,  (3) ,  (4)  et  (5  )  entre  lesquelles  on  éliminera  les  x, 
et yi  5  la  courbe  Q  sera  déterminée  par  les  équations  (2). 
(3),  (7)  et  (8)  entre  lesquelles  on  éliminera  les  x,  et  r, 


A  chaque  point  («,  (3)  de  la  courbe  P  correspondra  une 
courbe  Q  (*). 

Pour  obtenir  le  coeflicient  angulaire  de  la  tangente  à  la 
courbe  Q  en  un  point  quelconque  (#,  b)  ,  remarquons 
que  les  .r,  et  y,-  ne  sont  fonctions  ni  de  a  ni  de  J;  on  a 
donc  immédiatement 

dli       a  —  x,        dli       b  —  yt 

da  ~         /,  db  ~         /, 

et ,  par  conséquent , 


(9) 

Or  si  l'on  fait 
il  en  résulte 


^  i  dy 
db  2d  Tf  dî, 


da  yç~\  i  d'jj 

Xi 


V_  11 
*~  k  dli 


I    r/<p 


2*ïi~dlL 


a  =  a,       b 


/,  =  ru , 


on  arrive  alors  facilement  aux  conclusions  suivantes  : 

i°.  La  courbe  Q  passe  par  le  point  (a,  (3),  car  pour 
a  =  a  et  fe  =  |3,  l'équation  (8)  se  trouve  satisfaite  en 
vertu  de  l'équation  (5)  ;  d'ailleurs  ce  résultat  était  évident 
à  priori. 

2°.  La  courbe  Q  touche  la  tourbe  P  au  point  (a  ,  (3); 
car  si  l'on  fait 

a  =  a  ,      /;  =  p  , 


(*)  Dans  la  courbe  P,  les  points  A  varient  ;  ils  sont  fixes  dans  la  courbe  Q 

ÏM. 


(  89  ) 
les  équations  (6)  et  (9)  montrent  que  l'on  a 

db  _  d$ 

du        da. 

•donc  les  deux  courbes  ont  la   même  tangente  au  point 

3°.  Si  Ion  suppose  que  les  points  A,  aient  des  niasses 

respectivement  égales  —  j-j  qu  on  compose  ces  niasses 

comme  des  forces  parallèles  et  qu'on  désigne  par  G  le 
point  d'application  de  la  résultante ,  je  dis  que  la  normale 
à  la  courbe  P  au  point  (a  ,  (3)  passera  par  le  point  G. 
En  effet ,  le  point  G  a  pour  coordonnées 


I     drp 
ni  dn. 


2- 

^  I     dy 


<'°>  -,* 


ni  dn, 

^  1    dy 
£d  /2,  dn, 

yç>  I    dy 

**d  ni  dn. 

L'équation  de  la  normale  à  la  courbe  P  au  point  (a,  |3) 
est 

dp  _         X  — a 


(II) 


da  Y  — p 


-j-  ayant  la  valeur  (6) ,  X  et  Y  étant  les  coordonnées  cou- 
rantes. On  voit  immédiatement  que  l'équation  (il)  est 
vérifiée  pour  X=  £  et  Y=  m,  ce  qui  démontre  la  pro- 
position énoncée. 
Lorsque 


(  9° 
As  étant  une  constante,  alors 


m 

m 


le  point  G  est  le  centre  de  gravité  des  points  At  ,  A2 , . . . , 


Lorsque  rf  —  ^1  n'  —  ^2 


Ç.= 


^i  x, 

22 


2mà  m 

Lorsque  <p  =  nt  ,  n%  ,...,  wm  —  À2  =  o, 


2  =r 


2â 


ce  qui  fournit  deux  autres  théorèmes  analogues  à  celui 

qui  est  énoncé  dans  la  question  que  je  traite. 

4°.  Si  l'on  suppose  que  les  points  A,  aient  des  niasses 

i       <    i  do         , 
respectivement  égales  a-^i  qu  on  compose  ces  masses 

comme  des  forces  et  qu'on  désigne  par  G,  le  point  d'ap- 
plication de  la  résultante,  la  normale*   à  la  courbe  Q. 


(  9*  ) 
au   point  quelconque   (a,  b)    passera  par  le  point  G^ 

Pour  les  mêmes  points  At  ,  A8,...j  A„,  correspondants 
au  point  (a.j3)  de  la  courbe  P,  le  point  G^  variera  en 
même  temps  que  le  point  (a,  b)  sur  la  courbe  Q  corres- 
pondan  te  au  même  point  (  a. ,  {5  ) . 

Pour  démontrer  la  proposition  ,  remarquons  que  le 
point  Gj  a  pour  coordonnées 

i  r/ij 


£1 


^>  i  df 


.2; 

^iiidi/1 

L'équation  de  la  normale  au  point  quelconque  (a,  b)  est 
,   , ,  db  X  —  « 

(l3)  ^=-r=^' 

—  ayant  la  valeur  (9) ,  X  et  Y  étant  les  coordonnées  cou- 
rantes. Il  est  évident  que  l'équation  (i3)  est  vérifiée 
pour 

X  =  ç,     et     Y  =  q,. 


Lorsque  <p  =  >*  n-  —  A2  =  o, 


2  ■£; 
ni 

2J, 
m 


alors  le  point  G,  coïncide  avec  le  point  G  ;  donc  toutes 
les  normales  à  la  courbe  Q  passent  par  le  même  point  G  \ 
•  loue,  dans  ce  cas.  la  courbe  Q  est  un  cercle  qui  a  son 


(  9*  ) 
centre  en  G  ,  et  qui  a  pour  rayon  la  distance  du  point  G 
au  point  (a,  (3). 

Le  calcul  direct  conduit  au  même  résultat.  En  effet, 
l'équation  de  la  courbe  Q  est,  dans  ce  cas, 

Or  cette  équation  ,  en  ayant  égard  à  l'équation 

lieu  des  points  P,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(«-ç)»  +  (ft  — *)■  =  («  — O'-KP"—»)1. 

où 

„ 2^j  m 

m.  ~  2jt' 

ce  qui  vérifie  parfaitement  l'énoncé  précédent. 

5°.  Le  lieu  du  point  Gj  s'obtiendra  en  éliminant  a  et 
b  entre  les  équations  (8)  et  (i  i). 

Dans  le  cas  de 

r  =  ^  *•*—  *'  =  °  > 

ce  lieu  est  le  point  G. 

Le  lieu  des  points  G  s'obtiendra  en  éliminant  a  et  [3 
entre  les  équations  (5  )  et  (io). 

6°.  Il  résulte  de  la  proposition  2°  que  la  courbe  P  esl 
l'enveloppe  des  courbes  Q  (*)• 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  cette  propriété  par  le  calcul 

Application. 
Prenons  pour  la  courbe  (i) 

jr*  =  2px, 
(*]  Car  (a,  ,5)  est  un  point  quelconque  de  la  courbe  1'.  Im 


(03  ) 
et  supposons 

ep  =  \  ni  —  X •'  =  o . 
Les  (xir  fi)  seront  donnés  par  les  équations 

(a  —  .r)j  +  />(3—  y)  =  o, 
qui  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

i  j3_  ip{<x  —  p)  y—  ip2  3  =  oT 

(»4)  L_r" 


« 


2p 


Soient  ^ ,  j"2,  73  les  trois  racines  de  la  première  des 
équations  (14)  eta^,  x2,  r3  les  valeurs  correspondantes 
données  par  la  seconde;  on  aura,  sachant  que 

«/  =  (<*  —  ^,)2  +  (p—  xt)\ 

i  3(a'  +  p»)—  2a(a,  +x,+ x3)-2B(j,+j2+JJ) 
'  ■+-*?■■+-*;  +arî3-h/î+r,î+j2s=^. 

En  s' appuyant  sur  les  formules  qui  donnent  la  somme 
des  puissances  semblables  des  racines  en  fonction  des  coef- 
ficients ,  on  trouve 

J,  +J3  +  r3  =  o, 

y\  •+•  j^  ■+-  /!  =  —  4/»  (y?  —  a)  » 
rî+rî+ri=8/»,(/»-a)», 

2/? 

x\  -+-  x\  ■+■  x\  =  1  {p  —  a  )2. 
(/équation  de  la  courbe  P  sera  donc 
(16)  «î-+-3p3  +  4/»«  =  2/jî-H*î; 


(  94  ) 
c'est  une  ellipse  dont  l'un  des  axes  principaux  est  dirigé 
suivant  l'axe  des  x  (*)• 
On  trouvera  facilement 

('7)  d 

'  n  ==  o. 

La  courbe  Q  est  un  cercle  dont  le  centre  sera  donné 
par  les  valeurs  (17)  et  son  rayon  est  égal  à  la  distance 
du  point  (a,  (3)  au  point  (£,  n).  La  courbe  Q  aura 
donc  pour  équation 


9'        2"' 


(.8)    !„+!(,+ ,,)!_,_  4' =_■(«- 

Les  coordonnées  du  point  G!  seiont 

('9)  j  * 

(    71,  =  O. 

Le  lieu  des  points  G,  s  obtiendra  en  éliminant  a  et  £ 
entre  les  équations  (18)  et  (19) ,  ce  lieu  est  donc  un  point 
déterminé  par  les  équations  (19). 

Le  lieu  des  points  G  s'obtiendra  en  éliminant  a  et  |3 
entre  les  équations  (16)  et  (17)  -,  ce  lieu  est  donc  la  droite 
vî  =  o,  c'est-à-dire  l'axe  des  x  ,  ce  qui  constitue  une  pro- 
priété remarquable  dont  il  est  facile  de  donner  l'énoncé. 

Les  propriétés  générales  que  nous  venons  d  établir  sub- 
sistent non-seulement  pour  des  courbes  algébriques,  mais 
encore  pour  les  courbes  transcendantes  telles,  que  les  nor- 
males menés  d'un  point  quelconque  à  la  courbe  sont  en 
nombre  fini  (**). 


(*)  Lorsque  la  courbe  donnée  esl  une  conique  quelconque,  la  courbe 
P,  dans  le  cas  actuel,  esl  aussi  une  conique.  T.m 

(**)  Dans  une  courbe  transcendante,  les  normales  sont  toujours  en 
nombre  infini,  en  comprenant  les  normales  imaginaires  et  celles  qoi  Boni 
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THEOREME  DE  M.  BRIOSCHI 

voir  t.  XV,  p.  366); 

Par  M.  A.  GENOCCHI. 


La  question  générale  de  M.  Brioschi  se  résout  bien  fa- 
cilement. 

Soit  une  équation  algébrique 

f{x)  =  xn  —  ax"~'  4-.  .  .±/=  o; 

soient  a  et  jS  deux  de  ses  racines ,  p  la  somme  de  toutes  les 
autres  ,  q  leur  produit,  /■  le  produit  des  différences  de  ces 
n —  2  racines  prises  deux  à  deux;  soient  s  et  t  les  produits 
formés  avec  les  différences  entre  a  ou  (3  et  chacune  des 
autres  n  —  i  racines  -,  enfin  désignons  par  A  le  produit  des 
carrés  des  différences  de  toutes  les  n  racines  deux  à  deux , 
et  par/''  (x)  la  dérivée  def(x).  Nous  aurons 

(i)  x  +  fi  =  a—p,      ap  =  -, 

//'(«)  =  («_{!),, 

»)  /'(P)  =  (|ï-a)?, 

y/ A  =  (  p  —  y.  )  rst . 
Ces  équations  donnent 

•      r/'(.)/'(P)  =  g_pî 

N/Â 

mais /'  (a),  y  (|3)  étant  une  fonction  symétrique  entière 
de  a  et  /3,  s'exprimera  rationnellement  à  l'aide  des  équa- 


Bi tuées  ;i  l'infini  ;  <>u  ne  saurait  en  faire  abstraction  dans  l'analyse.  Il   se- 
rait intéressant  et  facile  d'étendre  ces  recherches  aux  surfaces  Tm. 
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lions  (i).  On  aura  donc 


a  -h  p     et     a  —  p , 

et,  par  suite,  a  et  (3  exprimés  rationnellement  en  fonc- 
tion des  autres  racines  :  ces  racines  y  entreront  par  l'in- 
termédiaire des  trois  fonctions  p,  q,  r,  dont  les  deux  pre- 
mières sont  symétriques ,  et  la  troisième  n'a  que  deux 
valeurs  égales,  mais  de  signes  contraires. 

Pour  l'équation  du  troisième  degré,  on  n'a  qu'à  faire 

a  =  o',      p=q=r,      r=±I, 
i  désignant  une  des  racines. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION   352; 

Par  M.  DE  ROCHAS, 

Élève  à  l'Ecole  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 


Étant  donné  le  volume  d'un  secteur  sphéricité,  trou- 
ver la  valeur  extrême  de  Paire  totale.  Discussion  du 
problème. 


Le  volume  d'un  secteur  sphérique  est  égal  au  produit 
de  la  hauteur  h  de  la  zone  qui  lui   sert  de  base  par  un 

facteur  constant     ttR2  ;  par  suite,  si  le  volume  est  donné, 
h  est  une  quantité  constante. 


(  91   I 
Donc,  pour  connaître  les  variation*  de  l'aire  totale  du, 
secteur  eugendré  par  le  secteur  circulaire  ACO  tournant 
autour  de  HO,  aire  qui  a  pour  mesure 

inR/i  -f-  7t  R  (  AR-hCD), 

il  suffit  d'étudier  les  variations  de  AB  -f-  CD. 

Or,  si  nous  appelons  .r  l'angle  AOB  et  y  l'angle  COB, 
la  question  revient  à  chercher  le  maximum  de 

(i)  R  'sin.r  -+-  sinr    —  m  , 

sachant  que 

(  2  )  R  i  cosx  —  cos/  )  =  h. 

Comme  les  angles  x  et  y  ne  peuvent  varier  que  de  o  a 
180  degrés,  leurs  sinus  seront  toujours  positifs 5  par  suite, 
au  lieu  de  chercher  Je  maximum  de  /// ,  on  peut  chercher 
le  maximum  de  m-. 

Elevant  au  carré  les  équations  (x)  et  (2)  et  les  ajoutant, 
il  vient 

2R!(i  +  sin  .r  sin  r —  cos.r  ros y  )  =  m1  ■+-  /r 
ou 

nr  =  2  R2  [  1  —  cos  [x  4-  y  )]  —  h-. 

Dans   le  second  membre,  il  n'y  a  que  cos  (.r  +  )  )  qui 
soit  variable 5  il  est  clair  que  ?m2  sera  maximum  quand 
cos  [x  -f-  v)  sera  égal  à  —  1. 
Mais  alors 

•>•-+-.)  =  1800, 
m  =  R  (sin.z  +  sin  1  (  =  2R  sin x, 
h  =  R  (  cos  x  —  cos  y  )  =  ?,R  cos.r , 
d'où 


cos  x  =  — — ,      sin  x  =  — ,      m  =  V4  R2  —  h* 

2  R  2  R  ^ 

inn.  de  Mathémat.,  t    XVI    (Mars  îS",  7 


(  98  ) 
Remplaçant  //    par  sa  valeur  en  fonction  du  volume  \ 
"donné,  il  vient 


Remplaçant  /7*  par  sa  valeur  dans  l'expression  de  la  sur- 
face cherchée  .  on  a  pour  cette  surface  s 


_  3V    .    V(47rR')*—  (3V); 
R    ~*~  ?R 

On  voit  que  la  condition  de  possibilité  du  problème  est 

V<|ttR  *. 


(>UESTI0\  PROPOSEE 
AIX  EXAMENS  D'ADMISSION  A  L  ÉCOLE  NAVALE  (1850); 

Rïsolue  par  MM.   SAUGE  et  CLUTE, 

Elèves  de  l'Institution  Loriot. 


Trouver  deux  nombres  entiers  dont   le   rapport  soit 
égal  à  fa  différence. 

SOLUTION   DE  M.   SAUGE. 

J'appelle  x  et  y  les  nombres  cherchés.  On  aura 

x 

-  =  x  —  y , 

y 

J  où 

f 


x  = 


>     —    ! 


(  99  ) 
Actuellement  je  pose 

>  —  I  =  a. 

Jl  en  résultera 

iâ+i):       a*  -4-  *s  -f-  i  ï 

a  a  a 

Or  x  doit  être  entier,  donc  -  est  entier;  il  s'ensuit 

a  =  ï  , 
et,  par  conséquent. 


L'équation 


SOLUTION  DE   M.    CLUTE, 


x  —  y 


donne 


De  ce  que  x  est  entier,  il  résulte  que  y —  ï  doit  diviser 
y"2.  Or  y  —  ï  est  premier  avec  y  qui  est  le  nombre  entier 
immédiatement  supérieur  à  (y  —  i)-  ^  s'ensuit  que 
y  —  ï  est  premier  avecj-2.  Donc  y  —  ï  ne  peut  diviser)  ~ 
qu'autant  quej —  ï  est  égal  à  ï.  D'où 

■ei ,  par  conséquent , 

x  =.  4- 

\ofe.    L'équation  générale  <s! 

*(r  +  «)=/(r), 

n  est  un  nombre  et/désigne  une  (onction  entière  à  coef- 

f(y) 

ûcients  entiers.  L'opération   -  amène  le  résidu  frae- 

r  y  -+-  a 

7- 


(     lOO     ) 

lionnairc  — - — ,  et  il  y  a   autant    de   solutions  que    le 

y  +  a  J  • 

nombre  entier  />  a  de  diviseurs,  l'unité  comprise.  Tm. 


«UESTIOÎM  D'EXAMEN  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHMQIE 

(1856). 


Reconnaître  à  priori  (/ne  l'équation 

xy  -+-  ri  -f-  .rz  =  o 

représente  un  cône  droit  à  base  circulaire  (les  coordon- 
nées étant  supposées  rectangulaires'). 

Lorsque  les  axes  des  coordonnées  sont  rectangulaires  . 
toute  équation  du  second  degré 

symétrique  par  rapport  aux  trois  coordonnées  x,y,z, 
représente  une  surface  de  révolution  autour  de  la  droite 
X=z,  y  ==  z  -,  en  supposant  toutefois  que  cette  équation 
i  ëprésente  une  surface.  C'est  ce  que  nous  allons  démontrer. 
Remarquons  d'abord  que  l'équation  proposée 

/     r,   r,  z)  —  O, 

étant,  d'après  l'hypothèse ,  symétrique  par  rapport  aux 
deux  coordonnées  x ,  >  ,  le  plan  qui  divise  en  deux  parties 
éga  !  es  1  e  dièd  re  que  fo  rmen  1 1  es  deux  pi  ans  coordonnés  ZX , 
ZYesl  nécessairement  un  plan  principal.  En  effet,  nom- 
mons M  un  point  quelconque  de  la  surface  el  a,  h.  c  les 
coordonnées  j?,  r.  z  de  ce  point;  l'équation 

f  r,  r,  z    =  «> 


(    IOl     i 

admettra  la  solution 

x  =  u  .       )   _- ■  b  ,      y  —  c. 

Désignons  par  M'  le  point  symétrique  de  M  par  rapport 
au  plan  bissecteur  considéré;  le>  coordonnées  x ,_)',  z  de 
M'auronl  pour  valeurs  6,  a.  c.  Or  il  est  supposé  que 
l'équation 

f  f.r  ,  r ,  z)  ==  o 

conserve  les  mêmes  solutions  lorsqu  on  y  changea'  en  j  et 
1  en  .r:  donc  on  peut  conclure  de  ce  que  cette  équation 
admet  la  solution 

x  ■=.  a  ,      y  z=  b  1      z  =  c , 

qu'elle  admet  aussi  la  solution 

j:  =  b ,       v  =  a ,      z  -—  c. 

Ainsi  le  point  M'  appartient  à  la  surface,  et,  par  consé- 
quent, le  plan  bissecteur  x  =  y  est  un  plan  principal  de 
la  surface. 

On  démontrera  de  même  que  les  deux  plans  bissecteurs 
c  =  z,  y  =  z  sont  des  plans  principaux. 

Cela  posé,  menons  un  plan  perpendiculaire  à  l'inter- 
section [je  =  z,y  =  z~\  des  trois  plans  principaux  en  un 
point  quelconque  C  de  cette  droite.  Ce  nouveau  plan  cou- 
pera les  trois  premiers  suivant  trois  droites  passant  par 
le  point  C  et  qui  seront  des  axes  de  la  courbe  déterminée 
par  sois  intersection  avec  la  surface.  Cette  courbe  du  si  - 
>  i>nrf  degré  ayant  trois  axes  est  nécessairement  une  cir- 
conférence dont  le  centre  se  trouve  au  poinbC  sur  la 
droite  x  =  z,  y=  z.  11  en  résulte  que  l'équation  pro- 
posée 

/   x ,  y ,  z  )  =  o 

représente  une  surface  de  révolution  autour  de  la  droite 
X=  Z,  1   =  z. 


(  xoa  ) 

Dt:    ce   principe,    on   conclut  immédiatement   que    le 
cône  représenté  par  l'équation  homogène 

xy  -\-  yz  -(-  .ez  =  o 

est  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  a  pour  équations 

x  —  z,      y  =  z.  G. 


RECTIFICATION  ET  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  289 

(voir  t.  XIII,  p.  192,  et  t.  XIV;  p.  32)  ; 

Par  M.   L.   BOURDELLES, 

Élève  au  lycée  Saint-Louis  (  classe  de  M.  Briot  ). 


Si  dans  un  triangle  rectiligne  ABC  on  a 
A<B: 

i°  si   l'on   mène   aux  cùtés  opposés  les  transversales  AD 
et  lïE  telles  que 

CAD^CBE, 

alors 

AD  >  BE  f ;  *   ; 

2°  si 

DAB        EBA 

AD=BE    "    dm:  =  ëb(T' 

alors 

A  =  B. 

i°.  Si  les  triangles  CAD,  CBE  sont  égaux  en  surface. 


(*)  Celte  conclusion  n'est  pas  traie  dans  tous  les  cas,  comme  on  le  verra 
plus  loin. 


{   ,o3  ) 
les  triangles  I) AB ,  ËBA  !<■  seront  aussi ,  et  comme  ils  ont 


même  base  AB,  leurs  hauteurs  \)d,  Ee  seront  égales, 
donc  la  ligne  ED,  qui  joint  les  sommets  E  ,  B,  sera  paral- 
lèle à  AB.  Mais  les  triangles  rectangles  AeE,  Br/D  mon- 
trent que 

Ae>Brf,      car     A  <  B ,      AE>BD, 
puisque 

AC>(JR     eî      Ee  =  Dd; 
on  aura  donc 

ou 

el ,  par  conséquent  , 

AD>  BK, 

à  cause  des  triangles  rectangles  A^/D,  BeE. 

On  a  supposé  que  les  transversales  rencontraient  les 
côtés  du  triangle.  Le  théorème  existe  encore  si  elles  ren- 
contrent ces  côtés  prolongés  dans  le  sens  AC  et  BC.  On  a 
au  contraire  AD  <^  BE,  si  elles  rencontrent  les  côtés  pro- 
longés en  sens  contraire. 

2°.   On  a 

CAD<CBE. 


Abaissons  du  point  A  sur  BC  la  perpendiculaire  AH. 
Supposons  CBE  <CAI1  ;  si  par  le  point  E  on  mène  la 
parallèle  ED'  au  rôle  AB,  en  joignant   au  point    A    le 


(  tpi  ) 

point  D'  où  elle  rencontre  BC  ,  on  aura,  en  vertu  de  ce 


qui  précède 

EB<  AD'  <AD. 

C.     0_.     F.     D. 

Mais  si  CBE  >>CAH,  le  théorème  n'existe  plus  (*). 
De  la  relation 


on  déduit 


Do- ne 


DAB  _  EBA 
DÂC ~  ËBC' 

DAB  _  EBA 
ABC  ~"  ABC' 

AB.EB.sinEBA  =  AB.  AD.sin  DAB, 


c'est-à-dire  que  dans  tous  les  eas  les  angles  EBA,  DAB 
sont  égaux;  par  conséquent  les  triangles  EBA  ,  DAB  sont 
aussi  égaux.  Donc 

A  =  B. 

On  peut  démontrer  le  théorème  proposé  en  supposant 
que  CAD  et  CBE  désignent  des  angles.  En  effet,  si 

CAD  =  CBE , 

les  triangles  CAD,  CBE  sont  semblables  et  on  a 

AC_  AD 
BC~EB' 


(*)  On  voit  ii  priori  que  le  théorème  n'ésl  pas  toujours  vrai,  car  si  l'on 
suppose  CBE  diflërapl  très-peu  delà  surface  du  triangle,  et  CAD  différant 


(  ">5  ) 

Mais 

AC>  BC , 
donc 

AD>EB. 

C.     Q.     F.     D. 

Ce  théorème  est  vrai  aussi  quand  les  transversales  ren- 
contrent les  prolongements  des  côtés. 

Mais  si  CAD  <^  CBE,  le  théorème  ne  subsiste  que 
lorsque  EBC  <^  90  —  E  — 

Nota.  Ces  diverses  propositions  se  démontrent  facile- 
ment par  la  trigonométrie,  qui  a  l'avantage  de  montrer 
clairement  les  restrictions  ta  apporter  dans  l'énoncé. 


SliR  L'ELLIPSE  DE  CASSINI  ; 

D'après  H.  H.  DARREST 


(Astron.  Nachr.    1 854 ,  *•  XXXVIII,  p.  199.) 


1.   Soient: 

ie  =  la  distance  des  deux  foyers  ; 
2  a  =  le  grand  axe; 

d=  le  produit  constant  des  rayons  vecteurs. 
On  a  pour  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  rec- 
tangulaires et  focales,  origine  au  centre, 

a?  _j_  y-if  _  2  ë2  (  x-  —y2)—di-\-e*=0, 


1 

|  p4  —  1e1  pJ  cos2cp  —  d*  •+■  c"  =  o 

Prenons  a  pour  unité  et  désignons  le  demi  petit  axe  par 
h ,  de  sorte  que  d%  -h  e2  =  i .  b-  =  d*  —  e2 , 

aussi  très-peu  de  CAfl  .  on  aura  F.R  >  AD,  ce  qui  est  le  contraire  de  ce 
qu'indique  l'énonce. 


(   «o6  ) 
r équation  polaire  devient 

p*  —  (  I  —  b2  )  p2  COS  2  <j>  —  62  =  o . 

Soit  une  sphère  de  rayon  1  et  ayant  même  centre  que 
la  courbe  de  Cassini.  Considérons  cette  courbe  comme 
étant  dans  le  plan  de  l'équateur  et  faisons  la  projection 
stéréographique  de  cette  courbe;  le  pôle  étant  dans  un 
hémisphère  et  la  projection  dans  l'hémisphère  opposé  , 
a  et  â  étant  des  coordonnées  sphériques ,  l'équation  de  la 
courbe  sphérique  sera 

/i— sin<A-'       i  —  sin<? 

(à)  ; ^    ) ; r  II  —   b2     COS2  y.  =  b* . 

v    '  \i  -f-sind/         i  -f-  sin<r 

Si  l'on  transporte  l'origine  au  centre  de  la  projection  et 
si  l'on  désigne  les  nouvelles  coordonnées  sphériques  par 
a.'  et  tJ',  de  sorte  que 

coso'  cos  a'  =  sin  S , 
cot  <?'  sin  a'  =  tant;  «, 

après  quelques  légères  réductions,  l'équation  (3)  se 
change  en  celle-ci  : 

(4)  cos5'  =  Dcosa'     ou     D  =  - —  • 

Ainsi   la  courbe  est  l'intersection  d  une  sphère  et   d'un 
cylindre  circulaire  droit  de  diamètre  D  et  passant  par  le 
centre  de  la  sphère. 
Comme 


b2  =  B 


D  +  i 


VD  +  i'  V  D  +  î  ' 


donc  :  i°.  Si  D  est  plus  grand  que  2.  on  obtient  l'ellipse 
de  Cassini  ; 

20.   Si  D  esi  compris  entre  1  et  a ,  abus  la  courbe  est 
fermée  avec  inflexion: 


(   I07  ) 
5°.   Si  D  =  i ,  on  a  la  lemniscate  de  Beriioulli; 
4°.  Si  D  <^  i,  on  a  les  deux  ovales  avec  un  demi  petit 
axe  imaginaire. 


THEORIE  ANALYTIQUE  DE  LA  PERSPECTIYE-KEL1EF 


D'après  M.   AUGER, 

Professeur  à  Dantzig. 


Astron.  Nachr.,  I.  XXXVIII,  p.  906;  1854.  ) 


1 .  Soient  donnés  :  i°  un  système  de  «  points  ayant  pour 
coordonnées  respectives  x^ ,  yx ,  zx  ,  x<>,  y^-,  28,...,  xn , 
jrn,  zn\  20  n  plans  parallèles  Aj ,  A8,...,  A„.  Par  l'origine 
et  les  n  points  menons  des  droites  5  désignons  par  x\  ,  y\ , 
z'n  x'îij'ii  z\ •)•••■>  x'nij'ni  z'n  les  intersections  respectives 
de  ces  droites  avec  les  plans  Aj ,  A2 ,...,  A„  \  on  aura  aussi 
un  second  système  de  //  points.  Supposons  que  l'on  a  ces 
relations 

1  ax  -+-  by  -+-  cz  -+-  d 


(0  Y  = 

f  Z  = 


mx  -+•  ny  •+-  pz  -+-  q 
a'  x  -+-  b' y  -+-  c  z  -4-  cf 

/«a-  H-  n  r  -+-  pz  -+-  q 
a"  x  ->,-  b" y  -f-  c"z+  <•/ 


où  les  x ,  y,  z  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
du  premier  système  et  X,  Y,  Z  les  coordonnées  corres- 
pondantes du  deuxième  système.  Ces  relations  étant  ho- 
mographiques  ,  on  sait  qu'à  trois  points  en  ligne  droite 
dans  le  premier  système  répondent  trois  points  en  ligne 
droite  dans  le  second  système;  à  quatre  points  dans  un 
même  plan  du  premier  système  répondent  quatre  points 
dans  un  même  plan  du  deuxième  système. 


(   »o8  ) 
2.    Supposons  que   l'on  n'ait  que  deux   plans  A,.    \ 
parallèles  au  plan  des  xz  et  donnés  par  les  équations 

y  =u,      y  =  p , 
et  si  Ion  a  les  relations 


Y  = 


a  - 


x  = 

p  — a-4-j 


P 


z~       P« 


p  —  a  +  r 

le  point  X,  Y,  Z  est  dit  limage  bas -relief  du  point  r . 
r,  z,  l'oeil  étant  placé  à  l'origine  des  coordonnées. 
Etant  donnée  l'équation  d'une  surface 

/(■*>  .r» z)  =  ». 

l'image  bas-reliej (de  cette  surface  est  une  autre  surface 
/(X,Y,Z)=o. 
Si  les  deux  plans  se  confondent,  alors  jS  =  a  el 

Z  =  ^: 

r 

on  a  la  perspective  ordiuaire  sur  un  seul  plan,  et  les  trois 
dimensions  sont  figurées  par  deux  dimensions. 

Si  /S — a,  intervalle  de  deux  plans  A, .  A?,  devient  in- 
fini, alors 

X  ==  x , 
Y  =  y , 
Z  =  », 


(   »°9  ) 
c'est-à-rdire  1  image  se  confond  avec  l'objet,   et  on  a  la 
ronde  bosse;  dans  tout  antre  cas,    les  dimensions   sont 
altérées  (*). 


GRAND  CONCOURS  RE  1856 

voir  t.  XIV,  p.  41i). 


CLASSE  DE  LOGIQUE   (  SECTION    DES    SCIENCES)    (4  JUILLET?). 

Mathématiques . 

Etant  donnés  mi  cercle  et  deux  perpendiculaires  à  l'ex- 
trémité d'un  diamètre  AB  ,  mener  une  tangente  CD  telle, 
que  le  volume  engendré  par  le  trapèze  ainsi  formé  tour- 
nant autour  du  diamètre  AB  soit  égal  à  une  sphère  de 
rayon  donné. 

Exposer  la  méthode  à  suivre  pour  la  résolution  des 
questions  de  maximum  et  de  minimum,  et  appliquer  la 
méthode  à  l'exemple  suivant  :  Dans  un  triangle  rectangle 
dans  lequel  la  somme  des  côtés  de  l'angle  droit  est  con- 
stante, trouver  la  perpendiculaire  maximum  abaissée  sur 
l'hypoténuse. 

CLASSE  DE   SECONDE   ( SCIENCES  )    (4  JUILLET1). 

Mathématiques. 

i".  Volume  de  la  pyramide  tronquée  et  du  tronc  de 
cône. 

2°.  Trouver  le  rayon  de  la  hase  supérieure  d'un  tronc 
de  cône,  sachant  que  le  rayon  de  la  base  inférieure  égale 
le  rayon  d  une  sphère  donnée  et  que  le  volume  du  tronc 

*    "M.  Poudra  a  composé  nu  1  raité  complet  de  perspective  où  se  trouve 
une  nouvelle  théorie  des  iKis-relielV.  I.n  |>ulilieation  de  cel  ouvrage  serait 
rofitable  aux  savants  ri  aux  artistes. 


(    «io   ) 
do  cône  et  celui  de  la  sphère  sont  dans  un  rapport  donné. 

Physique  (  29  juillet  ) . 

i°.  Un  ballon  de  verre  dont  le  volume  extérieur  est  de 
10  mètres  cubes  à  zéro  degré  est  en  équilibre  dans  l'air 
sec  à  cette  température  et  à  la  pression  de  om,y5.  Ceci 
posé ,  on  suppose  que  la  température  s'élève  à  3o  degrés, 
que  l'air  se  sature  d'humidité  à  cette  température,  que 
la  pression  totale  devienne  o™,']^.  On  demande  d'expri- 
mer en  grammes  les  variations  que  ces  changements  des 
conditions  atmosphériques  auront  apportées  à  la  perte  de 
poids  que  le  ballon  éprouve  parle  fait  de  son  immersion 
dans  l'air. 

Le  coefficient  cubique  du  verre  =  -^f, i 

^  30700 

Tension  maximum  de  la  vapeur  à  3o  degrés  =  o,oo35; 

5 
Densité  de  la  vapeur  par  rapport  à  l'air  ==  3- 

20.  Exposer  les  méthodes  à  l'aide  desquelles  on  peut 
déterminer  le  nombre  de  vibrations  qui  répond  à  un  son 
donné. 

CLISSE  DE  RHÉTORIQUE  (  SCIENCES  ). 

Mathématiques . 
i°.  Des  éclipses. 

20.  On  demande  les  deux  intersections  de  deux  para- 
boles dont  on  connaît  les  directrices  et  les  foyers. 

Mécanique. 

Les  lois  du  mouvement  démontrées  d'après  les  ma- 
chines d  Atwooil  et  de  Morin. 

CLASSE  DE  TROISIÈME  (  SCIENCES  ). 

j  Mathématiques. 

i°.  Extraire  la  racine  carrée  de  19  à  moins  de  0,01  1  1 
"exposer  sur  cet  exemple  la  théorie  de  l'opération. 
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2°.  On  inscrit  dans  un  cercle  un  quadrilatère  ABCD 
dont  deux  côtés  contigus  AB,  AC  sont  égaux;  on  tire  les 
deux  diagonales  AD,  BC  qui  se  coupent  en  un  point  T. 
On  demande  de  démontrer  que  chacun  des  côtés  égaux 
AB,  AC  est  moyen  proportionnel  entre  la  diagonale  en- 
tière AD  et  le  serment  AT  de  la  diagonale  AD. 


>-^ 


Mathématiques  spéciales . 

i°.  Démontrer  que  si  quatre  forces  se  font  équilibre, 
on  peut  considérer  leurs  directions  comme  des  généra- 
trices d'un  même  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Note.  Ce  théorème  est  connu  depuis  longtemps.  Il  est  dû 
à  M.  Chasles,  qui,  après  avoir  démontré  celui-ci  :  Quand 
quatre  forces  sejont  équilibre,  le  volume  du  tétraèdre 
construit  sur  deux  quelconques  d'entre  elles  [prises  pour 
arêtes  opposées)  est  égal  au  volume  du  tétraèdre  con- 
struit sur  les  deux  autres,  ajoute  :  «  Quatre  forces  qui  se 
»  font  équilibre  jouissent  de  plusieurs  autres  propriétés, 
»  par  exemple,  de  celle-ci,  facile  à  démontrer  :  Ces  qualre 
»  forces  sont  toujours  les  génératrices  d'un  même  mode 
»  de  génération  d'iui  hyperboloïde  à  une  nappe.  » 
{Mémoire  de  Géométrie  sur  les  systèmes  des  forces  ,  etc. , 
inséré  dans  la  Correspondance  mathématique  et  phy  - 
sique  de  M.  Quételet ,  tome  VI,  page  81-1  20.  année  i83o 
Voir  page  1 10.) 

20.   Développer  log  (1  -I-  x)  eu  série. 

Physique  et  Chimie. 

Théorie  du  pendule:  phosphore:  acide  pnosphoriqne 
acide  phosphoreux  (préparation). 


(     "2    ) 


ECOLE  POLYTECHNIQUE;  CONCOURS  D'ADMISSION  EN  1856 

(voir  t.  XIV,  p.  419). 


COMPOSITIONS  ÉCRITES  (pARIs). 

Mathématiques . 

Discuter  l'équalion 

p-  =  A  -f-  B  sinw  H-  C  sin2&> 

et  faire  la  classification  des  diverses  courbes  qu'elle  re- 
présente quand  on  considère  p  et  w  comme  des  coordon- 
nées polaires. 

Calcul  tri  économétrique. 

Sur  la  surface  d'une  sphère  de  rayon  R  on  trace  un 
petit  cercle  de  rayon  r  ;  on  divise  la  circonférence  de  ce 
petit  cercle  en  trois  parties  proportionnelles  aux  nombres 
1 ,  1 ,  3  et  on  joint  les  points  de  division  A  ,  B ,  C  par  des 
arcs  de  grand  cercle. 

Cela  posé,  011  demande  de  calculer  les  côtés  du  triangle 
sphérique  ABC  en  mètres,  la  surface  en  mètres  carrés  et 
les  angles  en  degrés,  minutes,  secondes. 

On  prendra 

R  =  366i98"\ 

r  =  cos(48°5o'i3"). 

R  est  le  rayon  terrestre  :,  r  le  rayon  du  parallèle  de 
Paris. 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  nu  cylindre  vertical  dont  la  base  sur  le  pla*n 
horizontal  esl  un  cercle. 
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On  coupe  ce  cylindre  par  un  plan  perpendiculaire  au 
plan  vertical  et  incliné  de  45  degrés  sur  le  plan  horizon- 
tal 5  on  prend  1  intersection  pour  base  d'un  nouveau  cy- 
lindre dont  les  génératrices  sont  perpendiculaires  au  plan 
de  cette  base.  Enfin  un  point  de  cette  nouvelle  surface  cy- 
lindrique est  donné  par  sa  projection  horizontale.  On 
demande  de  trouver  la  projection  verticale  et  de  mener 
par  ce  même  point  le  plan  tangent  à  la  deuxième  surface 
cylindrique. 

JS .  B.  Pour  l1  uniformité,  on  prendra  les  données 
comme  il  suit  :  le  centre  de  la  base  du  premier  cylindre 
sera  à  3  centimètres  en  avant  de  la  ligne  de  terre  et 
le  rayon  de  cette  base  sera  de  i  centimètre.  Le  plan  par 
lequel  on  coupe  ce  cylindre  et  qui  est  incliné  de  45  de- 
grés par  rapport  au  plan  horizontal  devra  couper  l'axe 
du  cylindre  à  4  centimètres  au-dessus  du  plan  horizontal, 
et  la  trace  horizontale  de  ce  plan  sera  placée  à  gauche  de 
cet  axe. 

Enfin  la  projection  horizontale  du  point  par  lequel  on 
veut  mener  un  plan  tangent  au  second  cylindre  sera 
placée  à  25  millimètres  en  avant  de  la  ligne  de  terre  et  sa 
distance  au  centre  du  cercle  sera  de  i5  millimètres. 

Composition  française. 

Jeanne  d  Arc  à  Orléans. 


ÉCOLE  DE  SAINT-CYR. 
CONCOURS  D'ADMISSION  EN  1856  (EXAMENS  DE  PARIS) 


(  voir  t.  XIV,  p.  424); 


Composition  écrite. 
Rentrée  des  troupes  Victorieuses  de  Crimée. 

Ann.  de  Malhêmat.,t.  XVI.  (Mars  1857.) 
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Mathématiques. 

Calculer  la  hauteur  SP  d'une  montagne  au-dessus  du 
plan  horizontal  qui  passe  en  A. 

AB  =  2356œ,7o, 

SAB  =63°.  19'.  25", 

SBA  =  48.  35.42, 

SAD  =  43  .  19.50. 

Thème  allemand. 


ÉCOLE  IMPERIALE  NAVALE. 
CONCOURS  D'ADMISSION  EN  1856  (EXAMENS  DE  PARIS) 


Composition  écrite. 

Narration  :  Les  deux  orphelins. 

Calcul  trigonomètrique. 

Résoudre  un  triangle ,  connaissant  : 

Le  côté  a  =  2856m,o3i  , 
Le  côté  b  =  3246u%927  , 
L'angle  c  =48°  45'  2" 4. 
Version  latine. 
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ÉCOLE  IMPERIALE  FORESTIÈRE 
CONCOURS  D'ADMISSION  E\  185G  (EXAMENS  DE  PARIS 


COMPOSITION" S  ÉCRITES. 

Zoologie. 

Description  de  l'appareil  de  la  circulatiou  chez  les 
Mammifères. 

Botanique. 

Structure  générale  du  fruit-,  caractère  des  eariopses, 
samares,  gousses,  capsules. 

Minéralogie. 
Caractères  généraux  du  gypse. 

Arithmétique. 

Calcul  des  nombres  décimaux-,  approximations  à  une 
unité  décimale  donnée-,  erreurs  relatives  correspondan- 
tes des  données  et  des  résultats. 

Algèbre. 

Partager  une  somme  P  en  deux  parties  telles,  que  leur 
produit  Q  soit  un  maximum.  Des  maxima  et  minima  de 
deuxième  degré. 

Applications. 

Description  du  graphomètre  ;  manière  de  mesurer  les 
angles  avec  cet  instrument,  et  des  précautions  qu'il  faut 
prendre  dans  son  maniement. 

Trigomètrie  et  calcul  logarithmique. 
L'angle  A  d'un  triangle  =  4°°  56' -, 
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Les  deux  coté^  comprenant  l'angle  sont  : 

6=7  i5m,77 , 

c  =  8r]Sm,i'z. 

Calculer  les  autres  parties  du  triangle  et  sa  surface. 
Cosmographie . 
Calendrier. 
Version  latine. 


APPLICATIONS  DIVERSES  DES  THÉORIES  DE  LA  GÉOMÉTRIE 
SUPÉRIEURE. 

Construction  des  sections  coniques  déterminées  par  cinq  conditions  -, 
Par   M.   E.   DE  JONQUIÈRES. 


1.   On  donne  cinq  points  a,  b,  e,  d,  e. 

Ire  Solution.  Les  rayons  ac,  ad,  ae  et  leurs  homo- 
logues bc ,  bd,  be  appartiennent  à  deux  faisceaux  homo- 
graphiques.  Donc  si  l'on  mène  arbitrairement  un  rayon 
af\  on  connaîtra  le  rayon  correspondant  />/",  et,  par  suite, 
le  point  /,  intersection  des  deux  rayons;  on  a  donc  un 
sixième  point  de  la  conique,  etc. 

Si  l'on  prend  le  rayon  ab  au  lieu  de  af,  son  homologue 
bt  dans  le  second  faisceau  sera  la  tangente  en  b ,  etc. 

IIe  Solution,  abcd  forme  un  quadrilatère  inscrit  dans 
la  conique  cherchée.  Par  le  point  e,  on  mènera  une 
droite  quelconque  ef  et  l'on  cherchera  le  point  y,  conju- 
gué du  point  e  dans  l'involution  déterminée  sur  cette 
droite  par  les  points  où  elle  rencontre  les  côtés  opposés 
du  quadrilatère.  Ce  point  f  appartiendra  à  la  conique. 

Si  Ton  veut  trouver  la  tangente  ht  en  b  ,  on  regardera 
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acbt  comme  un  quadrilatère  inscrit  dont  deux  sommets 
sont  infiniment  voisins  en  b  et  la  droite  ed  comme  une 
transversale  de  ce  quadrilatère.  Cette  transversale  coupe 
les  côtés  opposés  ba ,  bc  en  a ,  y ,  la  courbe  en  e  et  d  et  les 
cotés  opposés  ac  ,  bt  en  ô  et  x.  Ces  six  poinls  formant  une 
involution,  on  déterminera  le  point  .r,  et,  par  suite,  la 
tangente  bt. 

lit  Solution.  Par  le  point  e,  on  mène  une  droite  quel- 
conque efet  l'on  forme  ainsi  un  hexagone  inscrit  abc  clef 
dont  le  sixième  sonimet^f  est  inconnu.  Soit  a  le  point  de 
rencontre  de  ab  et  de  de,  S  celui  de  bc  et  de  ef\  le  côté 
cd  coupe  a{ti  au  point  où  aboutit  sur  cette  droite  le  côté 
inconnu  af  ce  qui  fixe  le  point  y  (théorème  de  Pascal). 

Si  l'on  veut  trouver  la  tangente  en  b,  on  regarde  celte 
tangente  comme  le  sixième  côté  d'un  hexagone  dont  deux 
sommets  se  confondent  en  b.  La  tangente  bt  coupe  le  côté 
ed  en  un  point  y  qui  est  en  ligne  droite  avec  les  points  de 
concours  a,  [5  des  côtés  ba  et  cd  avec  les  côtés  opposés 
aeelbe,  elle  est  ainsi  déterminée. 

On  peut  encore  résoudre  le  problème  en  se  servant  du 
théorème  de  Carnot,  etc. 

Î2.    On  donne  cinq  tangentes  A,  B,  C,  D,  E. 

Ire  Solution.  Les  tangentes  C,  D,  E  déterminent  sur 
A  et  B  deux  divisions  homogr.iphiqu.es.  On  obtient  donc 
une  sixième  tangente  quelconque  passant  par  un  point 
pris  sur  A,  enjoignant  ce  point  au  point  homologue  de 
la  division  marquée  sur  iî. 

Si  l'on  prend  pour  ce  point  le  point  de  concours 
(A  ,  B)  des  deux  tangentes  A  ,  B  ,  on  obtient  immédiate- 
ment le  point  de  contact  de  la  courbe  avec  A  ou  B,  sui- 
vant qu'on  regarde  ce  point  comme  appartenant  à  B  ou 
à  A.  On  peut  ainsi  ramener  la  question  a  celle  des  cinq 
poinls. 

//"  Solution.   Quatre  des  tangentes  données   forment 
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an  quadrilatère  circonscrit.  Qu'on  prenne  sur  la  cin- 
quième un  point  quelconque  a  et  qu'on  le  joigne  aux 
quatre  sommets  du  quadrilatère;  le  sixième  rayon,  con- 
jugué à  la  cinquième  tangente  dans  l'involution  que  ces 
quatre  droites  déterminent,  est  une  tangente  issue  du 
point  a. 

Supposons  qu'on  veuille  trouver  le  point  de  contact  t 
de  la  tangente  13.  On  considère  le  quadrilatère  formé  par 
les  tangentes  A,  C,  B  dont  deux  côtés  se  confondent  en 
un  seul  suivant  B,  et  dont  (A  ,  C) ,  (A,  B) ,  (B  ,  C)  et  t 
sont  les  quatre  sommets.  Le  sommet  t  est  inconnu  ,  mais 
les  six  rayons  qui  aboutissent  au  point  de  concours  I  de 
D  et  E,"  savoir  D,  E,I(A,  B),  I  (B,  C),  I(A,C),  \t 
sont  en  involution,  et  cinq  sont  connus.  Il  sera  donc  fa- 
cile de  déterminer  le  sixième,  et,  par  suite,  le  point 
cherché  t. 

IIIr  Solution.  On  détermine  aussi  une  sixième  tan- 
gente quelconque  au  moyen  du  théorème  de  M.  Brian- 
chon . 

Si  l'on  veut,  au  moyen  du  même  théorème,  trouver  le 
point  de  contact  /  de  la  tangente  B  et  que  abede  soit  le 
pentagone  formé  par  les  cinq  tangentes  données,  on  join- 
dra ad  et  be  qui  se  coupent  en  O  ;  la  droite  cO  ira  couper 
ae ,  c'est-à-dire  B,  au  point  cherché  t. 

Nota.  Dans  le  cas  de  la  parabole,  la  cinquième  tan- 
gente est  donnée  implicitement-,  c'est  la  droite  à  Fin  Uni. 
Les  quatre  qui  sont  données  forment  un  quadrilatère.  Par 
les  sommets  de  ce  quadrilatère,  on  mènera  quatre  pa- 
rallèles dans  une  direction  arbitraire;  on  les  coupera  par 
une  transversale  quelconque  sur  laquelle  on  cherchera 
le  point  central  de  l'involution  qu'elles  y  déterminent, 
et  la  parallèle  aux  autres  droites,  menée  par  ce  peint. 
era  mu   une  cinquième  tangente. 
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Cette  construction  dérive,  sans  difficulté,  de  la 
deuxième  solution. 

3.    On  donne  quatre  points  et  une  tangente. 

Il  suffit  de  trouver  un  cinquième  point,  et  la  question 
sera  ramenée  à  la  première. 

I"  Solution.  Soient  abcd  le  quadrilatère  donné  et  e  le 
point  de  contact  inconnu  de  la  tangente.  Soient  a  ,  a'  et 
/3,6'les  points  où  cette  tangente  rencontre  respective- 
ment les  côtés  opposés  du  quadrilatère.  Ces  points  déter- 
minent une  involution  dont  e  est  un  point  double.  Il  sera 
donc  facile  à  trouver.  Mais  on  voit  que  la  question  a  deux 
solutions. 

Nota.  Dans  le  cas  de  la  parabole,  la  tangente  est  à 
rinfini.  Soit  S  le  point  de  concours  des  côtés  opposés  ad, 
bc  du  quadrilatère  donné.  Qu'on  mène  Se'  et  S  d'  paral- 
lèles respectivement  aux  deux  autres  côtés  opposés.  On  a 
quatre  rayons  Se',  Sd',  Se,  Sd  issus  du  point  S,  qui, 
conjugués  deux  à  deux,  déterminent  une  involution. Cha- 
cun des  deux  rayons  doubles  de  cette  involution  est  pa- 
rallèle à  l'axe  d'une  parabole  qui  satisfait  à  la  question. 

Soit  cX  une  parallèle  à  l'un  de  ces  deux  rayons  dou- 
bles menée  par  le  point  c  pour  lequel  on  veut,  par  exem- 
ple, trouver  la  tangente  et  à  la  parabole  dont  cX  est  un 
diamètre.  Les  deux  faisceaux  Xa,  X6,  Xc,  Xi  (celui- 
ci  formé  de  rayons  parallèles)  et  ca  ,  cb ,  cd ,  et  sont  ho- 
mographiques.  Si  l'on  prend  les  points  de  concours  in- 
verses a',  b'  des  rayons  homologues,  la  droite  a1  b'  sera 
parallèle  à  la  tangente  en  c ,  parce  que  les  deux  points  a' 
et  b'  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  où  la  tangente  et 
rencontre  la  tangente  en  X,  c'est-à-dire  la  droite  située  à 
l'infini. 

IIe  Solution.  Soit  et  la  tangente  donnée  dont  le  point  de 
contacte  est  inconnu.  On  peut  regarder  la  figure  comme 
lin  hexagone  dont  les  côtés  opposés  sont  ab ,  ed\  be.  de: 


et,  ac.  Le  point  t ,  où  la  tangente  donnée  rem  ontre  le 
côté  ac  ,  est  connu.  Soient  a  et  (3  les  points  de  concours  de 
ab  avec  r/e  et  de  cd  avec  &e  respectivement.  Les  points  a, 
|S,  £  sont  en  ligne  droite,  par  la  propriété  de  l'hexagone 
inscrit.  Il  s'agit  donc  de  mener,  par  les  deux  points  lixcs 
b  et  d,  deux  rayons  bfo,dc/.  qui  se  coupent  en  e  sur  la 
tangente  donnée  et  tels,  que  les  points  a,  (3  et  t  soient 
en  ligne  droite.  Ces  rayons  sont  évidemment  deux  rayons 
homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  qui  mar- 
quent sur  les  côtés  ab  ,  cd,  respectivement  deux  séries 
de  points  pareillement  homographiques.  Si  l'on  joint  le 
point  t  à  ces  points ,  on  formera  autour  du  sommet  t  deux 
faisceaux  homographiques  dont  les  rayons  doubles  four- 
niront l'un  et  l'autre  une  solution  de  la  question  pro- 
posée. 

Nota.  Dans  le  cas  de  la  parabole,  la  tangente  et  est  à 
1  infini,  la  construction  reste  d'ailleurs  la  même,  et  cha- 
que rayon  double  est  un  diamètre  d'une  parabole  qui  sa- 
tisfait ta  la  question . 

4.  On  donne  quatre  tangentes  et  un  point. 

Ire  Solution.  On  détermine  une  cinquième  tangente  eu 
cherchant  les  rayons  doubles  de  rinvolulion  qui  est  dé- 
terminée par  les  quatre  rayons,  conjugués  deux  à  deux  , 
qu'on  obtient  en  joignant  le  point  donné  aux  sommets  du 
quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes  données.  Cha- 
cun des  deux  rayons  doubles  est  une  tangente  à  la  coni- 
que; on  a  donc  deux  solutions  distinctes. 

Nota.  Pour  la  parabole,  on  donne  un  point  et  trois 
tangentes,  la  quatrième  est  à  l'infini.  La  solution  est  la 
même.  Deux  des  rayons  de  linvolution  sont  parallèles 
respectivement  à  deux  des  tangentes  données. 

77"  Solution.  La  figure  représente  un  hexagone  cir- 
eouficrit abedef.  Les  côtés  ab.  bc ,  cj\  «/"son!  donnés  *]c 
direction,  ainsi  que  le  point  il.  11  s'agit  de  mener  par  le 
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point  d  une  droite  cde  qui  rencontre  les  côtés  indéfinis 
bc  etfe  en  c  et  e  respectivement  et  telle,  que  les  droites 
be  et  cf  se  croisent  en  un  point  de  la  droite  ad. 

Or  il  est  évident  que  si  Ton  fait  pivoter  la  droite  ce  au- 
tour du  pointr/,  les  points  variables  c  et  e  marqueront  sur 
bc  et  fa  respectivement  deux  divisions  homographiques. 
Les  faisceaux  formés  par  les  rayons  variables  be,fc  sont 
pareillement  homographiques,  et  il  en  sera  de  même  des 
deux  divisions  de  points  que  ces  rayons  marquent  sur 
la  droite  ad.  Si  Ion  détermine  les  points  doubles  de  ces 
deux  divisions,  chacun  d'eux  étant  joint  aux  points  b 
etf,  fournira  une  solution  de  la  question. 

Xota.  Dans  le  cas  de  la  parabole  où  la  tangente  ^è,  par 
exemple,  est  tout  entière  à  l'infini ,  voici  à  quoi  se  réduit 
la  construction  générale.  On  mène  par  le  point  donné  d 
une  droite  quelconque  qui  coupe  le  côté  indéfini  bc  au 
point  y.  Par  ce  point,  on  mène  parallèlement  à  af  une 
droite  qui  coupe  ad  en  a',  et  par  le  point  b  ,  parallèle- 
ment à  dy,  une  droite  qui  coupe  ad  en  a.  Les  points  a  ,  a' 
appartiennent  respectivement  à  deux  divisions  homogra- 
phiques dont  on  cherche  les  points  doubles  e  ,  <pj  La  droite 
de ,  parallèle  à  bs,  est  tangente  à  l'une  des  deux  paraboles 
qui  satisfont  aux  conditions  proposées.  La  droite  de',  pa- 
rallèle à  /><p,  est  tangente  à  la  seconde. 

5.    On  donne  trois  points  et  deux  tangentes. 

Soient  a  ,  b  ,  c  les  trois  points  donnés  ,  T,  T'  les  deux 
tangentes  qui  se  coupent  au  point  O  et  qui  touchent  res- 
pectivement la  courbe  aux  deux  points  d,  e  qu'il  s'agit 
de  déterminer. 

On  peut  regarder  la  corde  de  contactée  comme  représen- 
tant un  quadrilatère  inscrit  dont  deux  sommets  sont  infi- 
niment voisins  l'un  de  l'autre  en  d,  tandis  que  les  deux 
autres  le  sont  pareillement  en  e.  La  corde  bc  étant  consi- 
dérée comme  une  transversale  du  quadrilatère  el  de  la 
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courbe,  fournit  une  relation  d'involution ,  en  vertu  du 
théorème  de  Desargues,  entre  les  six  points  où  elle  coupe 
les  côtés  opposés  du  quadrilatère  et  la  courbe.  Ces  points 
se  réduisent  ici  à  cinq,  savoir:  £,  t'  sur  les  tangentes 
dO,  eO  respectivement 5  e  sur  les  deux  autres  côtés  op- 
posés qui  se  confondent  en  un  seul  de;  et  enfin  b,  c  sur 
la  courbe.  Le  point  s  est  donc  un  point  double  de  l'invo- 
lution  déterminée  par  les  segments  bc  ,  tt' . 

Si  1  on  prend  ab  comme  transversale  au  lieu  de  bc  ,  on 
trouvera  de  même  un  point  <p  appartenant  à  la  corde  de 
contact  de,  qui  se  trouve  ainsi  déterminée  par  les  deux 
points  ô  et  ç.  Mais  comme  chacune  des  deux  relations 
d'involution  fournit  deux  points  doubles  e,  e'  et  <p,  ©', 
on  obtiendra  quatre  positions  distinctes  de  la  corde  de, 
savoir  ecp,  etp',  e'cp,  e'<p',  c'est-à-dire  quatre  solutions 
différentes  du  problème  proposé. 

Nota.  Dans  le  cas  de  la  parabole  où  l'on  ne  donne 
qu'une  tangente  et  trois  points,  on  obtient  de  même  qua- 
tre solutions.  La  tangente  T'  est  à  l'infini  ainsi  que  le 
point  t1 ';  donc  le  point  t  qui  lui  est  conjugué  dans  l'invo- 
lution  est  le  point  central  de  cette  involution  dont  on 
connaît  en  outre  le  segment  bc  et  dont  il  s'agit  de  trouver 
les  points  doubles.  Chacune  des  quatre  cordes  de  contact 
ecp  est  un  diamètre  dune  parabole  satisfaisant  aux  condi- 
tions proposées. 

0.    On  donne  trois  tangentes  et  deux  points. 

Nous  allons  déterminer  deux  nouvelles  tangentes  à  la 
courbe  aux  points  donnés  a,  b.  Soient  AB ,  BC ,  CD 
celles  qui  sont  données.  Désignons  par  O  le  point  de  con- 
cours inconnu  des  deux  tangentes  cherchées;  si  l'on  re- 
garde l'angle  bO  a  comme  un  quadrilatère  circonscrit 
OaO/;dont  les  côtés  adjacents  se  sont  confondus  deux  à 
deux  en  un  seul  Oa  ou  Qb,  on  verra  tout  de  suite  que 
li  droite  BOesl  un  rayon  double  dans  I  involution  formée 


(   P*3  ) 
par  les  deux  couples  de  rayons  conjugués  Ba,  B/>  et  BA, 
BC. 

Pareillement,  CO  est  un  rayon  double  de  l'involution 
C«,  C&,  CB,  CD.  Donc  le  point  O,  intersection  des 
rayons  BO  et  CO  est  déterminé.  Mais  comme  chacune  des 
deux  involutions  comporte  deux  tels  rayons,  on  obtient 
quatre  positions  distinctes  du  point  O,  et,  par  consé- 
quent, le  problème  admet,  comme  le  précédent,  quatre 
solutions. 

Nota.  S'il  s'agit  d'une  parabole,  l'une  des  trois  tan- 
gentes données  est  à  l'infini.  BC  par  exemple.  La  con- 
struction reste  la  même  en  principe;  mais  ici  les  deux 
faisceaux  de  rayon  en  involution  se  composent  de  droites 
parallèles,  puisque  leurs  sommets  respectifs  B  et  C  sont  à 
l 'infini.  Coupons-les  par  une  transversale  quelconque. On 
aura  sur  cette  droite,  relativement  au  premier  faisceau, 
deux  points  a,  [3  intersections  des  rayons  conjugués  «B, 
6B;  un  point  œ,  intersection  du  rayon  AB  dont  le  con- 
jugué CB  est  à  l'infini ,  ce  qui  est  cause  que  m  est  le  point 
central  de  l'involution;  enfiii  un  point  double  x,  in ler- 
sectiôn  du  rayon  BX  et  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Relati- 
vement au  second  faisceau  ,  on  aura  de  même  deux  poinls 
conjugués  d'une  involution  a',  £'•,  un  point  central  &>',  et 
l'on  déterminera  un  point  double  y,  les  droites  xO,  yO^ 
parallèles  respectivement  aux  tangentes  données  AB,  DC, 
se  couperont  au  sommet  O  de  l'angle  circonscrit  à  l'arc 
ab  de  la  parabole,  et  Ton  aura  encore  quatre  solutions, 
parce  que  Ton  obtiendra  deux  positions  du  point  x  et 
Jeux  positions  du  pointj'. 

7.   Quelques-unes  des  données  peuvent  èlre  imaginai- 
res. Sans  entrer  dans  le  détail  des  différents  ras  qui  peu- 
vent se  présenter,  supposons  qu'on  ait  à  faire  passer  une 
conique  par  quatre  points  imaginaires  et  u:i  point  réel  a. 
\  e   système  des  quatre    points   imaginaires  peut    être 
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donné  au  moyen  de  deux  coniques  (tracées  ou  seulement 
déterminées  par  cinq  conditions)  qui  ne  se  coupent  en 
aucuns  points  réels. 

Dans  ce  cas  ,  menons  par  le  point  donné  a  une  trans- 
versale qui  rencontre  les  deux  coniques  données  en  h  ,  /*', 
i,  i'  respectivement  et  la  conique  qu'on  veut  construire 
en  a' .  Les  six  points  a,  a',  h  ,  /*',  i,  i'  sont  en  involution  ; 
donc  on  déterminera  facilement  le  point  a\  et,  par  suite, 
autant  de  points  qu'on  voudra  de  la  conique  cherchée. 

L'une  des  coniques  données  peut  être  remplacée  par 
le  système  de  deux  droites  qui  seront,  par  conséquent, 
les  axes  de  symptose  de  la  première  et  de  celle  qu'on  a  à 
construire.  La  construction  demeure  identiquement  la 
même. 

Enfin ,  on  peut  ne  donner  que  deux  droites  L  ,  L'  sur 
lesquelles  doivent  se  trouver  deux  par  deux  les  points 
imaginaires  e,  cp,  y,  0.  Mais  alors  il  faut  connaître  en 
outre  leurs  points  milieux  w ,  ty  et  les  rectangles  de  leurs 
distances  à  deux  points  fixes  pris  sur  L  et  sur  L',  ou  ,  ce 
qui  en  est  une  conséquence,  au  point  de  rencontre  m  de 
ces  deux  droites.  Ainsi  l'on  conuaît  me.my  et  my.mB. 

Par  le  point  a ,  menons ,  parallèlement  à  L,  une  droite 
aa'  n  qui  coupe  la  conique  cherchée  en  a  et  L"  en  n.  On 
aura  ,  en  vertu  du  théorème  de  Newton  (Géométrie  supé- 
rieure, n°  48o), 
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équation  qui  fera  connaître  le  point  a'.  Par  ce  point ,  on 
mènera  une  parallèle  à  h'  et  l'on  déterminera  un  autre 
point  Z>,  et  ainsi  de  suite  de  proche  en  proche. 

Remarque.  Deux  des  points  imaginaires  peuvent  être 
donnés  à  l'infini ,  soit  sur  une  conique ,  soit  sur  un  cercle. 
Dans  le  premier  cas  ,  la  conique  cherchée  est  homothe- 
tique  ;'i  celle  qui  est  donnée,  ei  dans  le  second  elle  est  un 
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cercle  ayant  pour  axe  radical   avec  le   cercle  donné   la 
droite  sur   laquelle   sont  donnés  les  deux  autres  points 
imaginaires. 
Etc. 


CONSTRUCTION  D'UXE  MOYENNE  PROPORTIONNELLE 
GÉOMÉTRIQUE; 

Par   M.   Edm.-Aug.   GOUZY  (de  Lausanne). 


Soient  a  et  h  les  deux  droites  données.  Sur  une  droite 
indéfinie  XY  portez  à  partir  d  un  point  A  une  longueur 
AB  =  b  (la  plus  petite  des  droites  données)  \  sur  la  même 
droite  ,  prenez  une  longueur  ABC  égale  à  a  et  la  longueur 
BAD  aussi  égale  à  a  ;  enfin  des  points  C  et  D,  comme  cen- 
tres ,  décrivez  avec  la  même  ouverture  de  compas  des  arcs 
de  cercles  se  coupant  en  O  ;  la  droite  OA  =  OB  sera  la 
moyenne  proportionnelle  cherchée. 


QUESTIONS. 

363.  Mener  par  un  point  P  donné  dans  l'intérieur  de 
l'angle  Aune  droite  BPC  qui  forme  avec  les  côtés  de  l'angle 
un  triangle  ABC  dont  le  périmètre  soit  un  minimum. 

364.  Trouver  sur  le  plan  du  triangle  ABC  un  point  o 

dont  la  position  soit  telle,  que  les  circonférences  passant 
par  le  point  o  et  deux  des  sommets  du  triangle  soient 
entre  elles  comme  trois  droites  a,  b ,  c  données. 

365.  m  étant  un  nomhre  entier  positif,  la  valeur  en- 
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tièreel  inférieure  la  plus  approchée  de  (i  -h  y/3)2'"+1  est 
divisible  par  2'"+'.  Soit  par  exemple  m  =  ï, 

(i  -+-  v/3 )J  =  i  o  +  6  y/3  =  20 ,  3g .  .  .  ; 

20  est  divisible  par  21+1  =  4  5  soit  '»  =  2  , 

(1  +  y/3)D  ==76-4-44  V^  =  i52,ao.  .  .; 

i52  est  divisible  par  22+1  =  8.  (J.-J.  Sylvester.) 

3C6.  Sur  une  droite  AB  de  longueur  donnée,  on  dé- 
crit un  segment  capable  d'un  angle  donné.  L'extrémité 
A  se  meut  sur  une  droite  fixe  M  et  l'extrémité  B  sur  une 
droite  fixe  N  situées  l'une  et  l'autre  dans  le  plan  du  seg- 
ment. On  demande  de  trouver  :  i°  le  lieu  d'un  point  quel- 
conque du  plan  du  segment,  point  fixe  relativement  au 
segment;  20  le  lieu  d'un  point  de  la  circonférence  du  seg- 
ment; 3°  l'enveloppe  du  cercle;  4°  les  mêmes  lieux  et  la 
même  enveloppe  lorsque  Y  angle  donné  est  égal  à  l'angle 
des  deux  droites  M  et  N.  (De  la  Gournerie.  ) 

36T.  Les  côtés  d'un  angle  droit  inscrit  dans  une  cir- 
conférence de  cercle  interceptent  une  demi- circonférence 
et  sous-tendent  deux  arcs  supplémentaires  ;  on  mène  à 
chacun  de  ces  trois  arcs  une  tangente  telle,  que  le  point  de 
contact  soit  au  milieu  de  la  portion  de  tangente  inter- 
ceptée entre  les  côtés  de  l'angle  suffisamment  prolongés. 
Démontrer  que  les  trois  points  de  contact  sont  les  som- 
mets d'un  triangle  équilatéral. 

(Sir  Freoerick  Pollock  ,  F.   R.   S.,  lord  chief 
baron  of  the  Court  of  Exchequer.) 

368.  p,  q,  r  sont  trois  fonctions  entières  linéaires  en 
œ  et  y  ;  p  =  o,  q  =  o,  r  =  o  sont  les  équations  respectives 
des  côtés  AB  ,  BC  ,  CA  d'un  triangle  ABC  ;  p  —  q  =  o, 
q  —  /'=  o,  /•  —  p  =  o  sont  donc  les  équations  de  trois 
droites  passant  respectivement  par  les  sommets  B,  C,  A  . 
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et  se  rencontrant  au  même  point  I):  soient  a.  (3,  y  les 
points  où  AD  rencontre  BC  ,  où  BD  rencontre  CA  ,  où 
CD  rencontre  AB.  Trouver  en  fonction  de  p  ,  q,  r  l'équa- 
tion de  la  conique  qui  touche  les  côtés  du  triangle  en  a, 
j3,v.  (Arthur  Cayley.) 

369.  Mêmes  données  que  dans  la  question  précédente. 
Il  s'agit  de  mener  deux  droites  R,  S  rencontrant  AB  aux 
points  i\  ,  st ,  BC  aux  points  r2 ,  s2 ,  C  A  aux  points  r3 ,  ss , 
de  telle  sorte  que  les  trois  systèmes  de  cinq  points  ?\  ,  sl . 
A  ,  y,  B  5  r8,  s*  ?  B,  a  ,  C;  r3 ,53 ,  C,  |3  ,  A  soient  en  invo- 
lution,  a  ,  |3 .  y  étant  des  points  doubles.  Trouver  en  fonc- 
tion de  /?,  <7,  /'  les  équations  des  droites  R  ,  S. 

(Arthur  Cayley.) 

370.  Soit  le  déterminant  à  n2  termes 

aU  5  #12  J  #13  5  •  •  •  ?  "lll  5 
rt^i  ,  #22  >  #J3  ?  .  .  ,  #2(15 
"il  >      #32  5      "33  ?   •    •    '    1      #3n  » 


#nn  ; 


apq  et  a,,p  sont  deux  nombres  imaginaires  conjugués,  de 
sorte  que  app  est  un  nombre  réel.  Démontrer  que  le  déter- 
minant est  réel. 

371.  Déterminer  dans  le  plan  d'un  triangle  un  point 
tel ,  qu'en  multipliant  chaque  distance  de  ce  point  à  un 
sommet  par  le  sinus  de  l'angle  formé  par  les  deux  dis- 
tances aux  deux  autres  sommets,  la  somme  de  trois  pro- 
duits soit  un  maximum.  Démontrer  que  le  cen  tre  du  cercle 
inscrit  remplit  cette  condition. 


128 


CORRECTION  DAXS  LES  TARIES  DE  CALLET  DE  1840 
DE  VEGA  DE  1794  ET  DE  1RS»  DE  1827. 


log  sin  i  .47-54 
log  sin  4  •  38 .  i 
log  col  i3.  3o  .5o 
log  cot  42  •  25 .    o 


log  cot  90  5'  5o" 


log  96°  3'  48" 


Au  lieu  de  : 

8,496  9763 
8,907  3a45 
9,619  1827 
0,039  2258 

Au  lieu  de  : 
IO,7955427f  08 

Au  lieu  de: 
983943 


CALLET,    1840  (*). 
Lisez  : 
8,496  6763 

8,907  3235 
0,619  1827 
o,o3g  2t58 

VEGA,  1794. 

Lisez  : 

10,79554^6908 

DRSINUS  ,    1827. 

Lisez  : 
983843 

Ces  corrections  sont  indiquées  par  M.  Luther  (slstr. 
Ndchr.  t.  XLIV,  p.  23p ,  i856,  n°  1047). 

Ces  Tables  d'Ursinus  sont  les  suivantes  : 

Ursinus  G. -F.  Logarithmi  sex  decimalium ,  scilicet 
numerorum  ah  1  ad  100000,  et  sin'uum  et  tangentium 
ad  io",  quibus  additi  surit  varii  logarithmi  et  numcrï 
sœpius  in  mathesi  adhïbiti.  Grand  iii-8,  Copenhague , 
1828. 

Les  logarithmes  sans  colonnes  de  différences;  mais  au 
dessus  de  chaque  colonne,  il  y  a  des  nombres  auxiliaires 
qui  servent  à  trouver  les  sinus  et  tangentes  des  angles 
moindres  que  200  /\6 '  4°"-  H  y  a  une  édition  danoise  de 
i847. 

(*)  Ces  fautes  n'existent  pas  dans  l'édition  de  179J.  Comment  se  sont- 
elles  produites  dans  l'édition  de  18  jo  ,  les  deux  éditions  étant  stéréo- 
types? 
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SOCIETE  DE  SECOLRS  DES  AMIS  DES  SCIENCES. 


L'esprit  d'abstraction  qui  crée  la  théorie  crée  rarement 
la  fortune-,  aussi  rencontre-t-on  malheureusement  trop 
souvent,  luttant  contre  la  misère,  des  hommes,  des  fa- 
milles dont  les  noms  rappellent  d  honorables  souvenirs  et 
se  rattachent  à  des  spéculations  scientifiques  généralement 
admises,  à  des  inventions  devenues  usuelles,  à  des  obser- 
vations fondamentales.  Lue  Société  s'est  établie  pour  faire 
disparaître,  autant  que  possible,  cette  déplorable  anomalie 
sociale,  et  pour  limiter  au  moins  de  douloureux  besoins. 
L'institution  est  l'œuvre  du  vénérable  baron  Thenard , 
qui  veut  couronner  une  carrière  depuis  si  longtemps  il- 
lustre, en  acquérant  un  nouveau  titre  au  respect  de  la  pos- 
térité. Faisant  des  vœux  pour  la  réussite,  nous  associant 
au  succès  de  la  noble  entrepris  .  proclamant  ses  statuts, 
nous  restons  fidèles  au  but  de  notre  recueil  uniquement 
établi  dans  l'intérêt  de  la  science,  intérêt  qui  exige  im- 
périeusement que  l'on  vienne  en  aide  à  ceux  qui  la  culti- 
vent ou  qui  l'ont  cultivée  avec  désintéressement. 

Dans  une  séance  d'inauguration  tenue  le  5  mars  der- 
nier, piésidée  par  l'illustre  fondateur,  on  a  arrêté  les  sta- 
tuts préliminaires  en  dix  articles,  dont  voici  les  princi- 
paux, suffisants  pour  donner  idée  de  l'ensemble. 

Article  I".  Pour  faire  partie  de  la  Société,  il  faut 
être  présenté  par  l'un  de  ses  membres. 

article    III.    La    souscription    annuelle   est    fie    dix 

FRANCS. 

Indépendamment  des  souscriptions  annuelles,  la  So- 

Ann.    de  Maihêmat..  t.  \  V I    (Avril  ifi  g 
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eiété  reçoit  avec   reconnaissance  les   dons  qui  lui   sont 
•faits  (*). 

Les  fonds,  produit  des  souscriptions  et  des  dons,  sont 
placés  en  rentes  sur  l'Etat,  ou  en  actions  de  la  Banque 
de  France,  ou  en  immeubles,  par  les  soins  du  Conseil. 

Article  V.  Les  conditions  nécessaires  pour  avoir  droit 
à  des  secours  sont  : 

i°.   D'être  Français  ou  étranger  naturalisé  5 

20.  D'être  auteur,  soit  d'un  Mémoire  ou  travail  jugé 
par  l'Académie  des  Sciences  digne  d'être  imprimé  parmi 
ceux  des  Savants  étrangers,  soit,  au  moins,  d'un  Mé- 
moire ou  d'un  travail  approuvé  par  elle; 

3°.   D'avoir  des  besoins  réels. 

Celui  qui,  à  l'avenir,  remplira  ces  trois  conditions 
aura  droit  à  un  secours  annuel. 

Ce  même  droit  appartiendra  à  ses  père  et  mère,  à  sa 
veuve  et  à  ses  enfants,  pourvu  qu'à  l'époque  de  sa  mort 
ils  aient  des  besoins  réels. 

Article  VII.  Le  Conseil,  sur  le  Rapport  d'une  Com- 
mission de  cinq  de  ses  membres,  décide,  dans  le  courant 
de  chaque  année,  s'il  y  a  lieu  d'accorder  des  secours, 
quelles  sont  les  personnes  qui  y  ont  droit  d'après  l'ar- 
ticle V,  et  quelle  somme  doit  leur  être  accordée. 

La  Société  est  administrée  par  un  Conseil  de  trente-six 
membres  pris  dans  de  hautes  notabilités  scientifiques  et 
industrielles. 

Dans  la  première  séance  ont  été  nommés  ,  pour  former 
le  Bureau  : 

Président M.  le  baron  Thenard. 

*r.  (  MM.  Dumas      )   ,    „_      . 

I  ice-Presidents .  .  {  .  >  de  1  Institut. 

(  tiourens  ) 

Secrétaire M.  de  Senannont,  de  l'Institut. 

la)  Le  fondateur  offre  un  don  de  vingt  mille  francs. 


Vice-Secrétaires . 


(  "3i  ) 

MM.  Barreswil,  de   la  Société  d'Encoura- 
gement. 
F.   Boudet,  de  l'Académie  de  Méde- 
cine. 


!MM.  F.  Delessert,  \ 
Bon  Seguier,   (  de  l'Institut. 
Mal  Vaillant,    ) 

Trésorier M.  Paul  Seguin,  ingénieur  civil,  banquier. 

Et  vingt-six  Conseillers  d  'administration. 

Le   nombre  des  souscripteurs  au  5  mars  dépassait  45o. 


NOTE  SIR  UNE  FORMULE  RELATIVE  AUX  VOLUMES; 

Par   M.   Ch.   LOMBARD, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique, 
Licencié  es  Sciences  physiques  et  mathématiques. 


Considérons  un  solide  compris  entre  deux  plans  paral- 
lèles au  plan  des  yz  ;  appelons  H  la  distance  de  ces  deux 
plans 5  B ,  B'  et  Z>,  respectivement,  les  surfaces  des  sec- 
tions extrêmes  et  celle  de  la  section  parallèle  et  équidis- 
tante.  Le  volume  de  ce  solide  aura  pour  expression 

V=|(B  +  B'+4&), 

pourvu  que  la  surface  S  d'une  section  quelconque  paral- 
lèle au  plan  des  j  z  soit  une  fonction  rationnelle  de  l'ab- 
scisse de  cette  section  ,  fonction  de  la  forme 

S  =  a  -+-  bx  -4-  ex1  -+-  ex7,  (*). 
(*    V oir  Nouvelles  Annales ,  t.  \  1 1 .  |>    »'|i 


i3a  ) 
(Le  théorème  ne  sciait  plus  vrai ,  si  la  fonction  était  d'un 
degré  supérieur  au  troisième.  ) 

Nous  pouvons,  sans  changer  cette  condition  ,  supposer 
l'origine  au  milieu  de  la  distance  H  ,  puisque  les  formules 
de  transformation  des  coordonnées  étant  entières  ,  ration- 
nelles et  du  premier  degré  ,  S  ne  cessera  pas  d'être  ration- 
nelle et  son  degré  ne  sera  pas  élevé.  En  posant  H  =  2// , 
on  aura  pour  l'expression  du  volume 

V=  I  [a  -f-  ba  -f-  c.r2  +  ex')  dx  =  ix  h -\ — •  ■ 

J-h  à 

D'un  autre  côté,  on  obtiendra  les  sections  B,  B'et  b  en 
faisant  dans  l'expression  de  S  successivement 

x  =  —  // ,     x  =  4-  h  y     x  z=  o . 

On  a  ainsi 

B  =  a  —  bh  -f-  ch2  —  eh  , 
B'=  a  -h  bh  -f-  ch'  -+-  eh\ 
b  =  a  . 

En  éliminant  a,  b,  c ,  e  entre  ces  trois  équations  et  1  e\ 
pression  de  Y,  on  obtient  la  formule  énoncée  plus  haut. 

Celle  élimination  se  fait  facilement  en  ajoutant  quatre 
fois  la  dernière  équation  aux  deux  précédentes  ;  on  a  ainsi 


B  +  B'  -f-  4  b  = .ba  4-  ich1  =  (1  ah 


ich3\  3_  3V 

T  )  h  ~  T" 


d  où  on  lire 


V=  4(B  +  B'  +ib): 

/H  .     . 

et  comme  h  =  — ,  on  a  ,  en  substituant , 

V±=!(B  +  B'  +  0  ■ 


C<  in-  formule,  due  à  M.  Sarrus,  s'applique  aux  pris- 


I   '33  ) 
mes  et  cylindres,  aux  cônes,  pyramides  et  aux  troncs  de 
cônes  et  de  pyramides  ,  à  la  sphère,  aux  ellipsoïdes,  ainsi 
qu'aux  segments  de  sphères  ou  d'ellipsoïdes ,  etc. 

Si  Ton  suppose,  en  effet,  les  bases  du  cylindre  ou 
prisme  parallèles  au  plan  des  yz ,  la  section  S  sera , 
dans  ce  cas ,  une  constante  ,  et  la  condition  analytique  né- 
cessaire et  suffisante  pour  l'application  de  la  formule  se 
trouve  remplie  :  il  est  clair,  en  effet,  que  pour  les  pris- 
mes et  cylindres,  les  trois  sections  B,  B'  et  b  sont  égales 

TT 

et  l'expression  de  Y  devient  yr  X  6B  ou  H  x  B. 

Il  en  est  de  même  pour  les  cônes  et  les  pyramides.  Si 
l'on  suppose  l'origine  au  sommet  et  le  plan  de  la  base 

parallèle  au  plan  des  yz  .  l'expression  de  S  sera  — — »   qui 

est  encore  une  fonction  rationnelle.  La  formule  est  donc 
applicable  aux  cônes,  aux  pyramides  et  à  leurs  troncs. 

On  le  vérifie  aisément  en  remarquant  que  dans  le  pre- 
mier cas  B'  =  o,  B  est  la  base  de  la  pyramide,   b  est  le 

quart  de  B.  L'expression  de  \    devient  donc  -r  •  >B  ou 

BXH 

Si  l'on  voulait  la  vérifier  pour  le  tronc,  il  faudrait 
évaluer  b  en  fonction  de  B  et  de  B'  et  substituer  cette  va- 
leur dans  l'expression  de  V  :  on  retomberait  ainsi  sur  la 
formule  connue  du  tronc  de  pyramide. 

Pour  cela  ,  appelons  x ,  j",  z  les  côtés  homologues  des 
trois  sections  semblables  B,  B',  &;  on  aura 

B  _B'_  b 

.r-  —  >-"  ~~  z- 

ou 

S  B       y  B'       {b 


(h 


(loin 
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2 

—         2        • 

fb 

_  s/B  -+-  s/B' 

d'où  1  on  tire 

4^  =  B  +  B'  +  2  ^BË7. 
En  substituant  dans  l'expression  de  V,  on  trouve 

V  =  ?(aB'  +  aB'+2  y/BB7)  =  ^  (b  4-  B'  -+-  \JÛW)7 

ce  qui  est  la  formule  connue. 

Enfin  le  théorème  s'applique  encore  à  la  sphère,  aux 
ellipsoïdes  et  à  leurs  segments.  En  effet,  l'équation  de  l'el- 
lipsoïde étant 

x1        y7        z2 
y-        p2       v' 

l'expression  de  S  sera 

expression  rationnelle. 

On  peut  le  vérifier,  en  remarquant  que,  dans  ce  cas, 

B  =  o,      B'  =  o,      6=7^7      et      H=2a, 

par  suite,  V  devient 

2a,     „  A 

-g-4ff?7      ou      3**P7ï 

de  même  pour  la  sphère. 

On  déduit  aisément  de  ce  théorème  une  démonstration 
(I  une  formule  de  Simpson  fréquemment  employée  pour 
le  cubage  des  travaux  de  terrassement. 


(  '35  ) 
On  partage  le  volume  à  mesurer  en   un  nombre  pair 
2  «de  tranches  au  moyen  de  2/i  +  i  plans  parallèles  et 
équidistants.  Représentons  par 

les  surfaces  des  sections  ainsi  obtenues.  Appelons  h  la 
distance  constante  de  l'une  d'elles  «à  la  suivante.  Regar- 
dons comme  des  troncs  de  pyramides  les  volumes  com- 
pris entre  Si  etS3 ,  entre  S3  etS5,  entre  S3  etS7,  etc.,  entre 
Sin_i  et  S2n+1.  En  appliquant  à  ces  troncs  successifs  la  for- 
mule que  nous  venons  de  démontrer,  et  remarquant  que 
h  n'est  que  la  moitié  de  la  hauteur  de  chacun  de  ces  troncs, 
on  aura 

Volume  entre  S,  et  S^  =  -  (S,  H-  S0  -t-  4  S-i  ) , 
o 

Volume  entre  S,  et  S5  =  ^  (S3  -f-  S5  -+-  4S4) , 
Volume  entre  S5et  S7  =  -  (S5  -f-  S7  H-  4SC)> 


Volume  entre  SJn_i  etS2rH.,  =  -  (S,„_,  +  S2n+i  ■+-  4Sa„), 
et,  en  ajoutant ,  ou  trouve,  pour  le  volume  total, 

_  h  /s,  +  4s,  +  2S3+  4s«h-  ?.s5+  4S8+... 
3  \    -h  2S2n_,  -+-  4s.„  -+-  s2„+, 

En  d'autres  termes,  le  volume  total  est  égal  au  tiers  de 
1  équidistance  multiplié  par  la  somme  des  sections  extrê- 
mes, augmentée  de  deux  fois  la  somme  des  autres  sections 
île  rang  impair  et  de  quatre  fois  la  somme  des  sections 
de  rang  pair. 
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SOLUTION  DE  QIELQUES  PROBLEMES  CURIEUX 
D'ARITHMÉTIQUE; 

Par  M.   Alexandre  ALLEGRET, 
Professeur  à  Paris. 


On  trouve  dans  le  premier  livre  de  Y  arithmétique  de 
Diophante  quelques  énoncés  de  problèmes  susceptibles 
d'une  grande  extension  et  qui ,  modifiés  légèrement,  con- 
duisent à  d'autres  problèmes  linéaires  que  la  sagacité  de 
Leonardo  Pisano  [voir  le  Bulletin,  i855-56)  s'est  ap- 
pliquée à  résoudre.  Je  m'occuperai  spécialement  dans  cet 
article  des  propositions  XXV,  XX\I ,  XX\  II  et  XXVIII, 
Dioph.,  liv.  Ier,  qui  rentrent  comme  cas  particuliers  dans 
les  deux  problèmes  d'arithmétique  suivants. 

Problème  I.  On  range  un  certain  nombre  de  personnes 
en  cercle,  et  on  donne  à  chacune  une  certaine  somme 
dont  elle  est  chargée  de  remettre  une  fraction  déterminée 
d'avance  à  la  personne  qui  se  trouve  placée  à  sa  droite. 
Chaque  personne  reçoit  alors  de  la  main  gauche  une 
somme,  en  même  temps  quelle  en  remet  une  autre  de  la 
main  droite.  On  demande  de  déterminer  quelle  somme 
il  faudrait  donner  primitivement  à  chacune  de  ces  per- 
sonnes pour  qu'après  tous  les  échanges  effectués  comme 
il  vient  d'être  dit,  elles  se  trouvent  toutes  en  possession 
d'une  même  somme. 

Solution.  Ce  problème  est  susceptible1  d  une  solution 
uniforme,  indépendante  du  nombre  des  personnes  qui 
entrent  dans  l'énoncé.  Pour  fixer  les  idées,  je  me  bornerai 
à  traiiei  le  cas  on  il  s'agit  de  cinq  personnes:  on  verra 
I  m  ilement  que  la  méthode  est  générale. 


Soient 


(   '37  ) 

b, ,   t>:,  -  b3,    b, ,    b:, 


les  cinq  fractions  données  d'avance,  et  posons,  pour  plus 
de  simplicité, 


bt  = 

b,  = 


b-.= 


on 


b, 


i  —  b2 

i  —  b. 


b,  = 


a    -+-  i 


i  —  b 


h 


b, 


b. 


on  aura,  d'après  les  conditions  du  problème,  cette  suite 
d  équations 

j"sH-  a, x,=  xt ■+•  a2x,  =  x2+  a,r  =  ars+  t/,.>\  =  .r4  -f-  flr5jrà, 
les  cinq  inconnues  de  'a  question  étant  représentées  par 

ôT     F'      ~      7T'     Ï7' 

et  .<! ,  .r2 ,  x3 ,  .r.  et  .r5  étant  cinq  autres  inconnues  auxi- 
liaires qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Remarquons  que,  comme  il  ne  peut  être  question  que 
de  la  recherche  du  rapport  de  ces  diverses  inconnues,  on 
pourra  poser 

o       0       0       I     i 

i      a     o 
d      ;      a 
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xc- 


Pour  toute  autre  inconnue,  x3  par  exemple,  on  aura 


«?l 

o 

o 

i 

1        O 

o 

0 

1 

1 

a2 

0 

o 

i      a,t 

o 

o 

o 

o 

i 

t      o 

o 

= 

î       i 

Oi 

o 

o 

o 

o 

a  4 

0 

I       o 

I 

0 : 

o 

o 

o 

i 

<■':, 

I       o 

o 

I 

a 

et  plus  généralement,  i  ou  son  résidu  suivant  le  module  5 
désignant  l'un  quelconque  des  indices  i,  2,  3,  4  ou  5, 
on  aura 


=  «,+,  «,-+,  fll+3  a,+4  •+■ 


Faisant  passer  la  dernière  ligne  du  dernier  déterminant  à 
la  première  place  ,  ce  qui  revient  à  multiplier  le  détermi- 
nant par  ( —  1)3,  on  aura 


I   0 

O 

O            I 

I     (*i+\ 

O 

O           O 

I     I 

ai+l 

O           O 

I     O 

I 

«1+3    O 

1     O 

O 

1         a 

1   oi+l 

O        O 

I     1 

0,4-2  O 

1    0 

1         «, 

1    0 

0         1 

'1+2   "<-r-4 


I        0 

0 

1 

1           O/+I 

0 

0 

I         I 

a,+J 

0 

I       0 

i 

a 

Or  ce  déterminant  est  susceptible  d'une  réduction  ana- 
logue à  la  précédente  et  on  est  ainsi  conduit  à  la  formule 
suivante  d'une  remarquable  simplicité  : 


1    _  1 

bi    '       ~b,  \  +  ai+l  a, 


ai+\  «i-t-s  ai+3  #t-M 


ai+l  al+:  a, 


Implication.   Supposons  qu'on  donne 


2  3 


(  '39  ) 
on  aura 

«,=  i,      a,  =  2  ,       a ,  =  3 ,      «.,  =  4  >      «3=5 

et 

.r,  =  2. 3. 4-5  —  2.3.4+  2-3  —  2  +  1  =  101, 
.7:2=:3.4-5.I  —  34  5  +  3.5  —  3  +  1=  10, 
x3  =  4-5  1.2  —  4-5i  +4.4  —  4  +  I=37> 
xt  =  5 . 1 . 2 . 3  —  5.12  +  5.1  —  5  +  1  =  21, 

■r;=  1.2.3.4  —  1.2.3+  1.2  —  1  +1=20. 

Les  cinq  inconnues  seront  donc  proportionnelles  aux  cinq 
nombres  suivants  : 

202,      3o,      i4$,      io5     et     120, 

ce  qu'on  peut  vérifier  immédiatement. 

La  suite  prochainement. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  334  (MANNHEIM); 

Par  M.   Abel  RAINBEAUX 

et  M.  A.   SA1NTARD, 

Élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  RI.  Lionnet). 


Etant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  point  quelconque  O 
dans  l'intérieur  de  ce  triangle  >  on  mène  les  transversales 
AOrt,  BO£> ,  COc;  on  a  l'identité 

11  1  1  1  11 

+ 


AOb       BOr       COrt       AOc       BOrz       C06 
On  a  (  voir  page  22) 

,    ,  1  1     _     1  1 

AOB  +  AO  b  ~  AO  c  +  ÂÔC  ' 
.  1  1  1  1 

BÔC  +  BÔ7  ~BÔ^  +  ÂÔË' 

7  ÂÔC  +  CÔâ  ~~  CO  b  +  BÔC' 


(  *4o  ) 

Ajoutant  membre  à  membre  (a)  et  (/3)  ,  on  a 
i  i  i  i 

ÂÔÏ 


(*) 


BOa  ~*~  AOC* 


BOC       AO*       BOc       AOc 
En  ajoutant  membre  à  membre  (J)  et  (y)  ,  on  a  enfin 


"+-  7^T-  = 


A0  6       BOc       GO«        AOc        B0«       CO  b 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  338  (FAIRE) 

(voir  t.  XVI,  p.  58) j 

Par  M.  L.  BOURDELLES, 

Elève  du  lycée  Saint-Louis  (classe,  de  M.  Briot). 


i°.  Soit  M  le  point  de  rencontre  de  la  sécante  arbi- 
traire F'K  avec  une  des  coniques;  je  mène  par  ce  point 
la  tangente  MN  à  celte  conique:  je  dis  que  cette  droite 
sera  tangente  à  la  parabole  ayant  pour  foyer  le  point  F  et 
pour  directriee  la  sécante  F'K. 

En  effet,  j'abaisse  du  foyer  F  une  perpendiculaire  à 
cette  tangente.  Soient  K  le  point  où  elle  rencontre  la  sé- 
cante et  H  le  point  où  elle  coupe  la  tangente-,  si  je  joins 
M,  F,  le  triangle  KMF  est  isocèle,  car  la  droite  MH  ,  tan- 
gente à  la  conique  au  point  M,  est  bissectrice  de  l'angle 
KMF.  Tl  en  résulte  que  le  point  II  est  le  milieu  de  KF.  et  , 
par  suite,  que  MN  est  tangente  à  la  parabole  lonsidérée. 


(  i4i  ) 

La  même  démonstration  s'applique  à  toutes  les  coni- 
ques liomofoeales  ;  par  conséquent,  si  l'on  mène  des  tan- 
gentes à  toutes  ces  courbes  par  les  points  où  la  sécante 
les  rencontre,  la  courbe  enveloppe  de  ces  tangentes  sera 
une  parabole. 

i°.  Il  est  évident  que  cette  parabole  est  tangente  à 
l'axe  O y  des  coniques  qui  contient  les  foyers  imaginaires , 
car  il  est  perpendiculaire  sur  FF'  et  en  son  milieu  O. 

3°.  Toute  tangente  commune  à  une  conique  et  à  la  pa- 
rabole est  vue  du  foyer  sous  un  angle  droit. 

En  effet,  je  considère  la  tangente  menée  par  le  point 
M;  soit  N  le  point  où  elle  touche  la  parabole.  Si  du  point 
N  j'abaisse  une  perpendiculaire  ]NK  sur  la  directrice,  je 
forme  un  triangle  jNRM,  rectangle  en  K ,  qui  est  égal  au 
triangle  MFIN  ;  donc  l'angle  MFN  sous  lequel  on  voit  la 
tangente  MN  du  foyer  F  est  aussi  droit.        c.   q.   f.   d. 

Note.  MM.  E.  Carénon  et  E.  Laguières ,  élèves  du 
lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Faurie)  ,  ont  résolu  la 
question  de  la  même  manière.  M.  Abel  Rainbeaux  donne 
une  solution  analytique.  M.  Rassicod ,  élève  du  lycée 
Saint-Louis  (classe  de  M.  Briot)  ,  ramène  ingénieuse- 
ment la  proposition  à  celle-ci  :  Du  foyer  F' comme  centre 
et  du  grand  axe  comme  rayon  ,  on  décrit  le  cercle  direc- 
teur, on  prolonge  le  rayon  vecteur  quelconque  F'  P  jus- 
qu'à ce  qu'il  rencontre  le  cercle  directeur  en  Q;  par  le 
point  Q,  on  mène  une  tangente  au  cercle,  et  par  le 
point  P  une  tangente  à  l'ellipse.  Le  lieu  d'intersection  E 
de  deux  tangentes  est  une  parabole.  La  connexion  de  ce 
résultat  avec  celui  dont  il  s'agit  est  évidente.  En  faisant 
varier  la  droite  arbitraire  ,  le  point  E  décrit  la  directrice 
de  l'ellipse  relative  au  foyer  F. 

Note.  MM.  Sylvestre  et  Boyeldieu,  élèves  de  M.  Ca- 
talan, et  M.  Poupelet,dc  l'institution  Rcusse,  ont  adressé 
les  munies  solutions. 


(  '42  ) 


THÉORÈME  SIR  LE  TRIANGLE  SPHÉRIQIE  ; 

Par  M.   COMBESCURE, 

Professeur  à  Montpellier. 


Théorème.  ABC  triangle  sphérique;  O  centre  de  la 
sphère,  \t  volume  du  parallélipipède  qui  a  pour  arêtes 
OA',  OB',  OC;  A',  IV,  C  sont  les  milieux  des  côtés  du 
triangle.  S  étant  l'aire  du  triangle,  on  a 

V,  =  sin  -  S . 

2 

(Cornélius  Keogh.) 
Démonstration.   En  désignant  par  a',  b\  c'  les  côtés 
du  triangle  A',  B',  C,  on  a 

cos  c'  =  —  a  cos  -  b  -h  sin  -  a  sin  -  b  cos  C , 
2  2  a  2 

ou,  en  substituant  les  expressions   connues  de  cos-rt, 

sïn-a,  etc.,  en  fonction  des  angles  , 


y/- 


A-^s)sin(B- 
cosc'  =  cos-S% 


2       V  sin  A  sin  B 

Maintenant  on  a 

V2  ==  sin-  b'  sin'V  sin2  A' 
=  i  —  cos2  a'  —  cos2  b'  —  cos2  c'  +  2  cos  a'  cos  b'  cos  c' , 

et  en  substituant  les  expressions  précédentes  de  cos  c', 
cos//,  cos  a',  il  vient,  après  quelques  transformations 
faciles, 

V2  =  i  —  cos2  -S 

2 
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ou 


V,  =  sin-S. 
2 


PROGRAMME  DINE  NOUVELLE  THEORIE  DE  LA  MESURE 
DES  PRISMES; 

Par  M.   DIEU, 

Professeur  à  la  Faculté  de  Grenoble. 


Théorème  I.  La  mesure  d'un  parallêlipipède  rec- 
tangle droit  est  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

(Démonstration  par  la  décomposition  en  cubes.) 

Corollaire  I.   Cette  mesure  s'étend  : 

i".  Au  parallêlipipède  droit. 

(Equivalent  au  parallêlipipède  rectangle  de  base  équi- 
valente et  de  même  hauteur,  construit  en  formant ,  de  la 
manière  bien  connue,  des  rectangles  sur  les  bases  paral- 
lélogrammes :  on  a  une  partie  commune  et  des  parties 
évidemment  supcrposables.  ) 

2°.   Au  prisme  triangulaire  droit. 

(Moitié  du  parallêlipipède  droit  de  base  double  et  de 
même  hauteur.  ) 

3°.   Au  prisme  polygonal  droit. 

(Somme  de  prismes  triangulaires.) 

Remarques.  Deux  prismes  droits  de  bases  équivalentes 
et  de  même  hauteur  sont  équivalents.  Deux  prismes  droits 
de  bases  équivalentes  sont  proportionnels  à  leurs  hauteurs 
et  deux  prismes  droit?  de  même  hauteur  sont  proportion- 
nels à  leurs  bases. 

Théouème  II.  La  mesure  d'un  prisme  oblique  est  le 
produit  de  la  section  droite  par  la  longueur  des  arêtes 
latérales. 


(  '44  ) 
Remarque.    S'il    s  agit  d'un    parallélipipède ,    ii  faut 
dire  :  Le  produit,  d'une  section  droite  par  la  longueur  des 
arêtes  perpendiculaires  à  cette  section. 


(AD'  étant  le  prisme  oblique,  MNP...  une  section 
droite  et  MQ' le  prisme  droit  construit  sur  MNP...  dont 
la  hauteur  MM'  =  AA'.  On  prouve  facilement  que  ce 
prisme  droit  est  équivalent  au  prisme  oblique ,  partie 
commune  MD'  et  parties  superposâmes  MD,  M'D'.  Pour 
établir  la  superposition  de  ces  dernières  parties ,  il  est  bon 
de  remarquer  que  les  angles  trièdres  [M  ,  M'],  [N,  N'], 
etc.,  sont  égaux  deux  à  deux,  faces  égales  chacune  à  cha- 
cune.) 

Remarques.  Deux  prismes  obliques  sont  équivalents 
lorsque  leurs  sections  droites  sont  équivalentes  et  leurs 
arêtes  latérales  égales.  Ils  sont  proportionnels  à  leurs 
arêtes  latérales  ,  si  les  sections  droites  sont  équivalentes, 
et  à  leurs  sections  droites  si  les  arêtes  latérales  sont  égales. 

Théorème  III.  La  mesure  d'un  prisme  oblique  quel- 
conque est.  le  produit,  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Démonstration.  Soient  A'D  le  prisme,  MNP.,,  une 
section  droite  ,  MI  et  AH  deux  perpendiculaires  aux  bases 
du  prisme.  Désignons  par  B  l'aire  de  ces  bases ,  par  8  telle 
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îles  sections  droites,  par  h  la  hauteur  AH.  enfin  par  A 


la  longueur  des  arêtes  A  A' 


D'après  un  théorème  connu,  en  remarquant  que  la 
section  droite  MNP...  est  sur  son  plan  ,  la  projection  de  la 
base  A'B'C  ...,  on  a 


S  _MI 
B~mT' 


MI 

AH 

mT 

AT' 

s 

h 

G 

—  —  i 
a 

Mais  les  triangles  semblables  MA'I,  AA'H  donnent 


<lon< 


<T  où 

B/t  =  Sa  =  volume  prisme  (théor.  précédent;. 

Remarques.  Deux  prismes  quelconques  de  bases  équi- 
valentes et  de  même  hauteur  sont  équivalents.  Deux 
prismes  quelconques  de  bases  équivalentes  sont  propor- 
tionnels à  leurs  hauteurs  ,  et  deux  prismes  quelconques 
de  même  hauteur  sont  proportionnels  à  leurs  bases. 


THEOREME  SUR  LES  RACINES  COMMENSURABLES 
DINE  ÉQUATION; 

Par  M.  Emile  MATHIEU, 

Professeur. 


Soit  l'équation  algébrique  à  coefficients  entiers 

/(*)==  A.r"'  -+-  Bx"'-1  -+-  C^r»'-2  -+-  .  .  .  +  Hz  -f-  L  =  o. 
Ann.de  Mathémat.,  t.  XVI    (Avril  iS">7.  10 
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<".  L'équation  n'a  pas  de  racines  commensurables,  si, 
A  et  L  étant  impairs,  F  un  des  nombres  y  (i)  et  f  [ — ï) 
est  aussi  impair. 

2°.  L'équation  n'a  pas  non  plus  de  racines  commensu- 
rables,  si,  des  quatre  nombres  A,  L,  /"(ï)  et/( — ï),  au- 
cun n'est  divisible  par  3. 

Démonstration.  En  effet,  soit  y  nue  racine  fraction- 
naire irréductible  de  cette  équation;  on  aura 

/(•*)  =  (*  —  %)<?[*) 


/{*)■■  =  [*— i 


A-z" 

A  a 
-+-B 

■f.m~ 

A  a2 

jc"'- 

'-'  4-  • 

Art7"-' 

•+  „_ 

Bam~2 

4- 

-+-  H 

Posons 


* 


ty  (x)  étant  un  polynôme  algébrique  dont  les  coefficients 
sont  entiers;  donc 

Soit  a  un  nombre  entier;  on  obtient  l'identité 

(bot.  —  a)  -if  (a.) 


/(«)  = 


b> 


et 


♦<•>-£© 


Or  si  un  nombre  premier  p  divise  1>'K,  il  divise  è,  il  est 
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donc  premier  avec  a-,  donc  il  n'y  a  pas  de  facteur  coni- 

f  l   \ 

mun  à  b'"  et  à  ba.  —  a\  il  faut  donc  que  -} soit  un 

1       bec  —  a 

nombre  entier,  quel  que  soit  y.. 

Faisons-y  successivement 


o,     a  =  i 


et  alors 


sont  entiers. 


—  > 
a 


b  —  a         b  -h  a 


Or  -  est  racine  de  l'équation  inverse 
a 

L,x'"  -+-  H*""'  +-..+  Bj:  +  A  =o; 

,  L  A 

donc,  par  la  même  raison  que  -  est  entier,  -  sera  aussi 
c  l       a*  b 

entier,  dans  l'équation  inverse. 

D'après  cela ,  si  A  et  L,  multiples  respectifs  de  b  et  a, 
sont  impairs,  a  et  b  sont  aussi  impairs;  donc  b  — a  et 
b  -+-  a  sont  pairs  etf{i)  et  /  ( —  i)  sont  pairs. 

Donc  si  A  et  L  sont  impairs  et  que  l'un  des  nombres 
f(i)  ct/"( —  i)  soit  aussi  impair,  l'équation  ne  peut  avoir 
de  racines  fractionnaires;  le  raisonnement  reste  le  même 
lorsque  b  =  i  :  donc  l'équation  n'a  pas  de  racines  com- 
mensurables;  dans  ce  cas,  le  théorème  rentre  dans  le  cas 
oxaminé  [Nouvelles  Annales,  t.  XV,  p.  449)- 

Supposons,  en  second  lieu,  que  A  et  L  ne  soient  pas 
divisibles  par  3  ,  a  et  b  ne  le  seront  pas  noi.  ^      ,  on  aura 

<7  =  3/?  ±  i  ,      b  =  3  «7  ±  i , 

et  il  est  facile  de  voir  que  l'un  des  nombres  a — b  et 
a  -h  b  sera  divisible  par  3  ;  donc  l'un  des  nombres  /'(i) 
et  f{ —  i)  sera  nécessairement  divisible  par  3. 

Donc  l'équation  n'a  pas  de  racines  commensurables ,  si 
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dés  quatre  nombres  A,  L,f(i)  et^'( —  i)  aucun  n'est  di- 
visible par  3. 

Corollaire.  Toute  équation  d'un  nombre  impair  de 
termes  dont  tous  les  coefficients  sont  impairs  n'a  aucune 
racine  commensui  able. 

Observation.  Si  le  terme  tout  connu  manque,  il  y  a  des 
racines  nulles. 


SURFACES  m  DEUX5ÈS1E  DEGRÉ , 

Pians  polaires,  Construction  dnne  surface  dn  troisième  degré; 

Par  M.    POUDRA. 


Proposition  I.  Lorsque  plusieurs  surfaces  du  deuxième 
degré  passent  par  huit  points  communs,  les  plans  po- 
laires d'un  neuvième  point  M  pris  par  rapport  à  ces  sur- 
faces passent  par  une  même  droite. 

Démonstration .  En  effet,  toutes  ces  surfaces  ont  en 
commun  une  courbe  du  quatrième  ordre  ;  donc  si  par  le 
point  M  on  mène  un  plan  quelconque,  il  coupera  les  sur- 
faces du  deuxième  degré  suivant  des  coniques  qui  auront 
quatre  points  communs:  les  polaires  du  point  M,  relatif 
cà  ces  coniques,  passeront  donc  par  un  même  point  IS  qui 
sera  ainsi  dans  tous  les  plans  polaires.  Il  en  sera  de 
même  pour  tout  autre  plan  mené  par  M;  donc  tous  ces 
points  IN  devant  se  trouver  en  même  temps  dans  tous  les 
plans  polaires  de  ce  point  M,  il  en  résulte  qu'il  faut  que 
tous  ces  plans  passent  par  une  même  droite. 

Corollaire  I.  Si  le  point  M  est  un  des  points  communs 
à  toutes  les  surfaces,  les  plans  polaires  de  ce  point  seront 
les  plans  tangents  aux  surfaces  en  ce  point.  Donc  tous  les 
plans  tangents  à  une  série  de  surfaces  du  deuxième  degré 
ayant  en  commun  une  même  combe  du  quatrième  ordre 
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en  un  point  de  cette  courbe  passent  par  une  même  droite. 

Corollaire  II.  Si  le  point  M  est  à  l'infini ,  chaque 
plan  polaire  passe  par  le  centre  de  la  surface  ainsi  que 
chaque  polaire.  Donc,  lorsque  plusieurs  surfaces  du 
deuxième  degré  passent  par  une  même  courbe  du  qua- 
trième, tous  les  centres  se  trouvent  sur  une  même  droite. 

Proposition  II.  Les  plans  polaires  relatifs  à  quatre  de 
ces  surfaces  ont  le  même  rapport  anharmonique,  quelle 
que  soit  la  position  du  point  AL 

En  effet,  par  le  point  M  menons  un  plan  quelconque. 
Il  coupera  les  quatre  surfaces  suivant  quatre  coniques 
passant  par  quatre  mêmes  points.  Le  rapport  anharmo- 
nique des  polaires  d'un  point  quelconque  de  ce  plan  est 
toujours  le  même ,  et  ce  rapport  est  égal  à  celui  des  quatre 
plans  polaires.  Or  cela  ayant  lieu  pour  tous  les  plans  pas- 
sant par  M  ,  existe  pour  les  points  de  leur  commune  in- 
tersection et ,  par  suite ,  pour  un  point  quelconque  de  l'es- 
pace. Donc,  etc. 

Corollaire .  Si  le  point  M  est  un  des  points  communs 
d'intersection  des  surfaces,  les  plans  tangents  en  ce  point 
formeront  donc  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmo- 
nique sera  le  même,  quelle  que  soit  sa  position  sur  la 
courbe  d'intersection.  Donc  tous  ces  plans  tangents  for- 
meront par  les  intersections  de  faisceaux  homographiques 
un  hyperboloïde  passant  par  cette  même  courbe.  (On 
voit,  en  effet,  que  pour  deux  points  de  cette  courbe  les 
deux  faisceaux  de  plans  tangents  étant  homographiques, 
se  coupent  sur  cet  hyperboloïde.  )  Chaque  génératrice  de 
cette  surface  se  trouvant  à  la  fois  dans  tous  les  plans  tan- 
gents à  toutes  les  surfaces  passant  par  ce  point,  il  en  ré- 
sulte que  cet  hyperboloïde  sera  tangent  à  toutes  ces 
surfaces  du  deuxième  degré  suivant  la  courbe  commune 
d'intersection. 

Nous  appellerons  aussi ,  pour  abréger,  rapport  anhar* 


(  i5o  ) 
monique  de  quatre  de  ces  surfaces  du  deuxième  degré 
passant  par  une  même  courbe  d'intersection,  le  rapport 
anharmonique  des  plans  polaires  d'un  point  quelconque 
relatives  à  ces  courbes,  ou  bien  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  plans  tangents  à  ces  surfaces  passant  par  une 
même  droite ,  génératrice  de  lhyperboloïde  tangent  à 
toutes  les  surfaces  du  deuxième  ordre  passant  par  la 
même  courbe  d'intersection. 

Remarquons  que  l'hyperboloïde  tangent  ne  contient 
généralement  sur  chaque  génératrice  qu'un  seul  point  de 
la  courbe  du  quatrième  ordre,  intersection  commune  des 
surfaces  du  deuxième  degré,  tandis  que  les  hyperboloïdes 
qui  nous  ont  servi  [voir  t.  XV,  p.  385)  à  déterminer  cette 
courbe  ont  une  génératrice  qui  passe  par  deux  points  de 
cette  courbe. 

Proposition  III.  Quand  une  série  de  surfaces  du 
deuxième  degré  ont  une  même  courbe  d'intersection ,  si 
l'on  prend  les  plans  polaires  d'un  point  quelconque  par 
rapport  à  ces  surfaces ,  et  qu'ensuite  par  une  droite  P 
quelconque  on  mène  des  plans  (dont  trois  de  direction 
arbitraire)  forment  un  faisceau  homographique  au  fais- 
ceau formé  par  les  plans  polaires,  je  dis  que  ces  plans, 
qui  correspondront  un  à  un  respectivement  aux  surfaces 
du  deuxième  degré ,  rencontreront  respectivement  ces  sur- 
faces suivant  des  coniques  dont  le  lieu  géométrique  sera 
une  surface  du  troisième  ordre  passant  par  la  courbe  d  in- 
tersection et  par  la  droite  P. 

En  effet,  si  l'on  coupe  tout  le  système  par  un  plan ,  les 
surfaces  du  deuxième  degré  donneront  par  leurs  intersec- 
tions un  faisceau  de  coniques  passant  par  quatre  mêmes 
points  et  dont  le  rapport  anharmonique  sera  celui  des 
plans  polaires  ,  et  le  faisceau  de  plans  donnera  un  faisceau 
de  droites  dont  le  rapport  anharmonique  sera  celui  du 
faisceau  de  plans  ;  donc  ce  faisceau  de  droites  sera  homo- 
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graphique  avec  celui  des  coniques,  et,  par  conséquent, 
les  points  d'intersections  respectifs  donneront,  comme  on 
sait  (t.  XIV,  p.  36o)  une  courbe  du  troisième  ordre  passant 
par  les  quatre  points  communs  des  coniques  et  par  le 
sommet  du  faisceau  de  droites ,  sommet  qui  appartient  à 
la  droite  P.  Tous  les  plans  sécants  donneront  de  même 
des  courbes  du  troisième  ordre  5  donc  le  lieu  de  toutes  ces 
courbes  du  troisième  ordre  sera  bien  une  certaine  surface 
du  troisième  ordre  passant  par  la  courbe  d'intersection  et 
par  la  droite  P. 

Proposition  IF.  Par  quinze  points  de  l'espace  faire 
passer  une  surface  du  troisième  degré. 

Par  huit  de  ces  points ,  on  fait  passer  un  faisceau  de 
surfaces  du  deuxième  degré  passant  successivement  par 
les  points  9,  10,  11,  12,  i3,  14  ,  i5  ,  ce  qui  fait  sept  de 
ces  surfaces.  On  cherche  ensuite  par  le  problème  [Nou- 
velles Annales,  t.  XV,  p.  161)  la  droite  par  laquelle  sept 
plans  étant  menés  par  des  points  9,  10,  11,  12,  i3,  14, 
i5,  ces  sept  plans  forment  un  faisceau  homographique  à 
celui  des  sept  surfaces  du  deuxième  degré  passant  respec- 
tivement par  ces  points.  Les  intersections  des  surfaces  du 
deuxième  degré  par  les  plans  respectifs  correspondants 
donueront  des  sections  coniques  appartenant  a  la  surface 
du  deuxième  degré  passant  par  les  quinze  points  donnés 
(prop.  III). 

Proposition  V .  Si  par  huit  points  on  fait  passer  un 
faisceau  de  surfaces  du  deuxième  degré  et  par  huit  autres 
points  un  autre  faisceau,  mais  tel,  que  les  rapports  anliar- 
moniques  des  deux  faisceaux  soient  les  mêmes ,  alors  les 
deux  surfaces  du  deuxième  degré  correspondantes  de 
chaque  faisceau  se  couperont  suivant  des  courbes  du 
quatrième  degré  dont  l'ensemble  formera  une  surface  du 
quatrième  degré  passant  par  les  seize  points  donnés  (  von 
t.  XII,  p.  358). 
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SUR  LA  DIVISION  ABREGEE 

r  voir  t.  XIII,  p.  170); 

Par  M.  Eugène  ROUCHÉ, 
Professeur  au  lycée  Charlemagne. 


Principe.  Quand  on  substitue  au  diviseur  le  nombre 
formé  par  ses  m  -+-  i  premiers  chiffres  significatifs  [en 
remplaçant  par  des  zéros  ceux  des  chiffres  supprimés 
qui  sont  à  gauche  de  la  virgule),  on  augmente  le  quo- 
tient d'une  quantité  moindre  que  l  unité  de  l'ordre  de 
son  m'eme  cldffre. 

En  effet,  substituer  au  diviseur  exact  648,2717954  ia 
valeur  approchée  648,271  revient  à  multiplier  le  quotient 
par 

648,2717954  _  0,0007954 

648,271  648,271 

»n  1  1     •  0,0007954     r^ 

ou  a  1  augmenter  de  son  produit  par    nrc,     — •  Or  cette 
r  r        648.27! 

fraction  est  moindre  que  — =  — :  d'ailleurs  le  quo- 

1         100         105 

tient  contient  au  plus   99999  unités  de   son  cinquième 

chiffre  :   il  est  donc  inférieur  à  io5  unités  de  l'ordre  de 

ce  chiffre;  et,  par  suite,  l'erreur  en  plus  commise  sur  ce 

quotient  n'atteint  pas  une  unité  du  cinquième  chiffre. 

c.  Q.  F.  D. 
Règle.  Pour  obtenir,  à  moins  d'une  unité  d'un  cer- 
tain ordre,  le  quotient  de  deux  nombres  entiers  ou  dé- 
cimaux ,  on  commence  par  déterminer  l'ordre  des  plus 
hautes  unités  du  quotient  exact,  et,  par  suite,  le  nombre 
des  chiffres  du  quotient  demandé  ;  on  prend  devx  chif- 
fres déplus  au  diviseur  et  on  divise  le  dividende  par  le 
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nombre  ainsi  formé,  abstraction  faite  des  virgules.  Seu- 
lement, après  chaque  division  partielle,  au  lieu  d'abais- 
ser à  la  droite  du  reste  le  chiffre  suivant  du  dividende, 
on  divise  ce  reste  tel  qu'il  est  par  le  diviseur  précédent 
privé  de  son  dernier  chiffre,  et  l'on  s'arrête  dès  qu'on  a 
au  quotient  le  nombre  de  chiffres  voulu.  On  place  en- 
suite la  virgule  d'après  V approximation  énoncée. 

Exemple.  Soient  les  deux  nombres  i5466, 273863 , 
648,2717954  dont  on  demande  le  quotient  à  moins  de 
0,01. 

Les  plus  hautes  unités  du  quotient  exact  sont  des  di- 

1  5  4  66,27      6  4  8,2  7  1    zaines5    îe    quotient  demandé 

25oo85      2  385  aura  donc  quatre  chiffres,  puis- 

5  5  6  o  4  °iue   son   dernier    chiffre   doit 

37^8  exprimer  des    centièmes.    On 

5  0,8  prend  pour  diviseur  le  nombre 

de  six  chiffres  648,271,  et  en  suivant  la  marche  indiquée 

on  trouve  23,85. 

Démonstration.  En  remplaçant  le  diviseur  par  le  nom- 
bre de  six  chiffres  648,271,  on  augmente  le  quotient 
d'une  quantité  moindre  qu'une  unité  de  l'ordre  de  son 
cinquième  chiffre,  c'est-à-dire  moindre  que  0,001.  Telle 
sciait  l'erreur,  si  l'on  conservait  pour  diviseur  648, 27 1; 
mais  dans  l'opération  suivante  ,  au  lieu  de  diviser  le  reste 
par  648,271,  on  prend  pour  nouveau  diviseur  le  nombre 
de  cinq  chiffres  648,27  -,  de  là  résulte  une  nouvelle  erreur, 
en  plus,  moindre  qu'une  unité  du  quatrième  chiffre  du 
nouveau  quotient,  c'est-à-dire  moindre  qu'une  unité  du 
cinquième  chiffre  du  quotient  total ,  et,  par  suite,  moin- 
dre encore  que  0,001.  En  continuant  ainsi,  on  voit  que 
chaque  opération  augmente  le  quotient  d'une  quantité 
moindre  que  0,001  \  donc,  après  quatre  opérations,  l'er- 
reur finale  en  plus  scia  plus  petite  que  o,oo4  t>l  à  fortiori 
que  0.111 . 


(  i54  ) 

De  plus,  en  négligeant  de  diviser  le  dernier  reste  par 
le  dernier  diviseur,  c'est-à-dire  en  négligeant  les  chiffres 
du  quotient  qui  suivent  les  centièmes ,  on  commet  une 
erreur  en  moins  inférieure  à  0,01 . 

Les  deux  erreurs,  l'une  en  plus,  l'autre  en  moins,  se 
compensent  en  partie,  et  comme  chacune  d'elles  est  infé- 
rieure à  0,01,  l'erreur  totale  est  moindre  que  0,01  en  plus 
ou  en  moins. 

Remarque.  La  règle  précédente  semble  exiger  que  le 
quotient,  demandé  ait  moins  de  onze  chiffres  afin  que  l'er- 
reur en  plus  soit  moindre  que  0,001  X  10  =  0,01.  Mais 
hâtons-nous  d'observer  que  la  limite  indiquée  dans  notre 
principe  est  loin  d'être  aussi  resserrée  que  possible. 

Au  lieu  de  prendre  100  pour  limite  inférieure  du  divi- 
seur, on  peut  mettre  640  puisque  le  dernier  diviseur  em- 
ployé a  toujouis  trois  chiffres  (on  prend  en  effet  deux 
chiffres  de  plus  au  diviseur  qu'au  quotient  et  l'on  ne 
commence  à  supprimer  un  chiffre  sur  la  droite  du  divi- 
seur qu'à  partir  de  la  deuxième  opération)  ;  on  trouve 
alors  pour  limite  de  l'erreur,  dans  chaque  opération  par- 
tielle, ç-+j  de  l'unité  du  cinquième  chiffre  du  quotient. 
0,4 

on  a  donc 

0,001       0,01 

et  pour  que  l'erreur  totale  précédente  produite  par  les 
altérations  successives  du  diviseur  ne  dépasse  pas  0.01. 
/'/  suffît  que  le  nombre  des  chiffres  du  quotient  demandé 
ne  surpasse  pas  le  nombre  64  forme  par  l'ensemble  des 
deux  premiers  chiffres  du  diviseur. 

On  voit  ainsi  : 

Qu'il  suffira  de  prendre  au.  diviseur  un  chiffre  de  plus 
qu'au  quotient:  toutes  les  J'ois  que  le  nombre  des  chiffn  s 
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du  quotient  demandé  n  excédera  pas  le  premier  chiffre 
du  diviseur,  et  que,  en  général,  n  étant  le  nombre  des 
chiffres  du  quotieîit  demandé,  il  faudra  compter  sur  la 
gauche  du  diviseur  assez  de  chiffres  pour  former  un 
nombre  au  moins  égal  à  n  et  puis  prendre  n  chiffres  de 
plus.  C'est  la  règle  de  M.  Lioimet  (t.  XI,  p.  i48)- 

Il  n'y  a  d'ailleurs  aucune  modification  à  faire  dans  le 
cas  où  un  dividende  partiel  contient  dix  fois  le  diviseur 
correspondant.  On  prend  alors  10  pour  quotient  partiel 5 
on  trouve  que  les  quotients  partiels  suivants  sont  nuls,  et 
le  quotient  ainsi  obtenu  est  évidemment  approché  par 
excès. 


RECUEIL  DE  FORMULES  RELATIVES  Al  CERCLE 

(voir  t.  XII,  p.  302). 


Multiples  de  tt  de  1  à  g  avec  vingt  décimales . 

r.  =    3 , 1 4 1 59  2(3535  89793  23846 
27r=:   6,283i8  53071  79586  47%2 

3tt=  9,424:7  796o7  69379  7l539 
477  =  12,56637  °6i43  Ô9172  g5385 
5rr  =  15,70796  3267g  48966  19231 
677=  18,84955  59215  38759  4^077 
777  =  21,99114  85751  2855a  66924 
877=25,13274  12287  '834590770 
977  =  28,27433  3882.3  08139  >46i6 


(  i56  ) 
Multiples  de  -  de  -  à  -  avec  vingt  décimales. 
-=o,3i83o  98861   83790  67154 

2 

-  =  o,6366i  97723  67581  353o8 

3 

-  =  0,95492  96585  51372  01 461 

-  =  1,27323  95447  35i62  6861 3 

5 

-=  1  ,5gi54  94309  18953  35769 

/? 

-=1,90985  g3i 71  02744  02923 

n 

-=2,22816  92029  86534  70076 

Q 

-=2.54647  9089J   70325  37230 

2=2,86478  89756  54i  16  04384 

M.  Du  Hays  a  communiqué  cette  Table  de  -  avec  vingt 

décimales 5  M.  Koralek  a  calculé  -  avec  vingt-cinq  déci- 
males. Les  dix-neuf  décimales  à  gauche  sont  les  mêmes 
que  ci-dessus  et  les  six  décimales  à  droite  sont  377675. 

Observation.   Le  point  placé  sur  la  décimale  à  droite 
indique  que  la  valeur  est  trop  forte  d'une  quantité  moindre 

que  - .  io~20  ;  l'absence  du  point  indique  que  la  valeur  est 


trop  faible  d'une  quantité  moindre  que  -•  10   20. 


(  '57  ) 
A  l'aide  de  ces  deux  Tables,  les  expressions  dans  les- 
quelles 7T  entre  comme  facteur  ou  comme  diviseur  se  ra- 
mènent à  des  additions  : 

/7r=i,44472  9^858  494°°  '74*4  34237 

Lr  =  0,49714  98726  94i33  85435  11268  288 

(Voir  t.  V,  p.  80.) 


NOTES  SIR  QIELQIES  Ql'ESTIOXS  DU  PROGRAMME  OFFICIEL. 


VI 

Calcul  numérique  des  racines  de  V équation 

ax2  -+-  bx  +  c  =  o , 

quand  a  est  très-petit. 

OC 

Je  crois  qu'il  faudrait  dire  :  «quand  -j-  est  très-petit.  » 

Il  est  du  moins  certain  que  les  solutions  qu'on  a  données 
de  cette  question  dans  des  Traités  d'Algèbre  entièrement 
conformes  au  programme  officiel  peuvent  être  en  dé- 
faut, quelque  petit  que  soit  a  par  rapport  à  b  et  c,  lorsque 

la  valeur  de  —  n'est  pas  suffisamment  petite. 

Dans  l'un  de  ces  Traités,  on  a  pris  pour  exemple  l'é- 
quation 

O,00I  ..*:--+-  x  —  1  =  0. 

L  application  de  la  méthode  des  approximations  succes- 
sives à  cette  équation  a  donné  des  valeurs  de  plus  en 
plus  approchées  de  la  racine  positive  cherchée.  Mais  si 
on  avait  pris  pour  exemple  l'équation 

O  ,  OO  I  .  x2  ■+■  X  I  OOOO  =  o , 


(  '5*  ) 
dans  laquelle  la  valeur  de  a  ,  comparée  à  relie  de  c ,  est 
10000  fois  plus  petite  que  dans  l'équation 

o ,  oo  i  .  r2  -|-  x  —  i  =  o , 

la  méthode  des  approximations  successives  aurait  conduit 
à  des  valeurs  de  plus  en  plus  éloignées  de  la  racine  cher- 
chée ,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer. 
En  général ,  lorsque  l'équation  considérée 


a  des  racines  de  signes  contraires,  pour  que  la  méthode 
dont  il  s'agit  donne  des  valeurs  de  plus  en  plus  appro- 
chées de  la  racine  positive  de  cette  équation ,  il  faut  et  il 
suffit  qu'on  ait 

ac  ,— 

Quand  l'équation  proposée  a  des  racines  de  même  signe 
et  inégales,  on  a  nécessairement 

ac       i 
et  la  méthode  n'est  jamais  en  défaut.  G. 


QUESTION  D'EXAMEN. 


On  donne  en  grandeur  et  en  position  les  deux  axes 
d'une  hyperbole ,  construire  deux  diamètres  conjugués 
qui  forment  un  angle  donné. 

Je  désigne  par  OA,  OB  les  demi-axes  donnés  5  le  pre- 
mier OA  étant  supposé  transversc.  Les  diagonales  du  rec- 
tangle construit  sur  les  axes  détermineront  les  avmptotes 


(  i59) 
OX,OY,dont  l'angle  YOXesl  divisé  en  deux  parties  égales 
par  l'axe  transverse  OA.  Sur  l'une  des  deux  asymptotes, 
OX  par  exemple,  je  prends  un  point  quelconque  X',  et 
sur  la  droite  OX' je  décris,  du  côté  où  se  trouve  le  som- 
met A  ,  un  segment  capable  de  l'angle  donné  que  doivent 
faire  entre  eux  les  diamètres  conjugués  cherchés.  Par  le 
milieu  M  de  OX',  je  conduis  à  OY  une  parallèle  qui  ira 
couper  l'arc  du  segment  décrit  en  un  certain  point  P.  La 
droite  OP,  menée  du  centre  au  point  P,  sera  la  direction 
qu'il  faut  donner  à  celui  des  deux  diamètres  conjugués 
qui  doit  couper  la  courbe.  La  direction  de  l'autre  s'ob- 
tiendra en  menant  par  le  centre  de  la  courbe  une  paral- 
lèle à  la  droite  PX'. 

Pour  déterminer  la  longueur  du  demi-diamètre  dirigé 
suivant  OP,  on  mènera  par  le  sommet  A  une  parallèle 
à  OP,  qui  rencontrera  les  directions  des  asymptotes  en 
des  points  C,  D-,  puis  on  prendra  une  moyenne  géomé- 
trique entre  AC  et  AD.  La  longueur  du  demi-diamètre 
non  transverse  sera  déterminée  par  une  construction  en- 
tièrement semblable. 

Le  problème  admet  une  seconde  solution  qu'on  obtien- 
drait en  substituant  au  segment  capable  de  l'angle  donné 
un  segment  capable  du  supplément  de  cet  angle.  Les  dia- 
mètres de  la  seconde  solution  sont ,  par  rapport  aux  axes, 
symétriques  des  diamètres  de  la  première  solution. 

G. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  343 

(voir  l    XV  ,  p.  3S3)  ; 

Par  le  P.  H.  ROCHETTE,  S.  J. 


Si  p  et  4p  -+■  i  sont  des  nombres  premiers  absolus,  2 


i   160  ) 
i'st   racine   primitive   relativement  au    nombre  /\p-\-i. 

(TcHEBICHEF.) 

Pour  que  2  soil  racine  primitive  de  4p  +  li  >1  faul  j 
comme  l'indique  la  marche  que  l'on  suit  pour  obtenir 
ces  racines ,  que  ce  nombre  ne  se  trouve  ni  parmi  les  ré- 
sidus quadratiques,  ni  parmi  les  résidus  de  puissance  p 
des  <\p  premiers  nombres  naturels.  Or  on  sait  que  si  2 
était  résidu  quadratique  par  rapport  à  l'un  de  ces  nom- 
bres, x  par  exemple,  c'est-à-dire  si  l'on  avait 

x\  =  2     mod.  (4/-'  -+-  1), 
on  aurait  aussi  (Serret,  algèbre  supériaiive,  p.  33  a) 

(1)  2'/'===  1      mod.  (4/>  +  i), 

et  s'il  était  résidu  de  puissances  p,  on  aurait  de  même 

(2)  2!  =  t     mod.  (4/?  +  1). 

La  première  de  ces  deux  congruences  est  impossible,  car 
«représentant  un  nombre  premier,  on  a  constamment 
{Nouvelles  Annales,  t.  V,  p.  65  y) 

h—[  n —  I 

2  2   ;=  ( —  1)  4        mod.  1  n  ) , 
expression  qui  se  réduit  dans  le  cas  actuel  à 

(3)  ^p~{~  i)p     mod(4/7  +  i), 

et  comme  p  est  premier  et  par  conséquent  impair,  la 
forme  (3)  entraine  l'impossibilité  de  la  forme  (1). 

Quant  à  la  congruence  (2),  elle  ne  pourrait  évidem- 
ment avoir  lieu  que  dans  le  cas  de  p  =  1,  et  dans  ce  cas 
on  n'a  plus  à  considérer  les  résidus  de  puissances/;.  Ainsi 
2 ,  ne  se  trouvant  pas  parmi  les  résidus  des  puissances 
marquées  par  les  facteurs  premiers  de  4/>5scra  racine  pri- 
mitive relativement  à  f\p  -h  1. 


i6j 


NOTE 

Sur  nn  problème  d'analyse  indéterminée; 

Par  M.   Arthur  CAYLEY. 

Euler  a  donné  dans  le  Mémoire  :  Régula  facilis  pro- 
blemata  Diophantea  per  numéros  integros  expedile  sol- 
vendi  (Comment.  Arith.  Coll.,  t.  II,  p.  263)  la  solu- 
tion que  voici  de  l'équation  indéterminée 

(i)  ajJ  +  pxH-  7  =  Ç j' -i- „r  +  £. 

En  supposant  que  l'on  ait  la  solution  x  =  a,  y=  b  de 
manière  que 

aa2  +  $a  4-  y  =  Ci*  +  nb-{-&, 
et  en  posant 

s  =  \/ar2  +  i  , 

où  r  est  une  quantité  quelconque,  l'équation  sera  satis- 
faite par  les  valeurs 

(s  —  i)  S        i 

x  =  sa  4-  Ç  rb  4-  - —  -\ —  rn , 

2a  2 

(s —  i)  n        i     „ 

y  =  a  ra  4-  sb  4-  ï — S-  +  -  r&  ; 

2Ç  2      r 

en  effet,  on  voit  sans  peine  que  ces  valeurs  donnent  iden- 
tiquement 

«!  4-  px  4-  7  —  (Ç/J  H-  »/  4-  S  ) 


(2) 

v     '  |   =  a«2+  P«  +  7  —  (Ç6?4->î£  4-&)  =  o. 

En  supposant  de  plus  que  les  coefficients  a,  |S  ,  y,  £, 
/3 ,  £  soient  des  nombres  entiers  tels ,  que  a£  soit  un  en- 
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(  i6*  ) 
lier  positif  non  carré,  on  peut  toujours  déterminer  le 
nombre  entier  /'de  manière  que  s  soit  un  nombre  entier ; 
cela  étant,  et  en  supposant  que  a  ,  b  soient  des  entiers , 
il  est  évident  que  x,  y  seront  des  nombres  rationnels. 
Euler  a  de  plus  remarqué  que  l'on  peut  toujours  faire  en 
sorte  que  x  ,  y  soient  des  nombres  entiers.  En  effet,  si 
les  formules  donnent  x  =  a',  y  =  V  des  valeurs  non 
entières,  en  substituant  dans  les  formules  au  lieu  de  a,  b 
les  valeurs  a',  b',  on  obtiendra  pour  x,y  des  valeurs  en- 
tières 5  cela  se  vérifie  sans  peine. 

L'équation  indéterminée  (2)  rentre  dans  celle-ci 

(3)  (a,  b,  c,f,  g,  h)(x',y',  z'Y  =  (a,  b,  cf,  g,  h)  {x,y,  «)% 

[Voir  note  I.) 

en  supposant  que  la  forme  ternaire 

{a,  b,  c,f,  g,  h){x,jr,  z)2 

se  transforme  en  elle-même  au  moyen  dune  substitution 
linéaire  quelconque.  On  peut  supposer  que  cette  substi- 
tution soit  telle,,  que  l'on  ait  z  =  z\  cela  étant,  en  écri- 
vant z'  —  z  =  1  et  en  mettant  de  plus  h  =  o,  l'équa- 
tion (3)  se  réduit  évidemment  à  une  forme  telle  que  l'é- 
quation (2).  Or  on  peut  trouver  par  la  métbode  générale 
de  M.  Hermite  la  solution  convenable  de  l'équation  (3  ). 
En  supposant,  comme  à  l'ordinaire, 

%  =  bc-f\..,     £=gh-af..., 
X  =  abc  —  af7  —  bg*  —  eh2  H-  -zfgli, 

[Voir  note  II.) 
il  faut  pour  cela  écrire 

x1  —  2  \ X , 

z'  =  2  'C  —  z , 


(  i63  ) 
el 

ax  +  hj ■  -+■  gz  =  a  l  H-  h  r,  -f-  g  Ç  —  «7  (£  y;  -f-  y  Jf Ç , 

Aor  -4-  Ax  4-,/à  =  A  Ç  -+-  bn  -+-/Ç  +  ^ç  -  </(£<:, 
gx  +  fy  H-  cz  =  gç  -hfn  4-  ri;—  q£\-\-  «7  Q3  ^  » 

où  <7  est  une  quantité  arbitraire.  En  effet,  en  multipliant 
ces  équations  par  £,  y; ,  £  et  en  ajoutant,  on  obtient 

(a,  è,  c,/,  g-,  A)(|,  „,  Ç)  (.r,  j,  2) 
=  («,  6,  <?,/,#,  A)(Ç,  „,  i;)J  (note  III), 

et .  au  moyen  de  eette  équation  et  des  valeurs 


«'  ==  2  \ 

X 

y'  =  2m 

—  y 

z   =  2l 

—  z. 

on  forme  tout  de  suite  l'équation  (3)  (note  I\  ).  De  plus, 
en  multipliant  les  trois  équations  par  C  •  £  -,  03  et  en 
ajoutant,  on  obtient 


c'est-à-dire 
et  de  là 


kl  (note  V), 

z=l 


Cela  étant,  les  deux  équations  donnent,  en  remplaçant 
£  par  z, 

a%-\-  (A  —  fC)«  =  «*-*-  h'  +  {g  —  q£)z, 

(i  +  î([)?  +  ^  =  ^  +&/+  (/+7<£)z, 
et  de  là,  en  remarquant  que 

«*  —  (*  — ?CMA  +  *C)  =  C  +  '/'€'  =  C(i  +  '/'C)> 

on  obtient  très-facilement,   éliminant   successivement  vj 

1 1 . 


(  »64  ) 
et  5, 

ii  +  y'C)  ?  =  ('  -+-  r/;0  -r  +  ?4r  +  [if+  <û  <$) z> 

(i  +  72<£)  „  =  —  7«J?  4-  (i  —  7A  )  y  4-  (—  7£  4-  ?2  JF)  7. 
et  ensuite 

=  (i  +  2i//(-7,(§j^+2  7^'  4-  2  (  7/+  72  (23)  2 , 

(>  +  7'C)r' 

=  —  zqax  4-  (1  —  27A  —  72  (f)  j  +  2  (—  7g-  H-  72iF)  z, 

c'est-à-dire,  en  écrivant  z  =  2'  =  1,  les  valeurs 

/  (i+72CK 

\  =(H-  27A  —  ?SC)*  4-2767  +  2(7/+  7'©)» 

(4)  (i  +  î'C)/ 

1  =—  27«.r  -+-(i  —  27//  —  72  <£  )  j  +  2  (—  qg  4-  72/j, 
satisfont  idenliquemcnt  à  V équation 

(5)  (a,  fc,  <?,/,£,  //)(«',  r',  i)2  =  («,  b,  c,f,  g,  h){x,x,  0'- 
En  prenant  h  =  o ,  on  a 

<£  =  «è ,     i-  =  -  o/,     <$  =  -  bg, 
et  les  formules  deviennent 

(  1  4-  72  ab)  x'=  (  1  —  7-  «Z»)  a:  4-  2  76)-  4-  2  7  (  / —  qbg), 


r 

1  (i4-72fiô)/=—  2r/«j;+(i-  q'ab)y  —  zq(g+qaf), 

valeurs  qui  satisfont  identiquement  à  l'équation  (note  VI) 
ax'*  4-  2gx'  4-  /'  )  4-  (  V2  +  *//  ■+■  m') 


^'        \  =  (ax2-\-  igx  4-  /)  4-  (bj2  4-  afy  +  m), 

et  en  y  écrivant 

1  —  q2  ab 


_  =  y/i  -abr\ 
ab 


(  i65  ) 
on  obtient  des  formules  qui  correspondent  précisément 
aux  équations  données  par  Euler  pour  x  ,y  en  termes  de 
a,  b. 

Londres,  10  mars  1807. 
NOTES    DC     RÉDACTEUR. 

Note  I.  D'après  la  commode  notation  introduite  par 
M.  Cayley,  l'équation  (3)  développée  a  cette  forme 

ax'1  -+-  by'2  -+-  c'z"1  -+-  if  y'  z'  -+-  igx'z'  -+-  2  h  x'  y' 
=  ax2  -+■  by2  ■+-  cz2  -+-  ifyz  -h  2  gxz  4-  ihxy. 

Note  II.  Désignant  par  A  le  déterminant  de  chaque 
membre  de  l'équation  (3)  ,  on  a 

k  =z  abc  —  af2  —  bg2  —  ch2  4-  ifgh ; 

prenant  les  dérivées  de  h  successivement  par  rapport  à 
chacune  des  six  lettres  a,  b,  c,f,  g,  h,  on  a 

%=bc-f\      ffr  =  ac-g2,      <&  =  ab-h2, 

Note  III.  Cette  notation  développée  donne 

x{a%  +  hn-i-gK)  +  X  (AÇ4-  bn  +/X)  4-  z{gl  +f*  4-  cç) 
—  aV^-brf  -hc'Ç  4-  2/»Ç+  affR'-H  ihÇn. 

Note  IV.  Remplaçant  dans  la  dernière  équation  res- 
pectivement x, y,  z  par  i\ — x\  ir> — y\  iÇ  —  z',  on 
obtient 

*  (a%  +  hn  +  gÇ)  +y  (ht+  bn+J%)  +  *  (gï  +fn  +  cÇ) 

=  aÇ2-+-  bn2  -\-cV+  if  ni  4-  2g£Ç  +  ihl-n. 

Note    V.    Exécutant    les    opérations    indiquées,    on 


(   t66  ) 
trouve 

x(a(fl>-t-h£-hg<l)  +  J  (/'<©  +  *!+/€) 

=  ?(fl©  +  Ai+^C)  +-»  {h<3-hb£+/d) 

or 

£<©+//+*<£  =  *; 
donc 

/(z  —  k'Ç,      z  =  Ç,      z  =  zÇ— -z'  =  2z —  z', 
donc 

Z  =  s\ 

TVbte  Z7/.  Faisant 

z  =  z'  =  i  ,      /i  =  o, 

l'équation  (3)  prend  la  forme 

axn  +  -zgx'  -h  by"  -f-  if  y'  +  c' 
=  «.z2  -I-  2g.r  -+-  £j2  +  ify  -+-  c. 
Faisant 

c  =  q'  =  l  -\-  m  , 
on  obtient 

(ax'1  +  2 gx'  -+-  l' )  -+-  (£y'2  +  2^'  -+-  »»') 
=  (ax2  +  zgx -h  l)  ~\-(bjr7  +  ify  -h  m). 


SOLUTION  ET  GÉNÉRALISATION  DE  LA  QUESTION  252 

(voir  t.  X,  p,  18ï); 

Par  M.   E.   PROUHET. 


La  question  232  a  déjà  été  résolue  d'une  manière  très- 
remarquable  par  M.  Tardy  (t.  XI,  p.  345).  Pour  me  con- 


(  Wfc  ) 
formel1  au  désir  exprimé  par  ce  savant  professeur  (  i.  XI, 
p.  354)  •>  je  vais  donner  ma  propre  solution  avec  les  sim- 
plifications qui  résultent  d'un  point  de  vue  un  peu 
plus  général  auquel  j'ai  été  amené  par  de  nouvelles  ré- 
flexions. 

1.  Soient  Aj,  A8,...,  A„,  n  points  distribués  comme 
on  voudra  dans  un  plan,  et  concevons  ces  points  liés  par 
des  droites,  savoir  le  point  At  au  point  A2,  celui-ci  au 
point  A3,  etc.,  et  enfin  le  point  A„  au  point  At.  Nous  ob- 
tiendrons un  polygone  rentrant,  d'une  forme  d'ailleurs 
quelconque. 

Je  désignerai  par  Pj  l'aire  de  ce  polygone  5  par  P2  l'aire 
du  polygone  "obtenu  enjoignant  les  milieux  des  côtés  con- 
sécutifs du  premier,  etc. 

2.  Prenons  maintenant  des  axes  rectangulaires,  et  dé- 
signons par  xXi  y '%.-,  xs,  ^2,  etc.,  les  coordonnées  des 
points  At ,  A2 ,  etc. 

Posons  en  outre 

ï«^[ila+i]  +  [aj«  +  .a]  +  ...'+[/»,aj. 

Ces  fonctions  jouissent  de  propriétés  qu'il  suffit  d'indi- 
quer, parce  qu'elles  sont  bien  connues  ou  d'une  démons- 
tration facile.  Ainsi  l'on  a 

[a,   ?]  =  -[?,«]» 
[a,  a]  =  o, 

V  V 

-n — o»  —  —   ^c.  1 
Sw  =  0      si      «=2w, 
2W  =  —  2W_  1      si      //  =  2  w  —  1 . 

Enfin  les  coordonnées  ?  et  n  d'un  sommel  eje  P*  sont 


(  i68  ) 
donnés  par  les  formules  symboliques 

dans  lesquelles ,  après  le  développement  du  second  mem- 
bre, il  faut  remplacer  les  exposants  par  des  indices. 

3.  Ces  préliminaires  admis,  il  est  facile  de  démontrer 
le  théorème  suivant  : 

//  existe  une  relation ,  indépendante  du  mode  de 
distribution  des  points  Ax ,  A2,...,  A„,   entre  P.,  P2, 

P3 , . . .  et  Pw ,  w  désignant  -  ou selon  que  n  est  pair 

°  2  2 

ou  impair. 

En  effet,  on  a  d'abord  pour  l'aire  du  premier  poly- 
gone [voir  t.  XV,  p.  3y3) 

P,  =i.Z,=r  AiZ,. 

2 

Pour  obtenir  P2 ,  il  suffira  de  changer  dans  cette  for- 

1  x\  H~  xi      Xi  "+"  ^3 

mule  xt ,  ^, ,  x2,  /2,  etc.,  en ?  >  etc.,  en 

en  sorte  que  P2  sera  une  somme  d'expressions  telles  que 
les  suivantes 

1  X.+^j     J2+J3          1/+/1    x7-\-xz 
—  • •  J 

2  2  2  2  2  2 

dont  le  développement  ne  fournira  que  des  termes  de  la 
forme  a  [1 ,  2]  ou  &  [1 ,  3  ].  On  pourra  donc  écrire 

P2  =  B,  2,  -f-  Bj  12  f 

Bj ,  B2  étant  des  coefficients  numériques  indépendants  iles 
coordonnées. 


(  '69) 
4.   En  continuant  de  cette  manière,  on  aura  les  éga- 
lités suivantes  : 

(i)  P^A,*., 

(2)  P,  =  B,  2,  H-B,Z2, 

(3)  Ps  =  Cl2,  +  CÏ22-+-C32Î, 


(w)  Pà,  =  Ll21+LJ2, -f-L32s+»- .  +  I*m.Swj 

auxquelles  il  faudra  joindre,  suivant  les  cas, 

(w  +  l)  2U  =  o      OU      Iv= —  2w-i   (*). 

5.  La  loi  des  coefficients  qui  entrent  dans  ces  équations 
est  assez  compliquée ,  mais  il  suffit,  pour  notre  objet,  de 
remarquer  que  ceux  que  nous  désignons  par  Ai ,  B2 , 
C3,...,  Le,  ne  sont  pas  nuls.  On  trouve  en  effet 

1  III  III  r»-111 

A, —  —5       B2  —  —._._,      C3  —  ~ *7'7'       D« —  ~'q'g'>"" 

2  2      2      2  244  20O 

Il  résulte  de  cette  remarque  qu'on  pourra  toujours  éli- 
miner entre  ces  w  -+-  1  équations  les  quantités  2j ,  22,..., 
2W  qui  sont  au  nombre  de  w.  Le  résultat  de  cette  élimi- 
nation sera  la  relation  entre  P1,P2,...,PW  dont  l'exis- 
tence était  à  démontrer. 

Cette  relation  sera  d'ailleurs  linéaire  et  de  la  forme 

(R)  P,H-  A,P2-h  A3P3  +  .  .  .+  AuPu=o. 


(*)  -2,,  -  Za,  etc.,  expriment  les  surfaees  des  polygones  obtenus  en 
joignant  de  deux  en  deux,  de  trois  en  trois,  les  sommets  de  P,.  Par 
exemple  l'égalité  (2),  dans  laquelle  R,  =  -ri  B,  =  -■>  peut  s'écrire  ainsi 

P,      Q 

P,=  --+-r' 

a       '1 

Q  désignant  l'aire  du  polygone  obtenu  en  joignant  de  deux  en  deux  les 
sommets  de  P, . 


(  l7°  ) 
G.  Pour  trouver  les  coefficients  A2 ,  A3,...,  Aw  ,  soit  À 

k' 

un  entier  au  plus  égal  à  n,  et  désignons  par  —  la  fraction 

k 
irréductible  équivalente  à  -•  Prenons  pour  P4  un  poly- 
gone régulier  étoile  de  n1  côtés  et  dont  l'angle  au  centre 

,      ,    ,    ik'  ir     ^,1  *  »i  ,    , 

est  égal  a  — ; —  Ce  polygone  pourra  être  assimile  a  un 

polygone  de  n  côtés,  en  considérant  son  périmètre  comme 
un  fil  non  interrompu  qui  se  serait  enroulé  h  fois  autour 

de  ses  sommets ,  h  représentant  le  quotient  —  • 

Pt  étant  régulier,  il  en  sera  de  même  de  P2 ,  P3 ,  etc. 
Chacun  de  ces  polygones  est  composé  de  n  triangles  ayant 
le  centre  du  polygone  pour  sommet  commun. 

Or  la  comparaison  des  triangles  élémentaires  de  Pt  et 
de  P2  donne  aisément 

k'ir       _        „k_K 
n 


P2  =  P, 

cos2 

n' 

=  P 

i  cos2 

on 

trouvera 

de  même 

P 

3  =  Pj  cos' 

n 

=  P, 

cos1 

kit 

k  -k        „  kir 

P,  =  P3  COS2 =  P,  COS"  : 

n  n 


kir         '  ,/■,, ,    k 7t 

Pw  — Pw_,cos2  —  =  P,  cos^w    °  — 
n  n 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  relation  (R),  après 
qu'on  aura  supprimé  le  facteur  commun  P,  et  remplacé 

cos2  —  par  x.  donnera 

(E)  i  +  Atx  +  A,  ac1  -h.  ■  .  H-  Aw  *w— '  =  o . 

/  étant  l'un  quelconque  des  nombres  i,  2,3 W  —  l, 


(  171   ) 

il  en  résulte  que  1  équation  (E)  admet  pour  racines 

77  lit  3  7T  (m  I  )  7T 

COS5  -  •>        COS'  — -  j        COS2  )••'•}        cos2  • 

n  n  n  n 

Or  on  trouve  une  équation  qui  admet  ces  mêmes  ra- 
cines lorsque  Ton  égale  à  zéro  le  développement  de  sin  fia 
en  fonction  de  cosa,  après  y  avoir  remplacé  cosa  par  x. 
Cette  équation  est  la  suivante  : 

(£)  H-  &>)&  -t-  -X,.r2  +...-+-  A>u.xM~x  =  o, 

JUS ,  -l)3,...,  ohou  étant  des  fonctions  de  n  comprises  dans 
l'un  des  types 

(«'—  2a)  (/!'  -  42)-  ■   ■    [*2  -  h.P—  2)2] 
2.3.  .   .   (if  —   l) 
OU 

(n'  —  i»)  (^  — 32).  ..[rf~(2p—3y] 

1.2.3...  (a /j  —  2) 

suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

Les  équations  (E)  et  (£)  ont  donc  les  mêmes  racines  et 
doivent  être  identiques.  Par  conséquent,  on  aura 

A,  =  X21      A3=  <JW»  •  •     • 

7.  Ainsi  les  deux  égalités  qui  constituent  la  ques- 
tion 232  se  trouvent  démontrées  et  de  plus  généralisées, 
de  telle  sorte  qu'elles  expriment  une  propriété  qui  ap- 
partient à  n  points  distribués  comme  on  voudra  dans  un 
plan ,  propriété  qui  ne  dépend  que  du  nombre  de  ces 
points. 


(  *72  ) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  349 

(voir  t.  XV,  p.  407); 

Par  le  P.  H.   ROCHETTE, 


Si  une  équation  du  troisième  degré  et  sa  dérivée  ont 
toutes  leurs  racines  rationnelles ,  les  racines  a ,  b ,  c  de 
la  première  seront  données  par  les  formules 

a  ■=  m  -+-  h ,      b  =  mu-  -f-  h  ,      c  =  2  w«  +  hy 

m ,  h  et  u  étant  des  nombres  rationnels.      (Prouhet.  ) 

Soient  donc  a ,  Z> ,  c  les  trois  racines  de  l'équation 
donnée 

r  +  P.t,+  Q>;  +  R  =  o. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  ra- 
cines de  la  dérivée  soient  rationnelles  est  exprimée  par  la 
relation 

P  _  3  Q  =  C*. 

Si  nous  y  remplaçons  P  et  Q  par  leurs  valeurs  en  fonction 
des  racines,  elle  prendra  la  forme  suivante  : 

{a  —  by  +  [a  —  c)  {b  —  c)  =  C2, 

et  cette  relation  entre  les  trois  racines  a  ,  b  ,  c  suffit  pour 
qu'on  puisse  les  mettre  sous  la  forme  indiquée. 

En  effet ,  si  nous  éliminons  m  et  h  entre  les  trois  équa- 
tions 

a  =  m  •+■  ht     b  ■=.  mu?  -+-  h ,     c  =  2  mu  -+■  h , 

nous  obtiendrons  une  équation  du  second  degré  en  u 

{a  —  c)  u2  —  2(«  —  b  )  n  —  (  b  —  c)  =  o, 


(  »73  ) 
qui  donnera  pour  u  des  valeurs  rationnelles  toutes  les  fois 
que 

(a  —  b)-  H-  («  —  c)(b  —  c) 

sera  un  carré  parfait.  On  pourra  donc,  dans  ce  cas-là, 
trouver  aussi  pour  m  et  h  des  valeurs  rationnelles,  et 
exprimer  les  trois  nombres  rationnels  a  ,  b ,  c  au  moyen 
des  fonctions  indiquées  de  m,  /z  et  u. 

Le  problème  a  deux  solutions  dans  le  cas  où  P2  —  3Q 
n'est  pas  nul,  et  une  seule  dans  le  cas  contraire. 

On  démontrerait  très-facilement  que  réciproquement 
lorsque  les  trois  racines  a,b,c  d'une  équation  du  troi- 
sième degré  sont  données  par  les  formules 

a  =  m  -f-  h ,      b  =  mu2  -+-  h  ,      c  =  2  //*//  -|-  A , 
les  racines  de  la  dérivée  sont  rationnelles. 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  3»3  ET  354 

(voir  t.  XV,  p.  464); 

Par  M.   L.   BOURDELLES, 

Élève  au  lycée  Saint-Louis  (  classe  de  M.  Briot). 


Question  353. 

Soit  ABCD  un  quadrilatère  coupé  par  une  transversale 
en  a.  sur  le  côté  AB  et  en  /3  sur  le  côté  opposé  CD  ;  soient 
a'  le  conjugué  harmonique  de  a  par  rapport  aux  points 
A,  B,  et  (3'  le  conjugué  harmonique  de  (3  par  rapport  aux 
points  C,  D;  menons  la  droite  a'jS',  faisons  une  con- 
struction analogue  sur  les  côtés  opposés  AC,  BD  et  sur 
les  diagonales  AC,  BD  :  les  trois  droites  passent  par  le 
même  point.  (de  Laffitte.) 


(   «7-1  ) 


Je  désigne  le  point  d'intersection  de  la  sécante  avec 

BC  par  7,  et  par  7'  son  conjugué. 
AD—   S,      —     p'  — 

AC  —    6,      —      s'  — 

BD  —  »,      —     V  — 

Les  droites  DB,  dot  se  coupent  en  un  point  m  5  je  le  joins 
aux  points  a'  et  â'  ainsi  qu'au  point  A.  Les  deux  droites 
ma',  me'  ^  étant  conjuguées  de  la  droite  dm  par  rapport  aux 
mêmes  droites  DB  ,  Ar?,  doivent  se  confondre,  c'est-à-dire 
que  la  ligne  â'  a.'  passe  par  le  point  ri.  On  verrait  de  la 
môme  manière  que  la  droite  fi' y'  passe  aussi  par  le 
point  y. 

Un  raisonnement  semblable  montrerait  que  les  droites 
a'y',  d'[i'  passent  par  le  point  e  et  que  les  droites  r/  rp ', 
x'  e'  passent  par  le  point  y. 

Or  dans  le  quadrilatère  x'y'fi' d'  les  diagonales  a'fi', 
d'y'  se  coupent  en  un  môme  point  O ,  pôle  de  me.  De  môme 


1  '75  ) 
dans  le  quadrilatère  x's'ft'y'  les  diagonales  a(5  ,  y/e'  se 
coupent  en  un  même  point  situé  comme  le  point  O  sur 
a  '(3'  qui  est  une  diagonale  commune  à  ces  deux  quadri- 
latères. Ce  point  d'intersection  est  le  pôle  de  la  droite  ny. 
Mais  ces  deux  droites  y;-/,  r,î  coïncident:  donc  le  point 
d'intersection  des  droites  a'/5',  r'z'  est  le  même  que  celui 
des  droites  a '{3',  ^'7',  ce  qui  démontre  le  théorème. 

k  On  pourrait  simplifier  la  démonstration  en  remar- 
»  quant  que  deux  côtés  quelconques  de  l'hexagone  formé 
»  par  les  six  points  a,  (5  ,  y,  d ,  s,  n  sont  divisés  homo- 
»  graphiquement  par  les  quatre  autres;  il  en  résulte  que 
»  les  diagonales  qui  joignent  les  sommets  opposés  passent 
»   par  un  même  point.  »  {Géométrie  supérieure,  n°414.) 

Remarques.  Les  six  points  a',  (3',  y',  ô',  e',  r/  sont 
toujours  sur  une  même  conique ,  car  les  côtés  opposés  de 
l'hexagone  dont  ces  six  points  sont  les  sommets,  se  cou- 
pent sur  une  même  droite  qui  est  la  sécante. 

Si  la  sécante  s'éloigne  à  l'infini,  on  retrouve  ce  théo- 
rème : 

La  ligne  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  d'un 
quadrilatère  et  les  lignes  qui  joignent  les  milieux  des 
côtés  opposés  se  coupent  en  un  même  point. 

Ce  point  divise  chacune  d'elles  en  deux  parties  égales. 

On  aurait  pu  déduire  aussi  ce  théorème  du  théorème 
proposé  en  faisant  la  perspective  de  la  figure  de  manière 
à  envoyer  la  sécante  à  l'infini,  en  employant  le  procédé 
décrit  par  M.  Poncelet.  (  Propriétés  projectiles,  page  54-  ) 

Question  354. 

On  déduit  ce  théorème  de  la  proposition  3o3  par  les 
polaires  réciproques.  Les  deux  théorèmes  sont  corréla- 
tifs  [voir  p.  24). 

Remarque.  Si  1  on  suppose  que  le  point  s'éloigne  à  l'in- 
fini sur  une  droite  quelconque,  on  trouve  ce  théorème  : 


i  «76  ) 

Si  dans  un  quadrilatère  on  mène  une  transversale 
quelconque  et  qu'on  joigne  le  sommet  A  au  milieu  du 
segment  intercepte  sur  la  sécante  par  les  côtes  AB,  AD 
aboutissafit  à  ce  sommet  ;  si  l'on  fait  la  même  construc- 
tion par  rapport  au  sommet  opposé  B,  les  deux  droites 
ainsi  obtenues  se  coupent  en  un  certain  point.  En  opé- 
rant de  même  par  rapport  aux  sommets  B  et  C  ainsi  que 
par  rapport  aux  points  de  concours  des  côtés  opposés, 
les  trois  points  d'intersection  sont  en  ligne  droite. 

On  peut  également  déduire  ce  théorème  en  faisant  la 
perspective  de  la  figure  sur  laquelle  est  fondée  la  ques- 
tion 354. 

Note.  M.  Richard  Oxamendi  adresse  une  solution  aussi 
fondée  sur  des  considérations  segmentaires. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  359 

'voir  t.  XVI,  p.  58); 

Par  M.  L.  BOURDELLES, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Briot). 

Une  surface  de  révolution  étant  engendrée  par  la  ré- 
volution d'une  conique  autour  d'un  axe  principal ,  tout 
plan  mené  par  un  foyer  O  de  la  conique  coupe  la  sur- 
face suivant  une  conique  qui  a  le  même  point  O  pour 
foyer  (*).  (Môbius.) 

Soit  DD'  l'intersection  du  plan  sécant  et  du  plan  po- 
laire du  point  O.  Je  dis  que  le  point  O  est  le  foyer  de  la 
section  et  que  DD'  est  la  directrice. 

(*)  MM.  Persoz  et  Clery  donnent  une  solution  analytique  et  font  la 
bonne  observation  que  l'axe  principal  doit  être  l'axe  à  foyer.  M.  Poupe- 
let,  élève  de  M.  Amiot  (lycée  Napoléon),  adresse  une  solution  analytique 
et  {féoni étriqué;  de  même  M.  A.  Rainbaux.  Tm. 


(  '77  ) 
Pour  le  démontrer,  j'abaisse  du  point  M,  pris  d'une 


manière  quelconque  sur  la  courbe,  une  perpendiculaire 
MP  sur  son  axe,  lequel  va  rencontrer  DD'  au  point  D.  Il 
suffit  de  faire  voir  que 

OM 

— -  =  constante. 
DP 

Or,  en  abaissant  du  point  P  la  perpendiculaire  PI  sur  le 
plan  polaire,  on  aura 

DPDO 

PI  ~~  ô~h" 

Mais  si  je  considère  le  méridien  de  la  surface  passant 
par  le  point  M,  sa  trace  sur  le  plan  polaire  est  la  direc- 
trice de  la  conique  méridienne,  et  comme  la  distance  du 
point  M  à  cette  directrice  est  égale  à  PI,  on  aura 

OM 

— —  =  Ar  =  constante. 

Donc,  en  remplaçant  PI  par  sa  valeur  dans  l'égalité  (ï), 
il  viendra 


DP 


I 


DO 


OM  =  *XÔH  =  COnSlanfe' 


car  les  longueurs  DO,  OH  ne  varient  pas  quand  le  point 
M  se  déplace  sur  la  courbe. 
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QUESTIONS. 


372.  Un  triangle  ayant  pour  sommets  les  deux  foyers 
d'une  conique  et  le  troisième  sommet  sur  la  circonférence 
de  la  conique,  trouver  les  lieux  géométriques  des  trois 
points  suivants  :  le  centre  du  cercle  circonscrit,  le  centre 
de  gravité,  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs,  et 
déterminer  le  degré  de  l'enveloppe  de  la  droite  qui  ren- 
ferme ces  trois  points. 

373.  Soit  une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers 
et  le  premier  terme  ayant  pour  coefficient  l'unité  ;  si  les 
modules  de  toutes  les  racines  sont  égaux  à  l'unité,  toutes 
les  racines  de  l'équation  sont  des  racines  de  l'unité. 

(Hermite.  ) 

374.  Soient 

(a,    p,    y),      (a',   fi',  y'),      \x  -+-  ?y  +  vz  =  O 

les  coordonnées  de  deux  points  et  l'équation  d'une  droite 
situés  dans  le  même  plan.  Posons 


a,    b,   c 


*,  v,  z 
a,  p,  7 
«',   ?',  y' 


X, 

.>'» 

z 

«', 

P'> 

i 

ff, 

b, 

c 

mv  —  f2  =  o  est  l'équation  d'une  conique  qui  passe  par 
les  deux  points  et  touche  la  droite;  «,  A,  c,  s  sont  des 
constantes  arbitraires.  (Cayley.) 

Observation.  On  fait  usage  ici  de  la  notation  de  Hesse  ; 
les  coordonnées  d'un  point  dans  un  plan  sont  exprimées 


P 


y . 


par  les  formes  -  ■>  -5  -■>  -;   on  revient  à  la  notation  vul- 

7    7     z     z 


gaire  en  fusant 


(  '79  ) 
dans  l'équation  v ,  la  constante  s  multiplie  le  déterminant. 

37o.   Deux  cercles  concentriques   ayant  pour   rayons 

/'  et  ry— i  se  coupent  à  angle  droit.  Démontrer  et  expli- 
quer ce  résultat  d'apparence  paradoxale. 

376.  Sur  toute  surface  du  troisième  degré,  ou  peut 
trouver  vingt-sept  droites. 

377.  Soient  AAX ,  BBj ,  CQ  les  trois  perpendiculaires 
abaissées  des  sommets  d'un  triangle  ABC  respectivement 
sur  les  côtés  opposés  5  considérons  le  triangle  At ,  B,  ,  Ct  ; 
soient  A2  le  point  où  Bj  d  coupe  AAJ  ;  B2  le  point  où 
A,  d  coupe  BB!  ,  C2  le  point  où  At  B,  coupe  CC,  5  consi- 
dérons le  triangle  A2  B2  C2  ;  soient  A3  l'intersection  de 
B2  C2  avec  AA,  ;  B3  l'intersection  de  A2  C2  avec  BB,,  et 
C3  l'intersection  A2B2  avec  CC,;  et  ainsi  de  suite. 

a  =  O,       3=0,       7=0 

étant  les  équations  des  côtés  BC,  AC,  AB  du  triangle, 
l'équation  de  A„  B„  sera 

a  cosA  H-  S  cosB  —  w„y  cosC  =  o 
ou 

w„_,  4-  2  /;/„_.  +  2  m,  +  2 


m,  =  1  , 


d'où 


2™  —  1  22"-M  +  I 

l'équation  de  A^B^  est  donc 

x  cçs  A  +  (3  cos  B  —  27  cosC  =  o  ; 

de  même  pour  les  côtés  B„  C„,  A„  C„. 

i°.  La  droite  AA,  bissecte  l'angle  B„  A„C„;  de  même 
les  droites  BB, ,  CCj. 

2°.  Toutes  les  droites  A„  B„  passent  par  le  même  point  ; 

12. 


(  i8»  ) 
de  même  les  droites  A„C„ ,  B„  C„5  et  ces  trois  points  sont 
sur  une  même  droite. 

(E.  Harrisok  ,  B.  A.  Trin.  Coll.  Cambr.  ) 

378.  Deux  droites  fixes  A ,  A'  et  deux  points  fixes  0,0' 
sont  donnés  dans  un  même  plan.  Une  molécule  M  par- 
court la  première  droite  avec  un  mouvement  représenté 

par  l'équation 

e=  a  +  bt7 

et  une  molécule  M'  parcourt  la  seconde  droite  A'  avec  un 
mouvement  représenté  par  l'équation 
e  =  a'  4-  b'  t\ 

e  désigne  l'espace,  t  le  temps  et  a,  b,  a1,  b'  sont  des 
constantes  données.  S  et  S'  étant  deux  positions  simulta- 
nées des  deux  molécules  ,  on  demande  :  i°  de  trouver  l'é- 
quation du  lieu  géométrique  de  l'intersection  des  deux 
droites  oS,  o'S';  20  l'équation  de  l'enveloppe  de  la 
droite  SS' ;  3°  de  démontrer  qu'il  existe  une  relation  ho- 
mo graphique  entre  les  points  S  et  S'. 

379.  Mêmes  données  géométriques;  le  mouvement  du 
point  M  est  donné  par  l'équation 

c  —  at 
et  celui  du  point  M'  par 

et  =:  a'  ; 

on  demande  de  trouver  :  i°  l'équation  du  lieu  géométrique 
de  l'intersection  des  droites  oS,  oS' ;  20  l'équation  de 
l'enveloppe  de  la  droite  SS'  5  3°  de  démontrer  qu'il  existe 
entre  les  points  S  et  S'  une  relation  OUinvolution. 

380.  Soient  donnés  un  angle  trièdre  trircctangle  de  som- 
met S  et  un  point  quelconque  O  par  lequel  on  mène  un  plan 
P  coupant  les  faces  de  l'angle  suivant  ABC;  trois  paral- 
lèles aux  côtés  du  triangle  et  passant  par  le  point  O  par- 
tagent   ce    triangle   en    trois    parallélogrammes   el    trois 


triangles  5  p  ,  p',  p"  étant  les  aires  des  parallélogranuiies, 


/?JsinJ(SA,  P)      //2sin2(SB,  P)       ///2sin'  (SC,  P) 
i         i  i  \  2  i 


^       p'       p" J   sin2  (SO,  P)' 

(SA,  P)  est  l'angle  de  la  droite  SA  et  du  plan  P,  p  est 
l'aire  du  parallélogramme  ayant  l'un  de  ses  sommets  en 
A  ;  de  même  p'  a  un  sommet  en  B  et  p"  en  C. 

Lorsque  le  point  O  est  extérieur  au  triangle  ABC ,  il  y 
a  un  changement  de  signes  à  faire  dans  le  second  membre. 

(Manwheim.) 

381.  Représentons  par  2/;  la  somme  de  tous  les  divi- 
seurs de  p ,  l'unité  et  p  compris.  Soient  i ,  d{ ,  d.2 ,  <73,. .. , 
m  tous  les  diviseurs  du  nombre  m.  Faisons 

m  m  m        .         m  m 

—  =*»,     —  =  8lt     —  =  d?,      —  =*,,...,      -=i; 

i  dx  d2  «j  ni 

on  aura  cette  identité 

Il  +  dtldt  +  rf,2d,  H-  rf3  2*&  +. .    +  i»2m 

=  —  Si  -f-  [Stfld,  +  (*2)î2rf*+(^),Srf3-+-.  •  ■+  I2W 

où  2  i  =  i . 

Exemple. 

m  =  6 ,     <Y,  =  2 ,     c/2  =  3 , 
2rf,  =  3,     2rf2  =  4,     26=12, 

(î,    =   3  ,  (J;   =    2  , 

i  +  2. 34-3. 4  +  6. 12  =  36. 1+9. 3+  Î-4+  12  =  91; 

l'identité  peut  s'écrire  ainsi  d'une  manière  abrégée 

l{dld)=l[Sild). 

(J.   LlOUVILLE.) 

382.  So\lf(x)  une  fonction  algébrique  de  x  et  soient 
1 ,  (iy  ,  r/,  ,  <7, ,...,  m  tous  les  diviseurs  de  m.  Remplaçant 


(   i8a  ) 
x  par  tous  ces  diviseurs  ,  posons 

/(0  +/K )  +/(*)  ■+-•••  +Am)  =  F  ("<  )• 

Soient  parmi  ces  diviseurs  an  a2 ,  a3,...,  ap  «Oi/5  les 
nombres  premiers  facteurs  de  m;ona  l'identité 

/{m)=FW_ïF(0+ïF(i)-îF(-S-). 


-4-... 
'  \a,/  \a,  a2/  ya,a2a3/ 

OU 


,(.=_)  =  F  (-=-Uf(-!1.)+f(.=-) 

\a,  a,/  \axu-,J  \a,  a3  /  \a,  a4  / 


(—  )+Fl—  ) 

a2  a3/ 


2F(_^-)=F(^-UF(-^_U.... 

La  loi  est  en  évidence.  (  J.  Liouville.  ) 

383.  Soient  donnés  dans  un  même  plan  :  i°  une  courbe 
algébrique  par  une  équation  de  degré  «  ;  2°  un  triangle 
dont  les  côtés  sont  donnés  par  les  trois  équations  linéaires 

p  =  o ,      <7=o,      /-=o; 

d'un  point  quelconque  M  pris  sur  la  courbe,  abaissons 
sur  les  côtés  du  triangle  p,  q,  r  respectivement  les  per- 
pendiculaires P,  Q  ,  R  j  construisons  une  seconde  courbe 

p      Q 
dont  les  points  aient  pour  coordonnées  - •>  -  ;  démontrer  : 

i°  que  la  seconde  courbe  est  aussi  de  degré  n  ;  i°  que  l'é- 
quation de  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  deux  points 
correspondants  M,  m  des  deux  courbes  est  de  degré  a/*. 

384.  La  droite  qui  joint  les  extrémités  des  deux  ai- 
guilles d'une  montre  ordinaire  change  à  chaque  instant 
de  longueur  el  de  direction:  trouver  l'équation  de  la  ligne 


(   &  ) 
décrite  par  le  milieu  de  celle  droite  et  la  loi  du  mouve- 
ment. 

385.  Mêmes  données  :  trouver  l'équation  de  l'enveloppe 
de  la  droite. 

386.  Le  produit  de  trois  nombres  entiers  consécutifs 
ne  peut  être  ni  un  carré  ni  le  double  d'un  carré  (*). 

(Faxjre.) 

387.  Lorsque  les  coefficients  de  l'équation  générale 
du  quatrième  degré 

(iv'  -4-  4  bx3  -+-  6  ex2  •+-  ^dx  -+-  e  =  o 

ont  entre  eux  la  relation 

ace  +  2  bed  —  ad-  —  cb-  —  cJ  =  o, 

c'est-à-dire  lorsque  l'invariant  cubique  de  la  fonction  du 
quatrième  degré  est  nul,  l'expression  algébrique  des  ra- 
cines de  l'équation  ne  contient  pas  de  radical  cubique. 

(Fattre.) 

388.  m  droites  sont  données  dans  un  plan,  ainsi  qu'un 
point  A.  Soient  («,&)  le  point  d'intersection  de  deux  quel- 
conques de  ces  droites  a,  b,  et  B  la  droite  conjuguée  har- 
monique de  la  droite  qui  passe  par  A  et  (a,  b)  relati- 
vement aux  deux  droites  a  et  b.  jNous  aurons  dans  le  plan 

-m  (m  —  i)  points  (a,  b)  et  autant  de  droites  B.  On  de- 
mande :  i°  de  démontrer  que  par  ces  -  m  (m  —  i)  points 

on  peut  toujours  mener  une  courbe  de  degré  m  —  i  qui 
touche  les  droites  B  en  ces  points  (a,b)]  i°  donner  l'équa- 
tion de  cette  courbe  ;  3°  appelant  A  la  courbe  ainsi  con- 
struite, considérons  une  autre  courbe  B  tracée  au  moyen 
d'un  second  point  A'  de  la  même  manière  que  la  précé- 
dente; du  point  A  ,  on  peut  mener  [m  —  i)  [m  —  i  )  tan- 

(*)  Le  produit  do  tant  do  nombres  consécutifs  qu'on  veut  nepentêtrq 
une  puissance  parfaite  d'aucun  nombre  Tm. 


(  '84  ) 
gentes  à  la  courbe  B,  par  le  point  A'  on  peut  en  mener 
autant  à  la  courbe  A  :  on  a  ainsi  2  [m  —  1)  (m  —  2)  points 
de  contact  qui  sont  sur  une  courbe  de  degré  m  —  2  ; 
4°  donner  l'équation  de  cette  courbe.  (Faure)  . 

389.  La  somme  des  carrés  des  coefficients  de  (k  -f-  i)r, 

r  étant  entier  positif,  est  égal  à  j—Ai  'es  crochets  désignant 

des  produits  continuels.  Exemple 

r=3, 

alors 

1.2.3.4-5.6 

(I.2.3)2 

(Lagrange.  ) 

390.  Soit  AEFD  un  rectangle;  de  F  on  abaisse  une 
perpendiculaire  FG  sur  la  diagonale  DE  ;  par  G  on  mène 
une  parallèle  au  côté  EF  rencontrant  le  côté  AE  en  C  et 
une  parallèle  GB  au  côté  DF  rencontrant  AD  en  B.  Fai- 
sons 

EF  =  /h,      DF  =  «,     VE  =  d,     ¥G  =  h, 

CG  =  b,      BG  =  c,      DG— /,      EG  =  g, 
on  a 

i         *.        2. 
h3  =  bcd,     d3  =  b3  -h  c3 ,     d2  —  b'  —  c-  =  3/g. 

(H.  Montucci  ,  professeur  au  lycée  Saint-Louis.  ) 


SOLUTION  ET  GÉNÉRALISATION  DE  LA  QUESTION  365 
(SYLVESTER) 

(voir  t.  XVI,  p.  126)  ; 

Par  M.   E.   PROUHET . 

Le  théorème  de  M.  Sylvester  est  un  cas  particulier  du 
suivant  : 

Si  a  et  b  sont  deux  nombres  entiers,  b  étant  moindre 


(  i85  ) 
que  a  ou  au  plus  égal  à  a ,  la partie  entière  de 

(a  -f-  sja1  -f-  2  bym+' 
est  divisible  par  2"l+1 . 
Je  pose ,  pour  abréger, 

R  =  a  -f-  s/a7  +  2  6 
et 

R"  =  A„  +  B„  y/"2  4-.  2  /> , 

en  sorte  qu'on  aura 

A,  =  a,      B,  =  i . 

La  partie  entière  de  R  étant  ia ,  on  voit  que  le  théorème 
est  vrai  pour  m  =  o.  Sa  vérité,  dans  tous  les  cas,  résulte 
des  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  Si  A2m+1  et  B2m+i  sont  divisibles  par  2', 
A2,„+3  et  B2,„+3  seront  divisibles  par  a*"*"1. 

En  effet ,  on  a 

==  (A2m+I  +  B2m+I  \ja-  -f-  ai)  (2a2  +'a4  +  aa  V*2  +  26)' 
d'où  l'on  déduit 

A2m+3  =  (2a2  4-  26)  A2m+l  +  2a(a2  -h  26)B2„i+1, 
B2w+3  =  2  rt  A 2m+,  H-  (  2  rt2  -f-  2  b  )  B2m+1 , 

égalités  qui  rendent  la  conclusion  évidente. 

Corollaire.  Aj  et  Bx  sont  divisibles  par  2  :  donc  Aiin+i 
et  B9m+1  sorc/  divisibles  par  2'". 

Théorème  IL   Za  partie  entière  de  R2"'+1  etf  2  A2„1+1  • 
En  effet,  R  étant  racine  de  l'équation 

(1)  x2 —  lax — 263=0, 

R2'"+1  sera  racine  de  l'équation 

(2)  .r5  —  2A3m+,  x  —  22n'-+-'  b-m+i  —  o, 

car  la  somme  des  [im  -f-  1) "'""'  puissances  des  racines  de 


(  '86  ) 
l'équation  (i)  est  a  A2„1+1 ,  et  le  produit  de  ces  puissances 
est —  (2^)2m+1. 

En  résolvant  l'équation  (  2)  ,  on  aura 


R>-+'  =  A2m+I  H-  s/A;m+l  +  2J'"+'  6*" +' . 
Il  faut  donc  démontrer  que  l'on  a  en  général 

r,?m+l    kim+l   <  o  A 

J.  U  _    2.  A2BI+I» 

Cette  inégalité  est  déjà  vérifiée  pour  m  =  o,  et  nous 
allons  faire  voir  que  si  elle  a  lieu  jusqu'à  un  certain 
nombre  m9  elle  aura  encore  lieu  pour  m  -f- 1 . 

En  effet,  on  a 

JJ2BH-3 

=  (A2m+,  -h  v/AL+.-h  ?.""+1  62m+1)(2,r<2  +  2^  +  lasjcf+ïb), 
d'où  l'on  déduit 

A2m+J  =  (2rtJ+  2  6)  A,„1+t  +2a  y/AL+>  +  22m-M  6-"'+1  y/«2  +  2  ^ 
valeur  rationnelle  malgré  sa  forme,  car 


v/AL+i  +  22m+l  6-m+l  =  B2„1+1  \Jà!  -+-  26  : 

il  en  résulte 

A2„l+3  >(2«!+  2  6  )  AJ01+1  H-  2  a-  A,m+, 
>(2«!  H-  i)2Aw+l. 

Cette  inégalité  ne  sera  pas  troublée  si  l'on  remplace 
dans  le  second  membre  2A.2,„+1  par  29"'+1  b~'"+\  quantité 
qui  est  plus  petite  par  hypothèse,  et  ià2-\-b  par  2b*. 
On  aura  donc 

2111+3    ^    2.  U  y 

ou 

~    A                 -"-^   o?m-t-3    /,2r>H-3 
-'•  A2m-t-.i '  -  ■  " 

C    Q.    F.    r>. 

Corollaire.  A.8„1+,  étant  divisible  par  a'"  (corollaire  du 
théorème  J") ,  il  en  résulte  que    >A,,„+,  est  divisible  par 


(  i«7) 
2"'+1.   Donc  la  partie  entière  de  R2„i+i  est  divisible  par 
2"'+1,  ce  qU^  est  \e  théorème  de  M.  Sylvesler  généralisé. 

On  peut  conipléter  l'énoncé  du  théorème  en  ajoutant 
que  la  valeur  entière  la  plus  approchée  par  excès  de  R2'" 
est  divisible  par  2'". 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  366   (*] 

(voir  p.  1S6); 

Par  M.   MA3NIVHEIM. 


Soit  C  le  point  de  rencontre  des  droites  M,  N.  Je  cir- 
conscris la  circonférence  O  au  triangle  ABC.  Du  point  C 
comme  centre ,  je  décris  une  circonférence  tangente  à  la 
circonférence  O;  soit  D  le  point  de  contact.  Lorsque  la 
circonférence  O  roule  dans  l'intérieur  de  la  circonfé- 
rence C  ,  les  points  A  et  B  décrivent  les  droites  M  et  N, 
je  dis  qu'un  point  quelconque  du  plan  de  la  circonférence 
0  décrit  une  ellipse.  (Le  point  O  seul  décrit  une  circon- 
férence. ) 

En  effet,  je  joins  ce  point  au  centre  O,  cette  droite 
coupe  la  circonférence  O  en  deux  points  qui  décrivent 
des  droites  perpendiculaires  entre  elles  5  le  lieu  cherché 
est  donc  celui  d'un  point  d'une  droite  de  longueur  con- 
stante dont  les  extrémités  parcourent  des  droites  perpen- 
diculaires entre  elles.  Donc,  etc.  (D'où  l'on  déduit  très- 
facilement  la  construction  que  j'ai  donnée,  tome  IX, 
page  419.) 

Ce  que  je  viens  de  dire  suffit  pour  la  première  et  la 
seconde  partie  de  la  question  36(5.  Je  passe  à  la  troisième 
partie.  Soit  E  le  centre  du  segment  capable  de  l'angle 


On  es)  prié  de  faire  la  ligure. 
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donné,  ce  point  décrit  une  ellipse  dont  la  normale  au 
point  E  est  ED.  Cette  droite  coupe  la  circonférence  E  aux 
points  où  celte  courbe  touche  son  enveloppe  (théorème 
de  Descartes). 

D'après  cela,  l'enveloppe  est  le  lieu  des  extrémités 
d'une  droite  de  longueur  constante  qui  se  meut  en  res- 
tant constamment  normale  à  une  ellipse  fixe.  On  peut 
dire  aussi  que  celte  enveloppe  se  compose  de  deux  déve- 
loppantes de  la  développée  de  l'ellipse. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  projection  du  foyer  de  l'el- 
lipse sur  les  tangentes  à  cette  courbe  est  une  conchoïde 
du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  comme  dia- 
mètre ,  le  foyer  étant  le  pôle  de  cette  conchoïde. 

Pour  la  quatrième  partie,  je  ferai  remarquer  que  sur 
une  droite  AB,  on  peut  décrire  deux  segments  capables 
d'un  angle  donné  :  l'un  fait  partie  de  la  circonférence  O 
dont  les  points  décrivent  des  droites  et  dont  l'enveloppe  se 
compose  de  la  circonférence  C  et  de  son  centre,  l'autre 
ne  conduit  à   rien  d'intéressant. 

Ce  qui  suit  n'est  pas  proposé  dans  la  question  366. 

Soit  G  un  point  quelconque  de  AB.  Je  mène  DG  qui 
coupe  la  circonférence  O  au  point  H.  Je  puis  considérer  G 
comme  faisant  partie  d'une  droite  DH  dont  les  extrémités 
décrivent  la  droite  CH  et  le  diamètre  CD. 

CH  étant  perpendiculaire  sur  DG  normale  à  l'ellipse 
décrite  par  le  point  G,  est  la  direction  conjuguée  du  dia- 
mètre CG.  Lorsque  DH  prend  la  direction  CH,  le  point 
G  vient  en  G'  et  l'on  a  CG'  =  DG;  DG  est  donc  la  lon- 
gueur du  demi-diamètre  conjugué  de  CG. 

De  là  la  construction  suivante  qui  donne  en  grandeur 
et  en  direction  les  axes  d'une  ellipse  dont  on  connaît  deux 
diamètres  conjugués. 

CG  et  CG'  étant  les  demi-diamètres  conjugués  donnés, 
du  point  G  j'abaisse  sur  CG'  la  perpendiculaire  GH  que 
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je  prolonge  dans  le  sens  HG  d'une  longueur  GD  égale  à 
CG'.  Sur  CD  comme  diamètre,  je  décris  la  circonfé- 
rence O  ,  je  mène  le  diamètre  GO  ;  les  distances  du  point 
G  aux  extrémités  de  ce  diamètre  sont  les  demi-axes  de  l'el- 
lipse, et  les  droites  qui  vont  du  point  C  à  ces  mêmes  extré- 
mités déterminent  la  direction  des  axes. 

Dans  un  prochain  article,  je  donnerai  de  cette  con- 
struction une  démonstration  géométrique  fondée  sur  les 
projections,  je  montrerai  aussi  comment  on  peut  en  dé- 
duire la  construction  connue  de  M.  Chasles. 

Note  du  Rédacteur.  M.  Breton  (de  Champ)  fait  observer 
qu'il  a  déjà  traité  cette  question  d'une  manière  complète 
et  géométriquement  dans  les  Nouvelles  Annales  (t.  V, 
p.  591-399)  ;  qu'on  trouve  dans  le  même  recueil  une  solu- 
tion analytique  (t.  IV,  p.  186  et  191).  Cela  n'a  pas  em- 
pêché qu'on  ne  se  soit  donné  la  peine  de  redécouvrir  une 
partie  de  cette  théorie  dans  le  Journal  de  M.  Liouville 
(t.  XIV,  p.  4X7)  et  dans  le  XXXVIe  cahier  du  Journal  de 
V Ecole  Polytechnique ,  Note  sur  des  théorèmes  de  Schoo- 
ten  et  de  La  Hire.  Beati  quinihil  legunt:  omnia  inventent. 


SOLUTIONS  GÉOMÉTRIQUES  DE  LA  QUESTION  369 

(voir  p.  126); 

Par  M.   K.   DE  JONQUIËRES, 

Lieulenant  de  vaisseau. 


Soient  ABC  un  triangle  donné,  D  un  point  fixe  dans 
son  plan  ,  a ,  j3  ,  y  les  trois  points  où  les  droites  DA  ,  DB, 
DC  rencontrent  les  côtés  du  triangle  opposés  aux  sommets 
par  lesquels  elles  passent  respectivement. 

Si  l'on  décrit  la  conique  S  qui  passe  par  les  points  « , 
(B,  y  et  qui  touche  les  côtés  BC,  AC,  cette  conique  sera 
aussi  tangente  au  côté  AB. 
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En  effet,  soient  a,,  (3,  ,  y,  les  trois  points  infiniment 
voisins  de  a ,  (5 ,  y  dans  les  directions  BC,  AC  et  AB  res- 
pectivement-, s'il  est  possible  de  prouver  que  les  côtés 
opposés  de  l'hexagone  aa,  p/S,  yyt  se  rencontrent  en  trois 
points  situés  en  ligne  dxoite,  la  proposition  énoncée  sera 
un  simple  corollaire  du  théorème  de  Pascal  (Géom.  sup., 
n°  058)  ,  et  par  conséquent  sera  démontrée. 

Les  côtés  opposés  de  cet  hexagone  sont  AB  et  aj3,  AC 
et  <xy ,  BC  et  (3y.  Or  les  deux  triangles  ABC,  <x[iy  ayant 
(par  construction)  leurs  sommets  situés  deux  à  deux  sur 
trois  droites  concourantes  en  un  même  point  D,  son! 
homologiques,  et,  par  suite,  leurs  côtés  se  rencontrent 
deux  à  deux  en  trois  points  situés  en  ligne  droite  [Géom. 
sup.,n°  365).  Donc,  etc. 

Cela  posé,  il  s  agit  de  mener  deux  droites  R  et  S  ren- 
contrant AB  aux  points  t\  ,  5j ,  BC  aux  points  r2,  s2  et 
AC  aux  points  r3 ,  s3 ,  de  telle  sorte  que  les  trois  systèmes 
de  cinq  points  i\  .  st  ,  A  ,  y,  B  ;  i\_ ,  s2 ,  B,  a ,  C;  r3  ,  s3, 
C,  (3,  A  soient  en  involution,  a ,  |3 ,  y  étant  des  points 
doubles. 

Qu'on  décrive  une  conique  qiielconque  2'  par  les  trois 
sommets  du  triangle  ABC.  Elle  aura ,  avec  la  conique 
inscriteS,  trois  systèmes  de  cordes  communes  ou  axes 
de  symptosc  conjugués,  dont  deux  pourront  être  imagi- 
naires, mais  dont  un  sera  toujours  réel  (Poncelet,  Traita 
des  propriétés  projectiles)  (*).  Chacun  de  ces  systèmes 
de  deux  droites  satisfera  à  la  question  proposée.  Car  ce 
système  peut  être  regardé  comme  représentant  une  conique 
circonscrite  au  même  quadrilatère  que  2  et  2',  et,  par 
conséquent,  toute  transversale ,  par  exemple  l'un  quel- 
conque des  côtés  du  triangle  ABC,  rencontre  ces  deux 
droites  et  les  deux  coniques  en  six  points  en  involution 

(*)  Deux  coniques  ont  en  commun  quatre  points. 
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l  Géant,  sup,,  n°  743  étendu  aux  coniques).  Ici  deux  des 
six  points  se  confondent  en  un  seul  a  ou  (3  ou  y,  puisque 
la  conique  2  est  tangente  aux  côtés  du  triangle  ABC. 
Donc  ces  points  sont  des  points  doubles  des  involutions 
auxquels  ils  appartiennent  respectivement  (Gâom.  sup., 
nos192el205). 

La  conique  2'  n'étant  assujettie  par  l'énoncé  qu'à  la 
seule  condition  de  passer  par  les  trois  sommets  du  triangle 
ABC,  est  indéterminée;  une  infinité  satisfont  à  la  ques- 
tion ,  et ,  par  conséquent ,  il  existe  une  infinité  de  systèmes 
de  deux  droites  R  et  S  qui  remplissent  la  condition  exigée. 

Pour  que  la  question  soit  déterminée,  il  faut,  par 
exemple,  qu'on  donne  à  priori  l'une  R  des  deux  droites 
ou  bien  leur  point  de  concours  O. 

Dans  le  premier  cas,  on  fera  passer  la  conique  2'  par 
les  trois  points  A  ,  B  ,  C  et  par  les  deux  points  d'intersec- 
tion (réels  ou  imaginaires)  de  la  conique  2  avec  la  droite 
donnée  R.  L'axe  de  symptose  de  ces  deux  coniques  qui 
est  conjugué  à  R  sera  la  deuxième  droite  cherchée  S. 

Dans  le  second  cas,  on  sait  que  le  point  O  étant  un 
point  de  concours  de  deux  cordes  communes  conjuguées 
des  deux  coniques  2,  2',  jouit  de  la  propriété  d'avoir 
même  polaire  par  rapport  à  ces  deux  coniques.  Soit  donc 
L  sa  polaire  prise  relativement  à  la  conique  inscrite  2. 
La  question  devient  celle-ci  :  Par  trois  points  A,  B,  C 
faire  passer  une  conique  2'  telle,  qu'un  point  donné  O 
ait  pour  polaire,  relativement  à  elle,  une  droite  aussi 
donnée  L,  question  facile  à  résoudre,  puisqu'il  suffit, 
pour  obtenir  deux  nouveaux  points  de  cette  conique,  de 
déterminer  sur  chacun  des  rayons  OA  et  OB  par  exemple, 
le  conjugué  harmonique  du  point  A  ou  du  point  B  par 
rapport  au  segment  que  la  polaire  L  intercepte  sur  ce 
rayon  à  partir  du  point  O. 

Chacun   des   systèmes   de  cordes  communes  des  deux 
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coniques 2,  £'  résout  la  question  369,  qui  ,  ainsi  circon- 
scrite, comporte  généralement  trois  solutions  distinctes, 
dont  deux  peuvent  être  imaginaires,  mais  dont  la  troisième 
est  toujours  réelle. 

Ces  diverses  constructions  peuvent  se  traduire  en  ana- 
lyse d'une  manière  simple  à  l'aide  des  notations  abrégées 
dont  on  fait  usage  depuis  quelques  années  dans  la  géomé- 
trie analytique  et  dont  on  trouve  de  nombreuses  et  inté- 
ressantes applications  dans  l'excellent  Traité  des  sections 
coniques  du  Rév.  G.  Salmon,  professeur  à  l'université  de 
Dublin.  Mais  je  n'entrerai  pas  ici  dans  ces  nouveaux  dé- 
veloppements, qui  ne  pourraient,  ce  me  semble,  rien  ajou- 
ter au  fond  même  de  la  solution  qui  précède. 


NOTE  SIR  LÈS  QUESTIONS  568  ET  369  (CAYLEY) 

Par  M.   FAURE, 

Capitaine  d'artillerie. 


Soient 


B  =  o,     C 


les  équations  respectives  des  trois  côtés  BC,  AC,  AB 
des  trois  côtés  d'un  triangle  ABC.  Prenons  un  point  ar- 
bitraire C  dans  le  plan  du  triangle  ,  joignons  ce  point  aux 
sommets ,  et  désignons  par  a  ,  (3,  y  les  points  où  ces  droites 
rencontrent  les  côtés  opposés  A  ,  B  ,  C.  On  peut  prendre 
pour  les  équations  de  ces  trois  droites 

(au.)  B  —  C  =  o, 

(Bfi)  A—  C  =  o, 

(C7)  A—  B  =  o. 

Cela  posé,  on  voit  aisément  qu'une  conique  qui  pas- 
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sera  par   les    points    a,   o,    y  aura  une  équation    delà 
forme  (*) 

—  {a+b)AB  —  (a-}-c)AC-(b  +  e)BC  =  o, 

a,  b  ,  c  désignant  des  coefficients  numériques  arbitraires. 
Cette  conique  rencontrera  le  côté  A  en  un  autre  point 
a.i ,  et  les  côtés  B  et  C  en  ,6t  et  yt.  On  obtiendra  l'équa- 
tion de  la  droite  Aa,  en  faisant  A  =  o  dans  1  équation 
de  la  conique.  On  trouve  ainsi 

Equat.  de  (A a,)  Bb —  Ce  =  o, 

(B  p,  )  Aa  —  O  =  o, 

(C7,)  Aa  —  B£=o. 

Ces  droites  se  coupent  en  un  même  point  Dr 
La  droite  DDt  aura  pour  équation 

Aa(b  —  c)  -\-Bb  {c  —  a)-hCc(a  —  b)  =  0   {**). 

On  trouve  encore  ,  relativement  à  la  conique  : 
Polaire  du  point  D 

A(6  +  c)-+-B(fl  +  C)  +  c(«  +  b)  =  o; 
Polaire  du  point  Dj 

Aa2(b-\-c)  -hBb*(a  ■+  c)  -h  Ce2  (a+  b)  =  o. 


(*)  Caries  coordonnés  de  a  satisfont  aux  équations 
B  —  C  =  o,     A  =  o, 
et,  par  conséquent,  à  l'équation  de  la  conique;  de  même  pour  /?  et  y. 

ÏM 

(**)  Si  dans  cette  équation  on  fait 

A  =  B  =  C, 
elle  est  satisfaite,  donc  le  point  D  est  sur  cette  droite;  elle  est  encore  sa- 
tisfaite en  posant 

Aa  =  Bb  —  Ce; 

donc  le  poiut  D,  est  sur  la  droite.  I  h 

Inn  .  de  Mtuhémau,  t.  XVI    (Mai  iN".-  i3 
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Prenons  sur  le  côté  BC  opposé  à  l'angle  A  deux  points  a, 
«!  qui  soient  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
points  B  et  C  et  par  rapport  aux  intersections  a,  a,  delà 
conique  avec  le  côté  BC.  Prenons  sur  le  côté  AB  et  AC 
deux  couples  de  points  analogues  b,  b%  et  c,  ct  (*). 

On  trouve  facilement 

Érjuat.  de  (  ka)  B  \J%  —  C  \fc  —  o, 

(Bb)  A  y/a  —  C  \Jc  =  o , 

C  c  k  \/a  —  B  \J7j  =  o, 

(Atf,)  B^+C^^o, 

(B&,  )  A  y/â  +  C  y'f  =  o, 

(Ce,)  A  y/«  -f-  B  sl~b~  =  o. 

Ces  équations  montrent  :  i°  que  les  trois  droites  ka. 
B£,  Ce  se  coupent  en  un  même  point;  2°  que  les  trois 
points  ai ,  b\  ,  c,  sont  sur  une  même  droite  qui  a  pour 
équation 

A  \[â  +  B  \[b  H-  C  Vc  =  o. 

Soient  maintenant 

R=:  aA  h-  pB  -f-7C  =0, 
S=*'A  +  8'B  +  7'C=o, 

deux  droites,  la  première  rencontre  le  côté  BC  aux  points 
i\,  la  seconde  rencontre  ce  même  côté  au  point  st  ;  nous 
allons  déterminer  ces  deux  droites  de  manière  que  les 
points  i\  ,  Si ,  B,  C,  a,  a,  soient  en  involution,  les  points 
a  et  «,  devant  être  les  points  doubles  de  limolution.  Il 
suffît  d'après  la  manière  dont  les  points  a  et  ax  ont  été 
trouvés,  d'exprimer  que  les  quatre  points  a,  r\  ,  «,  ,  s} 
sont  en  position  harmonique. 

Soit  O  le  point  d'intersection  des  droites  B  ,  S. 

Ne  pas  confondre  a,  b  et  c,  points,  ave«  <i .  fr ,  etc.,  coefficients  ar- 
bitraires Tm. 
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Equat.  de  0«        R  (  8'  \fc  -4-  7'  \fb)  —  S  (  jî  \fc  -+-  7  \jl)  =  o , 

Oa,       R(3'N/ê-7's/^)  +  S(7  v/^-3  fc)  =  o, 

et  pour  que  ces  droites  soient  conjuguées  harmoniques 
relativement  à  OP.  et  OS,  il  faudra  qu'on  ait 

Si  les  droites  R,  S  doivent  couper  les  deux  autres  côtés 
du  triangle,  de  manière  à  satisfaire  à  des  conditions  ana- 
logues à  celles  qui  ont  lieu  relativement  au  côté  BC ,  on 
trouvera  encore  les  deux  relations 

Sp'«  —  y.%'  b  =  o, 
ax'  c  —  77'  a  =  o  , 

qui  avec  la  première  déterminent  les  quantités  a',  |5',  y7 
au  moven  de  a  ,  (3  ,  y,  de  sorte  que  la  droite  S  aura  pour 

équation 

A  a       Bb       Ce 

H-t-  -{-  —  =  0; 

x  p  7 

les  quantités  a,  (3 ,  y  sont  arbitraires,  car  la  droite  R  est 
quelconque,  mais  elle  détermine  S. 

Si  dans  les  résultats  précédents  on  fait  a  =  b  =  c  =  1 , 
la  conique  devient  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle,  et 
l'on  a  la  solution  des  questions  368  et  3G9  de  M.  Caylev. 

Les  droites  représentées  par  les  équations 

A  =  o,      l2  =  o, 
/;,  +  mit  =  o  ,      L  H-  ni,  =  o  ,      ni,  -+-  m2 1,  =  o 

sont  en  involution. 

/,  -+-  /«/,  =  o 

est  l'équation  de  la  droite  double.  (Brioschi.) 

On  pourrait  encore,  au  moyen  des  équations  précé- 
dentes, trouver  facilement  d'autres  théorèmes-,  je  nen 
citerai  qu'un  : 

Si  l'on  mène  les  droites  ay ,  y(3,  (5a  et  que  l'on  cherche 

i.3. 
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les  équations  de  ces  droites,  on  trouye 

(a?)  A  — B-f-C  =  o, 

(Vp)  — A  +  B  +  G  =  o, 

(fia)  A  +  B  —  C  =  o; 

et  Ton  voit  tout  de  suite  que  les  intersections  de  <xy  et  13 , 
fiy  et  A  ,  a(3  et  C  sont  sur  la  droite 

L=A  +  B  +  C  =  o. 

Joignons  aussi  a,  y, ,  yt  j3t ,  [3,  a,  5  on  aura  pour  les  équa- 
lions de  ces  droites 

(a,y,)  Art  —  B6  +  Cc  =  o, 

(7,(5,)  -Afl  +  Bè+Ci'  =  o, 

(6,  a,)  A«-h  B&  H- Ce  =  o, 

et  les  points  d'intersection  de  v.v-/x  et  B ,  (3t y,  et  A ,  a,  (3,. 
et  C  sont  sur  la  droite 

L,  =  Art  +Bê  +  Cc  =  o. 

Si  l'on  se  reporte  à  l'équation  de  la  polaire  du  point  D, 
on  voit  que  les  droites  L  et  Lj  se  coupent  sur  cette  po- 
laire, etc. 

On  pourra  encore  remarquer  que  si  A  =  o,  B  =  o , 
C  =  o  représentaient  des  courbes  d'ordre  m ,  au  lieu  de 
droites,  on  obtiendrait  des  théorèmes  analogues  aux  pré- 
cédents (*). 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  564 

(  voir  p.  125); 

Par  M.   C.  CORDES, 

Élève  tic  l'institution  de  Lasallo  '  classe  de  M    Heyiiac 


'Prouver  sur   le  plan  d'un  triangle  ABC  un   point  O 
')  Inces&mment  dos  solutions  de  MM.  Brioschî  et  Cremona 
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dont  la  position  soit  telle,  que  les  circonférences  passant 
par  le  point  O  et  deux  des  sommets  du   triangle  soient 
entre  elles  comme  trois  droites  m  ,  n  ,  p  données. 

Désignons  par  C,  C,  C"  les  trois  circonférences  qui 


comprennent  a  ,  b  ,  c.  Supposons  qu'on  veuille  obtenir 

C  _  C  _  C' 
m        n         p 

Sur  a,  Z>,  c  construisons  les  triangles  BCD,   ACE,  A*BF 
ayant  respectivement  pour  côtés 

tbm      cm  H  T  an  en  1         f  au      bp 

a ,  —  ,   —     ,         —  >  6 ,  —     ,         —  ,   — , 
n         p   \  [   rn  p]         [   m        n 

Le  rapport  de  similitude  pour  les  deux  premiers  est  —  •> 

11  l  n 

,  .  .  . ,  m 

pour  le  premier  et  le  troisième,   ce  rapport  est--:   ces 

rapports  expriment  aussi  ceux  des  circonférences  circon- 
scrites aux  mêmes  triangles:  on  a  donc 

c  _tr_c^ 

m        n         p 

Reste  à  prouver  que  C,  C,  C  se  coupent  en  un  même 
point.  Soit  O  le  point  jd'inlersection  de  C  et  de  (V .  Les 
deux  quadrilatères  BOCD,  AOCE  étant  inscrits,  on  a 

BOA  =  4dr  —  (  AOC  +  COB)  =  BDC   H  AEC.    ' 


(  '98  ) 
De  la  similitude  des  triangles  HCD ,  ACE,  on  déduit 

AEC  =  DBC, 
par  conséquent, 

BOA  =  BIX:  -+-  L>BC, 
ou 

BOA  =  2dr—  BCD. 

Enfin  de  la  similitude  des  triangles  BCD  ,  A.BF  ,  ou  tire 

BCD  =  BFA, 
donc 

BOA  =  2dr—  AFB, 

et  la  circonférence  C"  passe  donc  par  le  point  O. 

c.    Q.    F.    D. 

Lorque  m  =  n  =  p ,  le  point  O  est  l'intersection  des 
trois  hauteurs  du  triangle  ABC  5  car  alors 

A  =  D     et     BAC  +  BOC  =  2dr, 

théorème  connu. 

Note.  i°.  En  appliquant  à  celte  construction  la  mé- 
thode des  rayons  vecteurs  réciproques  et  prenant  le  point 
O  pour  pôle,  on  parvient  à  un  beau  théorème  sur  un 
triangle  formé  par  des  aies  d  hyperboles  (  Nouvelles  An- 
nales ,  t.  XIII ,  p.  227). 

20.  Lorsque 

C  cos  '  A       C"  cos  i  A 


C  = 


COS  r  B  COS  t  C 


le  point  O  est  le  centre  du  cercle  inscrit. 
3°.    Lorsque 

,__C  tangA_C"tangA 
tangB  tangC 

te  point  O  est  le  centre  du  cercle  circonscrit.  I  m, 


99  ) 


S0L11T10.\  DE  LA  QUESTION  U1 

TOil    p    1S6), 

Par  M.    A.    RAINBAUX. 


Les  côtés  d'un  angle  droit  inscrit  dans  une  circonfé- 
rence de  cercle  interceptent  une  demi -circonférence  et 
sous-tendent  deux  arcs  supplémentaires;  on  mène  à  cha- 
cun de  ces  trois  arcs  une  tangente  telle,  que  le  point  de 
contact  soit  au  milieu  de  la  portion  de  tangente  inter- 
ceptée entre  les  côtés  de  l'angle  suffisamment  prolongés. 
Démontrer  que  les  trois  points  de  contact  sont  les  som- 
mets d'un  triangle  équi latéral.  (Sir  F.  Pollock.  i 


Soient  BAC  l'angle  droit  inscrit  5  MN  ,  PQ,  RS  les  trois 
tangentes;  T,  T',  T"  les  trois  points  de  contact,  milieux 
respectifs  des  trois  tangentes.  A  étant  un  angle  droit,  le 
triangle  ATM  est  isocèle  et  Ton  a 

angle  TMA  =  angle  TA  M  ; 


l'angle TMA  a  pour  mesure  arc  : 

Bï      . 
a  pour  mesure  arc  — :  donc 

AT  —  BT  =  BT ,     BT  =  -  VT     et 


■  et  l'aneleTAM 


AT  =  -AB. 
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On  démontre  de  même  que 


AT'  =  |  AC  ; 


dom 


AT  H-  AT  =  TT'  =  %  (  AB  -+-  BCj  =  |  •  1800  =  1200  : 
5  o 

la  corde  TT'  est  donc  le  coté  d'un  triangle  équilatéral  in- 
scrit ;  de  même  les  cordes  T'T",  T"T  (*).      c.   q.  f.  d. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  363 

(voir  p.  125  J  ; 

Par  M.    G.    COMMUNAL, 

Elève  de  l'institution  Loriol. 


Mener  par  un  point  P  donné  dans  l'intérieur  d'un 
angle  A  une  droite  qui  forme  avec  les  côtés  de  l'angle  un 
triangle  dont  le  périmètre  soit  un  minimum. 


Je  décris  une  circonférence  tangente  aux  deux  côtés  de 
l'angle  et  passant  par  le  point  donné,  et  je  dis  que  la  tan- 
gente BC ,  menée  par  le  point  P  à  cette  circonférence ,  est 
la  droite  demandée. 

11  suffit  de  prouver  que  le  périmètre  du  triangle  AlîC 

La  construction  effective  exige  la  trisection  de  l'angli  I  >< 
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est  moindre  que  celui  du  triangle  ADE,  formé  en  menant 
par  le  point  P  une  droite  quelconque  DE  qui  coupera 
l'un  des  rayons  OF ,  OG  non  prolongé  à  l'autre  côté  du 
centre.  Supposons  qu'elle  coupe  le  rayon  OF  en  un  point 
H, l'angle  EHO  sera  aigu  et  la  perpendiculaire  OK  sur  DE 
ira  couper  la  circonférence  en  un  point  F  situé  sur  Tare 
FPG.  Le  périmètre  du  triangle  ADE  est  évidemment  plus 
grand  que  celui  du  triangle  AB'C,  déterminé  en  menant 
par  le  point  P'  une  tangentetà  la  circonférence.  Or  les  pé- 
rimètres des  triangles  ABC,  AB'C  sont  égaux.  Donc  le 
périmètre  du  triangle  ADE  est  plus  grand  que  celui  du 
triangle  ABC.  c.   q.   f.  n. 

Le  problème  donne  deux  solutions.  Dans  la  seconde  so- 
lution, on  fait  emploi  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle 
ABC  et  donne  un  minimum  pour  AB  -f-  AC  —  BC.  Ces 
solutions  s'appliquent  aussi  au  triangle  sphérique. 

Note.  M.  Louis  Armez  ,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand, 
a  résolu  la  question  de  la  même  manière. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  OIESTIOX  303; 

Par  MM.    A.    SYLVESTRE  et  BOTELDIEU, 
Elèves  de  M.  Catalan. 


Cette  question  se  résout  très-simplement  par  les  prin- 
cipes de  la  méthode  géométrique  des  maxima  et  des  mi- 
nima  (Des  Méthodes  en  géométrie  ,  par  M.  Paul  Serrct, 
chap.  IV). 

Soit  Ml)  la  droite  qui  donne  le  périmètre  minimum 
dans  le  triangle  AOB.  Si  nous  considérons  deux  directions 
AjBtetAolL  infiniment  voisines ,  les  deux  triangles  cor- 
respondants A,  01»,,  A,OB3  peuvent  eue  considérés  comme 
rigoureusement    isopérimètres.   Oi    l'enveloppe  du   troi- 
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sième  côté  de  tous  les  triangles  isopërimètres  dont  deux 
côtés  sont  fixes  est  une  circonférence  de  cercle,  et  quand 
les  droites  A,  B, ,  A*  B2  tendent  vers  AB,  cette  circonfé- 
rence tend  à  passer  par  le  point  M.  Il  suffit  donc  de  faire 
passer  par  le  point  M  une  circonférence  tangente  aux 
deux  côtés  de  l'angle  et  de  lui  mener  une  tangente  en  M. 
Ces  deux  constructions  sont  connues  d'ailleurs. 

La  question  peut  se  résoudre  aussi  analytiquement 
d'une  manière  très-simple  en  prenant  pour  variable 
l'angle  AB.r  =  a  que  fait  AB  avec  OB  prolongé.  Si  l'on 
désigne  par  9  l'angle  donné,  par  a  et  b  les  coordonnées 
du  point  M,  il  vient 

i  a  i 

cos2  -  a  = T  cos2  -  0. 

2  a  -+-  b  •>. 

Pour  vérifier  que  cette  formule  résulte  bien  de  la  con- 
struction précédente  ,  considérons  le  cas  particulier  où  le 
point  serait  sur  la  bissectrice  ;  elle  devient 

cos-  a  =  r  —  cos2  -  9 , 
?. 

relation  évidente  d'après  notre  construction. 

Note.  Cette  solution  analytique  est  de  M.  Sylvestre 
M.  Virieu,  régent  de  Saumur,  a  adressé  une  solution 

par  le  calcul  différentiel,  et  M.    Rivet,   élève  du  lycée 

Saint-Louis  (classe  de  M.  Briot),  une   double  solution 

géométrique  et  analytique  bien  détaillée. 


m\f  THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  SEGMEtfTAIRE  (*); 

Par  M.   P.    DE  LAFITTE. 


I. 

Dans  deux  figures  liomographiques .  les  trois  points  de 


v  démontrer 
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l'une  (réels  ou  imaginaires)  qui  coïncident  avec  leurs 
homologues  délerminent  un  cercle. 

On  joint  les  différents  points  de  ce  cercle  considérés 
comme  appartenant  à  la  première  figure  avec  leurs  ho- 
mologues dans  la  seconde;  toutes  les  droites  de  jonction 
concourent  en  un  même  point  S. 

Ce  point  S  est  sur  le  cercle  lui-même.  Considéré 
comme  appartenant  à  la  seconde  figure,  il  a  son  ho- 
mologue S'  dans  la  première,  et  considéré  comme  appar- 
tenant à  la  première  figure,  il  a  son  homologue  S"  dans 
dans  la  seconde  :  le  cercle  des  trois  points  passe  par  le 
point  S'  et  est  tangent  à  la  droite  SS". 

II. 

Dans  deux  ligures  homographiques,  les  trois  droites 
de  l'une  qui  coïncident  avec  leurs  homologues  détermi- 
nent un  cercle  inscrit  au  triangle  formé  par  ces  droites. 

Les  tangentes  à  ce  cercle,  considérées  comme  apparte- 
nant à  la  première  figure,  coupent  leurs  homologues  sur 
uni'  droite  fixe  L. 

La  droite  L  est  tangente  au  même  cercle.  Considérée 
comme  appartenant  à  la  seconde  figure,  elle  a  son  homo- 
logue L'  dans  la  première-,  considérée  comme  apparte- 
nant à  la  première,  elle  a  son  homologue  L"  dans  la  se- 
(  onde  5  le  cercle  est  tangent  à  la  droite  L'  et  passe  au 
ponit  d'intersection  des  droites  L  et  L". 

(C'est  le  point  de  contact  de  L  et  du  cercle.  ) 

III. 

Étant  données  deux  ligures  homographiques  sur  un 
même  plan,  soient  m.  m',  m"  les  trois  points  qui  coïnci- 
dent avec  leurs  homologues. 

i°.  Si  une  conique  est  circonscrite  au  triangle  m,  m', 
//<",  il  existe  sur  la  courbe   deux   points,    et  deux  seule- 
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meut,  tels,  que  Jeux  droites  tournant  autour  de  ces 
poiuts  et  se  coupant  sur  la  conique  sont  toujours  homo- 
logues dans  les  deux  figures. 

2°.   Si   une  conique  est  inscrite  au  même  I  ri  angle,  il 
existe  deux  tangentes  à  la  conique,   et  deux  seulement 
toiles,  qu'une  droite  roulant  sur  la  conique  les  rencontre 
en  deux  points   toujours  homologues   dans   les  deux   fi 
gures. 

3°.  Les  deux  propositions  précédentes  s'appliquent 
sans  modifications  à  des  coniques  d'ailleurs  quelconques. 

IV. 

On  donne  dans  un  même  plan  deux  ligures  homogra- 
phiques. 

i°.  Par  un  point  m  de  la  première  qui  coïncide  avec 
son  homologue,  on  mène  une  droite  fixe  A.  Sur  celte 
droite  A  on  prend  un  point  «.Les  différentes  droites  de 
la  première  figure  qui  se  coupent  au  point  a  rencontrent 
leurs  homologues  respectives  en  des  points  situés  sur  une 
conique,  et  à  chaque  point  «  de  A  correspond  une  telle 
conique. 

Toutes  ces  coniques  se  louchent  en  un  même  point.  Ce 
point  de  contact  est  le  point  m. 

2°.  Sur  une  droite  M  de  la  première  figure  qui  coïncide 
avec  son  homologue,  on  prend  un  point  fixe  a.  Par  ce 
point  on  mène  une  droite  A.  Les  droites  menées  des  dif- 
férents points  de  A  à  leurs  homologues  respectifs  enve- 
loppent une  conique,  et  à  chaque  droite  menée  par  le 
point  fixe  correspond  une  telle  conique. 

Toutes,  ces  coniques  se  touchent  en  un  même  point.  La 
tangente  commune  est  la  droite  M. 

Réciproquement,  si  les  coniques  relatives  à  deux  points 

«,  b  se  louchent,  les  points  «,  b  son!  en   Ligne  droite 

un  point  double  réel  et  le  conlacl  a  lieu  en  ce  point. 


(  ao5  ) 
Si  les  coniques  relatives  à  doux  droites  A,  H  se  tou- 
chent, les  droites  A ,  B  se  coupent  sur  une  droite  double 
réelle  et  le  contact  a  lieu  sur  cette  droite. 

IV  (bis). 

Dans  deux  figures  homograpliiques  quelconques  situées 
dans  un  même  plan,  il  existe  toujours  deux  systèmes  de 
deux  droites  homologues  divisées  en  parties  égales  par 
leurs  points  homologues  ,  et  il  n'en  existe  que  deux. 

Les  deux  droites  de  chaque  figure  sont  parallèles  à  la 
droite  de  cette  figure  qui  a  pour  homologue  dans  l'autre- 
rinfini,  et  si  deux  points  décrivent  les  deux  droites  d'une 
des  figures  dans  le  même  sens,  leurs  homologues  décri- 
ront les  droites  homologues  en  sens  contraire  (*). 

V. 

On  suppose  un  triangle  tel,  que  chaque  sommet  soit  le 
pôle  de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  relativement  k 
un  cercle  (réel  ou  imaginaire). 

Soient  r*  le  carré  du  rayon  5  «2,  a'2,  a"2  les  cannés  des 
cordes  d'intersection  des  côtés  du  triangle  et  du  cercle; 
£%  £/2,  t"*  les  carrés  des  tangentes  issues  des  trois  som- 
mets :  on  a,  quel  que  soit  le  triangle,  les  deux  relations 

1  11  1 

~~\ T-,  H ITi  — •>  ' 

a  -        a  2        a  2        ?,r 

111  1 


(*)  Ce  second  système  peut  être  utilisé  pour  représenter  analytique-' 
ment  deux  figures  homologiques ,  lorsque  le  centre  d'homologie  est  sur 
l'axe  d'homologie  ,  cas  auquel  l'équation  du  n°  o20  de  la  Géométrie  su- 
périeure devient  illusoire.  On  peut  substituer  à  cette  équation  une  quel- 
conque de  celles  du  §  III,  chapitre  VIII,  a  et  a' étant  le>  points  où  un 
rayon  tournant  autour  du  centre  d'homologie  rencontre  les  deux  droites 
du  second  système,  les  deux  droites  du  premier  étant  coïncidentes  sui- 
vant l'axe  d'homologie. 
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VI. 

Par  deux  points  donnés  A,  B,  on  peut  faire  passer  une 
infinité  de  cercles.  Deux  droites  quelconques  issues  du 
point  A  ou  du  point  B,  ou  bien  l'une  du  point  A  l'autre 
du  point  B  ,  sont  divisées  par  ces  cercles  en  parties  pro- 
portionnelles (*). 

VII. 

Étant  donné  un  quadrilatère  ABCD  inscrit  au  cerele , 
du  milieu  du  côté  AB  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur 
le  côté  opposé  CD;  on  fait  la  même  chose  pour  les  trois 
autres  côtés.  Du  milieu  de  la  diagonale  AC ,  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  Tautre  diagonale-,  on  fait  la 
même  chose  pour  cette  seconde  diagonale.  Du  point  de 
concours  des  côtés  AB  et  CD,  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire sur  la  droite  qui  joint  leurs  milieux;  on  fait  la 
même  chose  pour  les  deux  autres  côtés  opposés  et  poul- 
ies deux  diagonales.  Les  neuf  droites  ainsi  construites 
concourent  en  un  même  point.  CG 

Mil. 

Soit  un  triangle  ABC.  Par  le  sommet  A  on  mène  une 
droite  parallèle  à  la  droite  menée  du  centre  G  du  cercle 
inscrit  au  triangle  au  milieu  M  de  BC  ;  on  prend  sur  cette 
parallèle 

AI  =  2GM, 

les  points  I  et  G  étant  situés  de  part  et  d'autre  de  AM. 
La  plus  courte  dislance  du  point  I  au  cercle  circonscrit 
au  triangle  est  double  du  rayon  du  cercle  inscrit.  ' 

(*)  Ce  théorème  donne  le  moyen  de  diviser  deux  droites  en  parties 
proportionnelles  connaissant  deux  points  conjugués  on  homologues.  Ce 
mode  de  division  qui  donne  deux  points  conjugués  simultanément,  el  non 
l'un  au  moyen  de  l'autre,  donne  une  solution  très-élémentaire,  trés- 
simplc  el  très  générale  du  problème  célèbre  de  la  section  de  raison 
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Les  cercles  exinst  lits  donnent  des   propositions   ana- 
logues. 


CONSIDERATIONS  ANALYTIQUES  SUR  LES  SURFACES 
DU  SECOND  ORDRE; 

Par  M.   J.  MENTION  (*). 


La  solution  de  certains  problèmes  sur  les  courbes  et 
les  surfaces  du  second  ordre  exige  qu'on  laisse  aux  axes 
coordonnés  la  plus  grande  généralité.  Déjà  pour  les  cour- 
bes le  calcul  est  fort  compliqué  et  même  impossible  sans 
le  secours  des  relations  d'identité  entre  les  coefficients  de 
l'équation,  qui  permettent  d'y  introduire  les  simplifica- 
tions nécessaires.  Dans  ce  cas,  M.  Terquem  a  donné  des 
formules  générales  pour  les  équations  et  les  coordonnées 
des  droites  et  points  remarquables.  Je  me  propose  d'indi- 
quer le  moyen  de  faire  une  chose  semblable  pour  les  sur- 
faces du  second  ordre. 

Parmi  les  applications  de  la  méthode  que  je  vais  expo- 
ser, ce  Mémoire  contiendra  des  problèmes  connus,  mais 
traités  avec  une  étendue  complète,  et  aussi  d  autres  ques- 
tions, nouvelles  et  intéressantes,  dont  l'examen  ne  semble 
pas  praticable  à  l'aide  de  pures  considérations  géomé- 
triques. Plus  tard,  j'aurai  à  envisager  les  relations  d'i- 
dentité, indépendamment  des  surfaces,  sous  le  point  de 
vue  de  l'analvse  indéterminée. 

I. 

NOTATIOKS    ET    RELATIO>S    n'iDENTITÉ. 

\.   D'abord  je  crois  bon  de  rappeler  les  identités  prin- 
'    Maintenant  peofesseur  à  Saint-Pétersbourg. 


(  ao8  ) 
eipales  qu'emploie   la    théorie  des    courbes    du    second 
ordre  (*). 

Soit 

A  y  H-  B  xy  -f-  C  x1  -\-  D  y  -+-  E  x  -f-  F  =  o 

l'équation  hexanôme.  Posons 

l  =  ae2  —  bde  +  cd2-h(b2—  4ac)f, 
,„  =  b._4ac  =  _, 

dL  ,  dL 

h •  =  2AE  —  BD  =  — ,      *'  =  2CD  —  BE=  —  , 
dE  dD 

/  =  DJ  —  4AF  =  -^,         /'  =  E2  —  4CF  =  ^, 
dL  clK 

dL 

«  =  DE—  2BF=— — - 

rfB 

m  et  L  ne  changent  pas  avec  l'origine  des  coordonnées. 
On  a  les  identités 

k2  —  ml  —  4  AL ,      2  kk'  +  2  mn  =  —  4  BL , 

X'2  —  /w/'  =4CL,  #'/+ A«  =  2DL, 

M  +  /-'„  —  2EL,  «2  —  //'  =  4FL, 

4  L2  =  Ik'1  H-  /'  /2  -+-  2  «A/-'  +  m  («2  —  //'  ) . 

Maintenant  je  prends  l'équation  des  surfaces  du  second 
ordre,  suivant  l'usage,  sous  la  forme 

Ax'  +  A'j-  -+-  A"'  z2  +  2Bjs  +  2B'  xz  -f-  2  B".»t 
-+-  2C.r+  2C'/-f  2C"2+  E  =  O. 
,  ■> 

Voir  Nouvelles  Annales,  t.  1,  p    î<i<' 
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Je  pose 
L  =  MA"  C2  4-  AA"  C'2  -h  A  A'  C"2  —  B2  O  —  B'2  C2  —  B"2  C" 
—  2  B"  A"  CC  —  2  BAC"  C  —  2  B'  A'  CC" 
H-2BB'CC  4-  2B'B"C"C'  +  2  BB"  CC" 
-h  EfAB2H-  A'B'2+  A"B"2—  AA'A"—  2BB'B"), 

m  =  AB24-  A'  B'24-  A"  B"2—  AA'A"—  2BB'  B"=  — ; , 

dE 

dL 
k  —  C  MA"  —  B2  C  4-  C'BB'  —  C'B"  A"+  C"  BB"—  C"  B'A'  = 


*'  =  C'AA"-  B':C'+  C'B'B"-  C"  BA4-CBB'— CB  '  A"  = 
h"—  CAA'-  B  2  C"  4-CBB"  —  CB'A'4-C'B'  B"  —  C"  BA  = 
/  =  A"  C'24-  A'  C"2—  2  BC"  C'4-  B2  E  —  EA'  A"= 


d,2C) 
dE 

~dj^cf 
dh 


d(^C") 
dL 


V  =  A"  C2  4-  AC"2  —  2B'  CC"  4-  B'2  E  —  EAA"  =  ^, , 

«A 

/'  =  A'  C24-  AC/J—  2  B"  CC 4-  B"  E  —  EAA'=  -r—  , 

d  A 

n  =  BC24-  AC"  C  —  B'  CC—  B"  CC"—  ABE  4-  B'  B"  E  : 


«'=  B'C/24-A'CC"— BCC—  B"C"C— A'B'E4-EBB"-— — 
n"=  B"C"24-  A" CC—  B'C"C— BCC"— A"B"E  4-  EBB'= 


rf(aB)1 
L 

rf(2B')" 

rfL 


rf(2B") 

F'  =  A.r'24-  A'j'24-  A"z'!+2Bj'z'  +  2B'.r'z'4-  2B"x'  y' 

4-  2Cr'4-2C'j'4-  2C"z'4-E, 

x\y\  z'  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
l'espace,  m  et  L  ne  changent  pas  avec  l'origine 

Résolvant  en  premier  lieu  l'équation  par  rapport  à  z, 
Ann.  de  VtHhémat.,\.  XVI.  (Juin  1857.)  '4 
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on  a 


y-  (  B2-  A'  A"  )  -t-  x-  (  B'-  —  A  A") 
(B.k  H-  B\r  +  C")±  \  l  '  +  2aT(BB'—  A"  B")  +  2  y  (BC"—  A"C) 
4-  2  *  (  B'  C—  A"  C)  -1-  C"2  —  A"  E 

2~Â7 

Les  fonctions  /v, ,  &', ,  /j  ,  /', ,  /it,  m,  relatives  aux  cour- 
bes du  second  degré  entre  les  coefficients  de  la  fonction 
hexanômc  comprise  sous  le  radical,  seront  égales  aux 
fonctions  correspondantes  de  l'équation  décanôme  multi- 
pliées par  4  A"  :  ainsi 

L,  =  -4A"2L(*). 

J'applique  les  identités  connues,  et  je  remarque  qu'on 
pourrait  résoudre  par  rapport  à  x  ou  r,  ce  qui  me  fournit 
le  tableau  ci-dessous  : 

*2—  ml  —  _  L  (  B2  —  A'  A") , 
/,"—  ml'  =  —  L  (  B'2—  A  A"  ) , 
h"*—  w/"=-L(B"2—  A  A'), 
H'+  mn"=  L  (  BB'—  A"  B"), 
/•/•"  +  rhn'—  L  (BB"  —  A'  B') , 
k>  *"+  m'n  =  L  (B'  B"  —  AB), 
h' l  +  htf—  —  L  (B7  C"  —  A"  C) , 
/,/'_)_  k'  n"=  —  L  ( BC"  —  A"  C) , 
ht'  -+-  h"  n'  —  —h(  BC  —  A'  C"  ) , 
*"/  +  hn'  —  —  L(B"C— A'C), 
*'/"+*"»  =  —  L(B'C  —  AC"), 
/■"  /'+  /•'«  =  —  L  (B"  C  —  AC) , 


*     Ainsi 

A,  =  4  [(B'  -  A'  A'    (  W  C"  -  A"  C    —  (  HIV  -  A"  B"      l'.i     -  A*< 
=  -  ^  A'"  t 


(  "I  ) 

n">-  //'  =  —  L(C"2-  A"E), 
«'»  —  ll"  =  —  L(C'2  —  A'E), 
tï1  —  l'l"=  —  L(C  —  AE). 

2.  Pâleurs  des  coefficients  de  l'équation  au  moyen  des 

identités. 
On  a 

(  kk'  +  mn"  )2  —  (P—ml)(  k'-  —  ml') 
=  L2[(BB'  —  A"B")2  —  (B2  —  A'A")(B"—  AA")]  =  L2A"  w  , 

d'où 

A"  L2  =  k3  l'  -+-  k'1 l  -+-  1  n"  kk'  -+-  mn"2  —  mil'. 

De  même 

{kk'  -h  mn" )  ( kk"  +  mn' )  —  (k2  —  ml)  (  k'  k"  -+■  mn ) 
=  L2  [(BB'—  A"  B")  (BB"— A'B')  —  (B2—  A' A")  (B'B"—  AB)] 

—  _L-Bm, 

d'où 

BL2  =  n  (  /-2  —  ml)  —  k'  (  kn'  +  *"/)  —  «"  (/•/"  -f-  w#i'  ). 

dcmêmeB'L2,  B"L2.  ■ 

Les    valeurs  de  C,   C,   C"    se   tirent  des  trois  iden- 
tités 

A  h  +  B'  k"  h-  B"  *'  +Cm=ro, 
A'k'  +  B  /"  +  B"  k  +  C'm=  o, 
A"  k"  -h  B'  k ■-+■  B  X'  ■+-  C  oi  =  o. 
Ounnl  à  celle  de  E,  on  l'obtiendra  par  les  identités 
—  Cl  -f-  Gn"  +  C"«'  =  E*, 
Cn"  —  C'l'-h  C"n=  E/', 
Cn'  +  C'/-C"/"=  E/\ 
Enfin  de 

C  /  4.  C'  k'  h-  C"  /"  +fflE  =  L, 

m  déduit  Len  fonction  de  #.,  A',  i  ,  /, — 
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Nous  pouvons  doue,  former  ce  nouveau  groupe  de  rela- 
tions : 

AL'  =  k'2 l"  +  k"2  V  +  2  n  k'  k"  -+-  mn2  —  ml'  t' , 
A'L2  =  k2  l"  -f-  lk"2  4-  a«'  kk"  +  mn'2  —  mil", 
A"  L2  =  k'  V  -f-  k'2  l-hzn"  kk'  +  mn"2  —  mil' , 
BL2  =  nk2  —  mal  —  /A-'  n'  —  A'  *"  /  —  n"  kk"  —  mri  n" , 
B'L2  =  n'  k"  —  mn'  l'  —  k'  k"  n"  —  k"  kl'  —  nkk'  —  mnri' , 
B"L2  =  n"  X"2  —  mn"  l"  —  kk,"  n  —  kk'  l"  —  n'  k'  k"  —  /«««' , 
CL2  =  /'  l"  k  —  n2  A  -h  nn'  k'  -f-  n«"  A"  +■  A"  /V  +  /'  /"  n"  , 
C  U2—-  II"  k'  —  n'2  k'  +  «»'  /•  H-  «"  l"  k  +  n'  n"  A"  +  /«A", 
C"  L2  =  IV  k"  —  n"2  k"  +  nn"  k  -f-  n'  n"  k'  -+-  kl'  n'  +  k'  In , 
EL2  -—  2  ««'  «"  -4-  n"2 1"  H-  «'2  V  -\-  n2l  —  II'  l" , 
L3=  2 /»««'  n"  4-  m/1  /"  4-  w«/2  /'+  /««2  /  —  mil'  l" 
-f-  ikk'nn1  +  2 /*"««"+  -îk'  k"  n'  n"—  k'2 n'1 
_  X"2rt"2  —  A2  «2  +  2  «//"  A  H-  2  «"  /"  /■  A' 
-h  2  n'  V  kk"  +  //"  h  »  +  l' l"  k'  +  //'  *" . 

Il  existe  un  grand  nombre  d'autres  identités  :  nous 
avons  seulement  donné  les  plus  importantes.  Par  la  suite, 
nous  donnerons  au  fur  et  à  mesure  celles  dont  on  aura 
besoin. 

3.  Il  faut  encore  noter  les  deux  relations  suivantes  ; 
i°.  Du  système  d'équations 

a.x2  —  2  (3  .r  +  y  =  o, 
a  xy  —  s  x  —  Pj  -+-  Ç  =  o  , 
■a.y2  —  2ej  +  ir=  o, 
on  conclut 

uny  —  7e2  —  ttS-  —  ai2  4-  2  ($eç  :=  O  . 
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2°.  Si  l'on  a  les  six  équations  : 

xoc.'  -h  pp'  +77'  —  o, 
aaT-t-  pp"4-  77"=  o, 
a'a"-f-p'p"+7'7"  =  o, 
Aa2  4-  Bap  4-Cp'4-Dp7  4-  Ea7  4  F72  =  o, 
Aa'2-hBa'p'-hCp'!  +  Dp'v'-|-  Ea'7'  +  F  7"  =  o, 
A  a"J  4-  B  a"  p"  4-  C  p"2  +  D  p"  7"  +  Ea"  7"  +  F  7"1  =  o , 

on  a  aussi 

A  +  C  -+-  F  =  o. 

Démonstration.  On  peut  évidemment  supposer  y  et  y', 
égaux  à  l'unité.  Alors 

aa'+  pp'  -+- 1  =  o , 
aa"  -4-  pp"  +  1  =  o , 
a'  a»  4-  f  p"  4-  I  =  O , 
A  a1  4-  Bap  4-  Cp-'  4-  Dp  4-  Ea  4-  F  =  o, 

Les  trois  premières  équations  donnent 


_t/-('  +  PP')('- 

V        i  +  p'p" 


PP") 


,_,/-('  + PP')('  +  PT) 

-  y         1  +  pp" 

H 

/-(.4-pp"H.4Tn 
V         «  +  pp' 

Remplaçant  a  par  sa  valeur  dans  la  relation 

Cp24-AaJ+Dp4-F=:  — a(Bp4-E). 


(  "4  ) 

il  vient 

Cp2  (i  +  p'  p")  -  A .  (H-pp  )  (i-f-  pp"  )  ■+■  DP  («  "H  P'  P") 

+  F(H-p'p") 

=  (Bp  +  E)  v/-(i  +  Pp')(.  +  ^")(H-p'r); 
on  a  de  même 
CP"  (i  +  pp")  -  A(i  +  pp'J  (i  +  p'  P"  J  +  Dp'  (i  -f-  pp") 
+  F(i  +  pp") 
=  (B  p  +  E  )  tMi+pp')(i+PP")(i4-pT). 

Retranchant  ces  deux  équations  Tune  de  l'autre  et  suppri- 
mant le  facteur  (3  —  (3',  on  obtient 

C  (p  +  p')  -+-  Ap'p"  p  —  C(i  +  pp'j  p"  +D-F  p" 

=  Bs/-(i-4-PP')(i  +  PP")('  +  PT)> 
et  aussi  par  des  moyens  semblables 

C  (p  -+-  p")  +  A  p'  p"  p  —  C(l  -+-  pp")  p'  4-  D  —  F  p' 

=  Bv/-(i  +  PP').  " 
Retranchant  encore,  on  obtient 

(P'-p")(AH-C  +  F)  =  o. 

C.     Q.     F.     P. 
Iï. 


DVJ   PLAN  TANGENT,   DES   AXES  PRINCIPAUX. 
SECTIONS  CIRCULAIRES. 

X       h 

m    m 

te" 
m 
prend  la  forme 

L 

A  x1  -H  A   )  -  4-  A  '  c5  -+-  2  B  va  +îB«+2B   ir  =  -i 
y  m 


\  .   Les  coordonnées  du  eentre  de  la  surface  sont  -  »  -  » 
•  En  y  transportant  l'origine,  l'équation  de  la  surface 


(  2,)  ) 

parce  que 

A X •'  H-  A'  k"  +  A"  /  "-  +  2B  h"  //  -+-  2  B  *"  /.  +  2  B     i 
+  2CX-  +  aC'/-'  4-  2C"  A"  +  to*E  =  L/«. 

Donc  si  L  :=  o,  la  surface  sera  conique  (*) ,  et  récipro- 
quement. 

La  direction  d'une  corde  principale  étant  représeutée 
par  x  =  \).z ,  y  =  v  z  ,  on  aura  pour  déterminer  u  et  v  les 
équations 

Af-t-B'  +  B"?  A'v  +  B  4-B> 

pi  -|-  v  cosay  4-  cosxz        a  4-  cosjz  -+-  p.  cosxj 

A"  H-  Bv+  B'p 


I   -+-  fA  cos  ZX  -+-  v  COS  Zf 


Si  l'on  pose 

A"  +B-H-  B'p.  =  j(i  4-  p.  cos  zx-  4-  v  cos  zj  ) , 

on  parviendra,  comme  à  l'ordinaire,  à  l'équation  cubique 

(,  _  a)  ( s  —  A')  (s  —  A")  —  {s  —  A')  {s  coszx  —  B')2 
_  (^  _  a")  (  s  cos  xy  —  B"  )'  —{s—  A)  (s  cos  yz  —  B  )2 
-H  2  ( a-  cos zy  —  B)  {s  cos zx  —  B' )  ( s  cosxy  —  B"  )  =  o , 
ou 

s3  (  i  —  cos*  a: y  —  cos2  xz  —  cos-  >  z  4-  i  cosx>  cos  zx  cos  zy] 
A  sin2 yz  -+■  A'  sin2  zx  4-  A"  sin2  xr 

—  2B'  (COSXZ  COSZV  COSJ)  ) 

—  2  B"  (  cos  xy  —  cos  zy  cos  zx  ) 
_  —  2B  (cos  >z  —  cos  TV  cosxz) 

[B  —  A' A"  -|-  B'2  —  AA"  4-  B"-'  ■      W 
H-  2  cosay  (  \r  B"—  BB')  +  2coszy  (  AB  —  B'  B 
4-2cos.rz(A'B'  —  BB") 

4-  AB2  4-  A'  B'2  4-  A"B'5  —  V  V  A    —  2  BB'  B"  =  o . 


] 


i 


(*)  Ce  cône  est  imaginaire  l<>xs<|iic  le  centre  est  à  l'intérieur  dé  la  sur- 
face ;  ellipsoïde.  Tm 
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Il  ne  serait  pas  difficile  de  montrer  que  les  racines  de 
cette  équation  sont  liées  aux  longueurs  des  axes  -,  mais 
jrobtiendrai  par  une  autre  voie  l'équation  ayant  pour  ra- 
cines les  carrés  des  demi-axes. 

La  marche  que  suit  M.  Leroy  [Analyse  appliquée, 
page  197)  d'après  M.  Cauchy  pour  rechercher  à  quels 
caractères  on  peut  reconnaître  que  la  surface  est  de  ré- 
volution, est  sans  contredit  d'une  extrême  simplicité.  Or 
rien  n'empêche  de  la  suivre  avec  des  axes  obliques.  On 
arrive  aux  conditions 

B  B'  B" 


cos^z       cosxz       cosxy 
BA  —  B'B"  B'A'  — BB' 


cos yz  —  cos  xz  cos  xy        cos  xz  —  cos yz  cos  xy 

B"  A"  —  BB' 


cosoy  —  cos  xz  cosjz 

Lorsque  la  corde,  au  lieu  d'être  principale,  sera  sim- 
plement conjuguée  au  plan 

dy  H-  ex  -+-  fz  =  o , 

\k  et  v  s'expriment  comme  il  suit  : 

_  <?/(BB"  —  A'B')  -h  ed  (BB'  —  A"  B")  —  e»  (B»  —  h.' A."  ) 
P  ~~  df  (B'B"  —  AB)  +  ef(  BB"  —  A'B'  )  —  /'  (B":  —  AA')  ' 

_  d/(  B'B"  —  AB  )  -+■  de  (BB'—  A"  B"  )  —  eP  (  B'2  -  AA") 
~  df  (B'B"  —  AB)  +  r/(BB"  — A'B')— /2(B"'  — AA')' 

pour  les  paraboloïdes  dans  lesquels  la  droite 

•r==rz'    ■>'  =  *** 

est  parallèle  à  l'axe,  on  a 

c  h  d  A' 


(  «7  ) 
2.   Coupons  la  surface  par  le  plan 

dy  H-  ex  +fz  4-  g  =  o  . 

L'intersection  aura  pour  projection  sur  le  plan  des  xy 
la  courbe 

j2(A'/<4-  A'V-'  —  2Brf/) 

-f-  2xy  (  B"/  »  4-  A"  de  —  B  </—  B'  df 
4-  -r2  (  A/-  4-  A"  e*  —  2  B'  </) 
4-  27  (A",/-  -  Bgf+Çf*-  C'df) 
4-  2.  (A"^  -  B'gf-  C"ef+  CD 
4-  AT?  -  i  C"  gf+  Ef  =  o. 
Les  fonctions  m  et  L  relatives  à  cette  courbe  sont 
m  —  r/2(B'-'—  AA")  +  e2  (B1—  A'A")  4-/2  (B"2  -  A  A') 
-f-  2  de  (A"  B"  —  BB'  )  H-  2  </(  B'  A'  —  BB"  ) 
+  2^(AB  —  B'B"), 
L,  =  le'  -+-  /'  d1  4-  /"/2  4-  2  rg-/-  4-  2  rfgtf'  4-  2  g/A" 
4-  m  g2  —  2  rf/«  —  2  ç/w'  —  2  f/^rt" , 

/,  /',  /",  A ,...,  n"  ayant  les  significations  fixés  plus  haut. 

A  l'aide  de  ces  expressions ,  nous  pourrions  étudier  les 
surfaces  du  second  ordre  et  avoir  leurs  caractères  spéci- 
fiques. Je  supprime  la  discussion  dont  la  place  serait 
plutôt  dans  une  théorie  systématique  des  surfaces  du  se- 
cond ordre,  que  je  n'ai  pas  l'intention  d'établir  ici. 

Quand  la  section  se  réduira  à  un  point  ou  au  système 
de  deux  droites,  le  plan  sera  tangent  à  la  surface.  Ainsi 
la  relation 

m  g*  4-  le1  -h  V  d'  ■+  /"/'  4-  2  keg  4-  2  k'  dg  4-  2  k"  gf 
—  2  dfn  —  2  efn'  —  laen"  =  o 

représente  la  condition  nécessaire  et  suffisante  (*)  pour  le 

'  Nécessaire,  mais  non  suffisante;  le  poinl  de  contact  esl  imaginaire 
lorsque  m,  et  L,  sont  négatifs.  Tu. 


I  .,«  ) 

contact  du  plan 

dy  -+-  ex  -\-fz  +  g  =  o 

avec  la  surface  du  second  ordre. 

Si  /  =  o,  ou  /'=  o,  ou  /"  =  o  ,  la  surlace  touche  un  de- 
plans  coordonnés. 

3.  On  aura  les  sections  circulaires,  en  identifiant  l'é- 
quation se  rapportant  à  la  section  plane  en  général  avc< 
celle  de  la  projection  de  1  intersection  du  plan 

dy  +  ex  +fz  -h  g  =  o 
et  de  la  sphère 

(x  —  *y  +  {x-py  +  {*-yy 

+  2  [x  —  a)  (j  —  (3)  cosary  -f-  2  (  .r  —  a)  (z  —  7  )  cos  jtz 
+  2  (  j  —  fi  )  (  z  —  7  )  cos  yz  =  R2. 

Cette  projection  ayant  pour  équation 

j-2  (  dP  H-/2  —  2  <7/'cos  zy  ) 
-4-  2o.y  (/*2  cos-ry  -t-  afe  —  efçoszjr  —  df  cos  a.z) 
+■  -c"  (/"2  +  f2  —  2  efeos  xz  ) 

-h  2j  [(p-4-acos.rj • -h 7 cos jz),/ 2  —  ^(7  -f-  «cosxz-f-  pcos/z)] 
-+-  2/[(a  +  pcosj'j+7  cos.rz)/2—  ef{y  -+-  acosarz+  ficosjz)] 
.    /       a2  +  S2  +  72 H-  2aBcosa')-  -+-  2av  cosxz\ 
V+  afiy  CO&jrz  —  R"  / 

il  viendra  en  identifiant  (p.  21  7) 

d*+f*  —  2  dfcosxy  =  (A'/2  -H  A"  rf2  —  2  15  ./■ 
y*2  cos.r>  -h.de  —  r/" cos  3  V  —  df  COS  xz 
=  (B"/2  +  A"  <fe  -  Bef—  Wdf)  1 , 
/"  +  <r  —  2  e/cosxz  =  (A/2  -h  A"  e  —  2  K  1 

où  ).  osi  un  facteur  à  déterminer. 
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De  là  on  conclut 


f 


(' 


y.  cl 


).A")-f-i  —  a  A'  —  —  (coszi  —  ).B)  =  o, 


cosyx  —  ÀB"  -+-  -  -  (i 


aA" 


■  -  ,  coszv  —  XB' 
J  ( 


—    j;  (  COS  XZ  A  B' 

aA-+-^(i  —  aA      — 


/ 


(cos  .rz  —  ).B')  =  o. 


Donc,  en  vertu  d'une  identité,  on  est  conduit  à  cette 
(•({nation  du  troisième  Jegré  en  1 

(,  ._  >A)  (i  —  XA')  (i  —  "/.A")  —  (i  —  XA')(cos.rz  —  XB'); 
—  (i  —  À  A"  )  (  cos  xy  —  X  B")2  —  (  i  —  a  A)  (  cosjz  —  XB  )2 
-i-  2  (cos  zy  —  XB)  (cos.rz  —  XB'  )  (cosaj  —  XB")  =  o, 
ou 

X'  (  AB2  +  A'  B'2  -f-  A"  B"2  —  AA'  A"  —  2  BB'  B"  ) 

B2  —  A' A"  -+-  B'2  —  A  A"  +  B"2—  AA' 
-f-  2  cosxj  (  A"  B"  —  BB'  )  -h  2  coszj  (  AB  —  B'  B" 
-  2 coszj?  (A'B'—  BB") 

A  sin2 yz  -+-  A'  sin2o.-z  H-  A"  sin2  xj 
2B'  (cosxz  —  cos  zy  cos  xy) 
—  2  B"  (cos  xy  —  cos  zy  cos  zx  ) 
2B  (co>  rz  —  cosjy  cos  xz  ) 

H-  i  —  cos2  xy  —  cos2.rz  —  cos2jz  -+-  2  cos  xy  cos.rzcosj'z  =  o  (*). 

Pour  découvrir  la  signification  géométrique  de  X ,  trans- 
portons l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  la  surface, 
ce  qui  ne  changera  pas  les  coefficients  de  l'équation  du 
troisième  degré,  et  imaginons  que  la  sphère  soit  concen- 
trique   à   la    surface.   Lu   raisonnement  direct  apprend 


•[ 

[; 


l 


Cette  dernière  expression  fbi  le  volume  du  parallélépipède  qu'un 
obtient  en  prenant  à  partir  <1(  l'origine  une  longueur  égale  à  l'unité  sur 

les  i  «  •>  i^  ,i\p*.  1  m 
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(voyez  les  Développements  de  Géométrie  de  M..  Charles 
Dupin,  page  168)  qu'il  y  a  deux  sections  circulaires 
ayant  pour  centre  celui  de  la  surface  et  pour  rayon  la 
longueur  de  Taxe  moyen.  Mais  l'identification  fournit 

XE  =  — R=; 

et ,  l'origine  des  cooordonnées  étant  au  centre, 

E  =  L 

m 

Donc  le  carré  de  l'axe  moyen  sera  racine  de  l'équation  du 

troisième  deeré  dont  l'inconnue  deviendrait  —  X  —  On 
°  m 

voit  de  même  à  priori  que  les  sphères  concentriques  à  la 
surface  et  ayant  pour  rayons  les  longueurs  des  axes  extrê- 
mes ,  coupées  par  leurs  plans  correspondants,  donneraient 
des  cercles  ne  pouvant  appartenir  à  la  surface  du  second 
ordre,  quoique  X  reste  toujours  réel.  Conséquemment,  le 
calcul,  qui  n'admettait  aucune  différence  entre  ces  divers 
cas,  doit  faire  trouver  les  trois  valeurs  de  X  correspon- 
dantes aux  axes  principaux ,  et  l'équation  dont  l'inconnue 

est  —  X  —  a  bien  pour  racines  les  carrés  des  demi-axes. 

m  L 

Notre  déduction  s'accorde,  au  surplus,  avec  l'énoncé 
qu'on  lit  à  la  page  3q9,  des  Propriétés  projectiles. 

Ainsi  l'équation  aux  carrés  des  demi-axes  dans  le  cas 
le  plus  général  sera 

X»  +  l>__[ï(B»—  A' A")  +  Zacdsa^ -  (  A"  B"  —  BB')] 

—  \,  —  [ZAsin*)z  —  laB  (cosyz  —  cosxr  cos.rz)] 
ni 

L3  , 
fi  —  cos-.r>  —  cos-xz  —  eus-  yz 

•+   2('0S.f)   COS2Z  COSZJ')  :=  O  . 

On  trouvecette  équation  dans  un  Mémoire  de  M.    Bé- 
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rard  [Annales  de  "Gergonne ,  t.  III)  où  elle  parait  avoir 
élé  peu  remarquée  (*). 

A.  Problème.  Etant  donnée  l'équation  d  un  plan, 
calculer  les  coordonnées  de  son  pôle. 

L'équation  générale  du  plan  polaire  d'un  point  ( .r,  ) ,  z) 
étani 

X(Aa«+  B'r.  +  B">  +  C)-+-  Y  (A' 7  +B.r  +  B"z  +  C) 
-+-  Z  ( A"  3  +  Br  4-  B'.r  +  C")  4-C.r  +  C'/+C"s  +  E  =  o, 

si 

est  l'équation  du  plan  dont  on  cherche  le  pôle  ,  les  coor- 
données de  celui-ci  satisferont  aux  trois  équations 

.r  (A  g  —  Ce)  +  y  [B"g  -  Ce)  +  z  (B'  g  —  C" c)  =  Ee  -  Cg, 

j  (B"  «■  —  Ce!)  -h  j  ( A' g  —  C'rf)  +  z  (Bg-  —  C'W  =  E«/  —  Cr£, 

*(B,ff-C/)+.r(Bff-Cy)  +  »(A*ff-C*/)=  Ef-Vgi 

d'où  l'on  tire  ces  valeurs  de  x,y,  z  : 

_el  +  gk  —  d«"  —  fn' 

~  m  g  -4-  ek  -h  </*'  H-/X"  ' 
^  =  rf/'  -4-  gk'  -  en"  -fn 
mg  -\-  ek  -\-  dk'  -\-fk"  ' 


i„ff  +  e*  +  dk'  -h/k" 
lorsque  x,  )  .  z  sont  donnés  ,  on  déduit  -•>—•>  — 

ni. 

DES   GÉNÉRATRICES  RECTILIGNES  ET  Dl    CONE    CIRCONSCRIT. 

1.    Soient 

.r  =  a  z  -{-  [î ,       r  =  y  z  +  S 

(*)  M    de  Saint-Guilhem    [Journal  de  Mathématiques,    i.    I,   p.  '^i8)pt 
M.  Lebesgue  {Nouvelles  Annales,  i    VII,  p.  |<><> ';  ' '""'  :>'i-si  donnée. 
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1rs  équations  d'une  génératrice  rectiligne.  Alors  on  a 

m  (J*  -+•  2  a[5  /  "  -f-  f  0î'-2p/-+2a«'+/=O, 
mS1  +-  27SF  +  ^"v2  —  20*'-+-  27«  -(-  /'  =  o, 

relations  qui  renferment  tous  les  résultats  connus.  Je  re- 
marque seulement  que  le  cas  particulier  «lu  cône  entraîne 
légalité  L  =  o. 

Ensuite  les  coefficients  a  et  y  dépendent  l'un  de  l'autre 
d'après  cette  troisième  relation 

A  a2  -4-  A'-/2  +  2B7  -f-  o.B'a  -+-  2B"a7  +  A"  =  o, 
d'où 

_  —  (B  -f-  B"a)  ±  \/B2—  A'A"-f-(BB"—  A'B')  a -f- a2  (B"-  —  A  A') 


7  = 


A' 


Or  pour  m  =  o ,  la  quantité  sous  le  radical  est  un  carré 
parfait,  donc  alors 

y  =  /  a  -f-  p , 

"  -B» 


V'B"2—  A  A'  —  B"       V— L 


A'  A' 


A'  B'  —  BB" 


_R       ±iVziif_B 


2VB"2—  A  A'  h" 

P—  


A'  A' 

Par  conséquent,  il  y  a  deux  séries  de  génératrices  reeti- 
lignes  parallèles  aux  deux  plans 

y  =  i.-r  -T-  pz 
respectivement. 

2.  Soit 

dy  -\-  ex  -\-fz  =  dy'  -f-  ex'  -\-Jz' 

l'équation  d'un  plan  tangent  à   la  surface  et  passant  par 
le  point  .<■'.  > -',  -'.  En  substituant  à  g  la  valeur 

—  [dy'  -H  ex'  +fz') 
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dans  la  relation  de  contact,  celle-ci  devient  ([>.  217) 
(„,/?_  2  *' /-+-  /'  )  —  y  î  (  *  v'4-  A'  .r'  ~  «"  —  /».»•'  1 


c- 

'r- 


7 


—{h  z'-\-  h"  x'  4-  ri  —  mz  x  )  4-  mz'2  —  r>.  h"  z   4-  /"  =  o. 

Il  faut  en  calculer  les  déterminants  m,  et  L,. 


:  j'2  (  /•->  _  mi  j  _  2  -ry  (  *  tf  4-  wn"  )  4-  .r'2  (  /•'-  4-  w/'  ) 
2/  (XV  4-  A'/)  +  2/  (/•'  n"  4-  #/')  4-  /?"2  —  W 

/a(Ba  —  A'  A")  4-  .r'2  (B'2  —  AA") 
4-  2-r'r'  (BB'  —  A"B")  4-  2 y  (BC"  —  A"C 
4-  ?.*'  (B'C"  —  A"C)  4-  C"2  —  A"E 
=  —  L  [(  A"  z'  4-  B j'  4-  B'  .r'  4-  C"  )2  —  A"  F'  ] . 


-'[ 


I 


(/»y*_  2A-'  /'  +  /') 

X  (  kzf  4-  k"  x'  ■+■  ri  —  mz'  x'  )2 

4-  -2  [ky'  4-  k' x'  4-  ri'  —  mx' y'  ) 

X  (  /•'  z'  4-  *"  /  4-  n  —  ">/  z') 

X  (  H'  4-  *"  a/  4-  ri  —  /wz'  .r'  ) 

.  ,    !   -+-(mx"  —  2/^'  +  0 

JLf  =  4  s 

X  (*'  2'  4-  k" y'  -+-  r/  —  my'  z')'1 

■      />(&  —  ml) 

—  9.x'  y'  {kk'  4-  mn") 
4-  a/»  [k'i—ml')  4-  a/  (*«"4-  *'  / 
_+  2.r'  (*'«"  4-  /?/')  4-  *"'  —  W) 

x(/»2'2—  î^  +  n 


=  4L2F'( 


(*)  Lorsque  »;,  et  F'  sont  négatifs,  le  point  .<■',  >  .  .-.'  esl  intérieur.  Lors- 
que m,  et  F' sonl  désignes  différents  ou  tous  deux  positifs,  le  point  esr 
extérieur.  Tu 
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Pour  L  =  o,  cas  du  cône,  l'équation  enlre  ■+  et  ■?  se 

décompose  en  deux  facteurs  du  premier  degré,  ce  qui 
doit  être. 

3.  Équation  du  cône  circonscrit.  Jl  faut  chercher  la 
surface  enveloppe  du  plan 

d(y—y')  +  c{x-x')+f{z-z')=o, 
-j.-)  j  satisfaisant  à  l'équation  du  second  degré  trouvée  ci- 
dessus  (p.   223).  \oici  le  résultat,  en  appelant  /h,,   /, , 
A,,...,  7/,  les  fonctions  d'identité  relatives  à  cette  équa  - 
tion 

m{{z-Z'y-+?.(j  —/)(Z—Z')k\ 

h-  2  (z  —  z')  (.r  -x')  /-,  +  /',  {x—yy 

_|_  /,  [x  —  x'Y—  in,  [y  —y')[X—  X1)  =0 
OU 

l>  x"*  -4-  l\  y1  -+-  mt  z2  -+-  2  k\  yz  -\-  -xkyzx  —  2  «,  yx 

—  ix    À",  z'  -+-  l,  x'  —  h, y')  —  27  (A"',  z'  H-  /,  y'  —  n,  ■>■'  ) 

—  2 z  (;«,  z   +  A',  y'  -f-  A-,  x')  +  ///,  z'2  +  2  A',  j'  z' 
+  2  A",  z'.r'  ip  /',   j'2  -h  /,  .r'2  —  2«,    r'  y'  —  o. 

Cône  asymptotique.  Ici 

/n  m  m 

L'équation  du  cône  asymptote,  par  des  réductions  fa- 
ciles au  moyen  des  relations  d'identité,  est  finalement 


Ax1  -\-  A' .y2  +  A"z2  -t-  2Bjz  -h  2B'.rz  ■+-  2B">> 

+  2O  -|-  aC'r  -f-  2C"z  -+-  E  =  — • 

m 

A.  Problème.   Trouver  le  lieu  ries  sommets  des  trièdres 
(rirrctangles  circonscrits  à  une  sur/ace  du  second  degré 
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Soient 

dy-\-  e.r  +fz-+-  g  =  o, 

d'y  -+-  e  x  -hf'z  -+-  g'  =  o , 

d"  y  -+-  e"  .r  +/"  z  -+-  g"  =  o , 

les  équations  de  trois  plans  tangents  à  une  surface  du 
second  degré  et  se  coupant  à  angle  droit.  Les  axes  étant 
rectangulaires ,  on  a 

dd'  -{- ec  -+- ff  =  o , 
dd''  +  ee"+ff"  =  0, 

d'd"  -he'e"  -+-/'/"  =  o, 
et  de  plus  (p.  2  23 ) 

d1  (my-  —  ik'  y'  -h  /') 

—  2 de  [ky'  +  k'  x'  -+-  n"  —  mx' y') 
H-  c-  (mx'2  —  ik'  x'  -+-  i) 

—  idf{k'  z'  ■+■  k"  y'  +  n  —  m  y'  z' ) 

—  ief{kz'  -+-  A"  x'  -+-  n'  —  mz'  x') 
-+-  (  mz-  —  k"  z'  -+-  l  "  )  fz  =  o  , 

ainsi  que  deux  autres  équations  analogues  en  d\  ?',J', 
d",  etc.,  où  x',y',z'  sont  les  coordonnées  du  point  de 
concours  des  trois  plans.  Donc  ,  d'après  une  identité  pré- 
cédemment démontrée  (p.  2l3), 

m  {x"  +  y"  +  z':)  —  2  k' y'  —  2  kx'  —  2  k"  z' 
-4- /  -t- /'-+-/"  =  o. 

C'est  l'équation  d'une  sphère  avant  même  centre  que 
la  surface  et  pour  carré  de  son  rayon  la  somme  algébrique 
des  carrés  des  demi -axes. 

Poisson  ,  qui  a  résolu  ce  problème  dans  la  Correspon- 
dance sur  l  Ecole  Polytechnique  (*),  a  laissé  de  côté  le 

(*)  Voir  t.  V,  page  670. 

Ann.  de  Maihêmat.,  l.  XVI.  (Juin  18V.  l5 
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cas  des  deux  paraboloïdes  pour  lesquels  le  lieu  vai 
2  kaf  4-  2  Vf  4-  2  *"  s"  =  /  4-  /'  4-  /"  , 

c'est-à-dire  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe. 

Plus  bas  ,  j'aurai  besoin  de  l'équation  du  lieu  actuel  en 
coordonnées  obliques.  Il  m'a  paru  difficile  de  l'obtenir  di- 
rectement. En  effet,  la  condition  de  perpendicularité 
devenant  alors 

ee'  sin2  yz  4-  dd'  sin2  xz  -\-ff  sin2.r/ 

—  (  cos  xy  —  cos  zy  cos  zx  )  (  d  '  e  4-  de'  ) 

—  (  cos  yz  —  cos  zx  cosxy  )  (  d  '  f  4-  df  ) 

—  (cosz.r  —  cos.rjr cosjz)  [ef  4-  c  f)  =  o, 

f  identité  analogue  à  celle  qui  vient  de  nous  servir  serait 
bien  plus  compliquée.  J'ai  donc  préféré  déduire  cette 
équation  générale  de  l'hypothèse  où  les  axes  étaient  rec- 
tangulaires -,  on  obtient  ainsi  immédiatement 

mx'1  -4-  my'-+  mz'2  4-  i  mx'  y'  cos  xy  4-  i  m y'  z'  cosyz 

4-  2 mx'  z'  cos #3  —  2  x'  { k  -h  k'  cos.rj  4-  k"  coszx) 

—  2.y'  (  k'  4-  k  cosxy  4-  k"  cos  yz) 

—  2  z'  (k'''  -+-  /,-'  cosjz  4-  A-  cos.rz)  -f-  /  -f-  /'  +  /" 

—  2/2  COS  JZ  —  2  II'  COSXZ  —  2//"  COS.TV  =  O, 

ei  pour  m  =  o, 

je'  (/i'  4-  k  cos.rj  -f-  k "  cos  yz) 
-\-  x'  [k  -\-  k'  cosxy  4-  A"  cos  z.r) 

-H  z'  (  k"  +  A-'  cos  yz  4-  A-  cos  z.r  ) 

/  4-  V  -H  /" 
4-  «  cosyz  4-  n  cos.r-a  4-  n    cosxy  — ==  o. 

IV. 

LIEUX  GÉOMÉTRIQUES. 

4.   Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second 
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ordre  assujetties  à   toucher  sept  plans  donnés  de  posi- 
tion. 

Prenons  trois  des  plans  pour  plans  coordonnés  :  alors 

/=/'  =  /"  =  o. 


Soient 


x        y        z 

-  +  £  +  -  =  ,, 

abc 


€         y         z 

~,  +  77  +  -  =  !> 
a         b         c 

x  y  z 

—  -f-77,  -f--  =  l, 

a  «  f 

•'  ^    __   z 

^  "*"  P  ~  ^  =  *  » 

les  équations  des  quatre  autres  plans. 

Nous  aurons  successivement,  par  la  condition  de  tan- 
gence  (p.  217), 

an        bn'        en"-  abc 

1-  —  H —  bcx  +  rtrj-  4-  abz •> 

ni  m  m  2 

b  c  x  -+-  a  c   y  -f-  a   b  z 


a"  c" y    -t-  a    b" 


-  "'  +  c—  =  fr**  h  «'"c?/  -f-  ««  6    : 


où  .r,  r,    s  désignenl    les  coordonnées  du  «entre  de  la 

surface  variable.  Il  y  a  donc  entre  les  quantités  — r  — -  — 

J  m    ni     ni 

quatre  équations  du  premier  degré \  par  conséquent,  les 
seconds  membres  de  ces  équations  seront  liés  entre  eux 

i5 


a'  n 

b'  n' 

c  n" 

V 



H 

-f- 



zzz 

C    i 

i» 

m 

ni 

a"  n 

b"  n' 

c"  n" 



y-  

+ 



n r 

b' 

'  c 

m 

ni 

m 

2 

a" 

b' 

c" 

2 

a'" 

Z/' 

cm 
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par  une  relation  linéaire,  c'est-à-dire  que  le  lieu  géomé- 
trique cherché  est  un  plan. 

Corollaire  I.  Les  centres  de  toutes  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  tangentes  à  huit  plans  appartiendront  à  une 
droite,  intersection  des  huit  plans  qu'on  obtiendrait  en 
combinant  les  proposés  sept  à  sept. 

Corollaire  II.  Le  centre  de  la  surface  tangente  à  neuf 
plans  sera  donc  sur  neuf  droites. 

2.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second 
ordre  tangentes  à  six  plans  et  dont  la  somme  algébrique 
des  carrés  des  axes  soient  donnée. 

Prenons  encore  trois  des  plans  pour  plans  des  coordon- 
nées. Nous  aurons  d'abord,  comme  ci-dessus, 

an        bn'        en"  abc 

■ 1 1 —  bcx  +  acy  -f-  abz •, 

m  m  ni  2 

a'n        b'n'       c' h"         .,  ,  ,   ,  ,  , ,  a' b' c' 

1 1 =  b'ex-j-  a' c'  y  H-  a  b'z , 

ni  m  ni  2 

a" ri        b" V        c"  n"                                  „                               a"  b"  c" 
H î =  b"  c"  x  -h  a'  c  Y  H-  a <    b    z  — 


Puis,  appelant^2  la  somme  des  carrés  des  demi -axes 
qui  est  donnée,  on  obtient  (p.  209) 


B2  —  A'  A"  +  B"  —  AA"  -+-  B"2  —  AA' 
-h  ■2cosxj(A"B"  -BB') 
-+-  2cosqr  (AB  —  B'B") 
__  +  2  cos.rz  (  A'  B'  —  BB"  ) 


.1 


=  M . 


équation  qui  se  transforme  par  les  identités  (p.   209) 

k>        k'2       *'"  fkk'       n"\ 

—  H H -4-  2  eus./.)      —  H 

nr        nr        nr  \nr         m  ] 

f'k'k"       n\  ik'k"       ,1' \ 

-f  2  cossy 1 -f  2 cosxz ! =iJ 

\    nr  ni  '  \    m  m  ' 
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OU 

ri  _j_  yt  _f_  a*  _j_  ofosrjr  (  jy  4- 

-4-  2  cos  zr  (  zj  H )  4-2  coszj?  (  xz  +  -    I  =J/2. 

'    V  '"/  \  '«/ 

rw    n     ri    ri'    ,  .    , 

Ur  —  i  —  i  —  s  expriment  au  moyen  des  trois  équations 

m    m     m  l  J  L 

précédentes  linéairement  en  x,y,  z.  Donc  le  lieu  géo- 
métrique est  une  sphère. 

La  position  de  son  centre  est  indépendante  du  carré 
donné.  En  effet,  soient 

n 

—  ==  a  x  +  3  y  4-  7  z  4-  à  , 
m 

—  =ax-+-B>'4-7Z  +  à    , 

m  ' 

n"  „  „  , 

—  =  a  .r  4-  6   v  4-  7   z  4-  tf   , 
/;? 

a  ,  ,5  ,  y  ,...,  y"  étant  des  fonctions  de  a,  fe,  c,  etc. 

Le  centre  de  la  sphère  sera  au  point  de  rencontre  des 
plans 

■t  4-  y  cosjy  4-  z  cosarz  4-  y.  cos  zr  4-  «'  cos  xz  4-  a"  cos.*y  =  o, 
y  4-  x  cos.r >  4-  z  cosyz  4-  3  cos  zy  4-  3'  cos  rz  4-  3"  cos  .ry  =  o, 
z  4-  y  cosyz  4-  x  cos  xz  4-  7  cos  zy  4-  7'  cos  jtz  4-  7"  cos.zy  =  o. 

Remarque.  Si  l'on  se  proposait  de  construire  des  sur- 
faces du  second  ordre  tangentes  à  sept  plans  et  dont  la 
somme  algébrique  des  carrés  des  axes  fût  donnée,  il  y 
aurait  sept  sphères  devant  renfermer  leurs  centres.  Mais. 
d'autre  part,  ces  centres  appartiennent  à  un  plan;  ainsi 
généralement  tous  les  groupes  de  sept  sphères  qui  décou- 
leront des  différentes  valeurs  du  carré  tp  auront  un  même 
plan  radical.  Pour  une  surface  tangente  à  huit  plans  et 
dont  la  somme  des  carrés  des  axes  serait  connue,  le  cen- 
tre  sérail   à  1  intersection  dune  droite  ei  des  huil  petits 
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cercles  correspondants  aux  groupes  de  sepl  sphères  qu'on 
obtiendrait  en  combinant  les  huit  plans  proposés  sept  à 
sept. 

Du  reste,  abstraction  faite  de  toute  surface  auxiliaire, 
on  aperçoit  sans  peine  la  belle  et  difficile  étude  géomé- 
trique qui  résulterait  de  la  combinaison  du  système  de 
six,  sept  ou  huit  plans  avec  le  système  de  sphères  prove- 
nant du  second  lieu  ci-dessus  traité  et  qu'on  ne  connais- 
sait pas  encore,  que  je  sache.  Il  faudrait,  pour  se  livrer 
à  cette  étude,  fixer  nettement  la  position  du  centre  de  la 
sphère  par  rapport  aux  six  plans  :  problème  plus  ardu 
que  son  analogue  en  géométrie  plane.  Car  dans  celui-ci, 
où  l'on  détermine  le  lieu  des  centres  des  coniques  tan- 
gentes à  trois  droites  et  dont  la  somme  algébrique  des 
carrés  des  axes  est  connue,  le  rentre  du  lieu  (qui  est  un 
cercle)  coïncide  précisément  avec  le  point  de  rencontre 
des  hauteurs  du  triangle  formé  par  les  trois  droites  (*). 
Au  contraire,  rien  n'est  trouvé  sur  la  ligure  formée  par 
six  plans  quelconques. 

3.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second 
ordre  tangentes  à  six  plans  et  dont  les  produits  deux  à  deux 
des  carrés  des  axes  ont  une  somme  donnée. 

T  .   ,  .,  ,     .  n     n     n  , 

ici   la   quatrième  relation  entre  —  5  —  >  —  se  conclura 
1  m     m     m 

de  l'équation  (p.  220) 


A  sin2 yz  -+-  A'  sin2  xz  -+-  A"  sin-ay 

—  2  B'  (cos.zz  —  cos  xy  coszj) 

—  2  B"  (cos xy  —  coszy  eosz.r) 

—  2B  (cosjz  —  cos.ry  cosxz) 


=  ^, 


^  étant  une  ligne  connue. 


(*)  Jp  possède  depuis  longtemps  un  moyen  géométrique  d'obtenir  ce 

lion. 
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identités 

fournissent 

AL2         on  k'  k"         ir 
m3          m    ni  m          ni' 

. 

A'L2        in'  k    k"        ri- 

/tf              m    ni  ni         nr 

A"L2    '    in"  k    k'       n"* 

m              ni     ni  ni        in' 

ni;'      u 

A2         k'  k   n'        n"  k    k" 

n'  n" 

m l         /;/ 

nP        m  m  ni        m    m  m 

m  ni 

Tous  ces  coefficients  contiendront  donc  x^  y  z  au  troi- 
sième degré ,  et  ce  sera  le  degré  de  la  surface  ,  lieu  des 
centres. 

4.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second 
ordre  tangentes  à  six  plans  et  dont  le  produit  des  axes 
est  donné. 

Nous  avons,  dans  ce  cas,  pour  quatrième  relation  entre 

n      n       n"  .  . 

—  >  —  -,  —  et  x  ,  r,  z  (p.  220    : 
m     ni     m  J  L  ' 


L3  /      i  —  cos2  xy  —  cos2  xz  —  cos'  yz 
m{  \+  2  cos  xy  cos*rz  cos  yz 

On  a  (voiries  identités) 

U  _-i.ii  n    n"        ik  k'  n   n'        ik  k"  n    n"        2&'   k"  n'  n" 
m'         ni   m  m  ni    m  m  m         ni    m   m  m  ni     m    m  m 

k'   ,P         k"  n"       _[_l 

tir  m2        nr  ni"-        ni'  nr 

On  voit  clairement  epic  le  lieu  est  une   surface  du  qua- 
trième degré. 

Observation .  11  résulte  des  trois  lieux  précédents  qu'on 
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peut  construire  au  plus  vingt-quatre  surfaces  du  second 
ordre  tangentes  à  six  plans  et  égales  à  une  surface  don- 
née. Et  le  théorème  analogue  à  celui  de  M.  Steiner  en 
géométrie  plane  s'énoncera  ainsi  : 

Théorème.  Les  vingt- quatre  surfaces  du  second  or- 
dre tangentes  à  six  plans  et  égales  en  volume  ont.  leurs 
centres  sur  une  même  sphère. 

5.  Tous  les  pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  aux  sur- 
faces du  second  ordre  tangentes  à  sept  plans  appartiennent 
à  un  plan.  C'est  une  conséquence  des  formules  trouvées 
§  II,  n°  A.  Et  les  pôles  d'un  même  plan  par  rapport  aux 
surfaces  tangentes  à  huit  plans  seront  sur  une  droite. 

En  particulier,  le  point  de  contact  de  la  surface  va- 
riable avec  chaque  plan  décrira  une  droite.  De  sorte  que 
les  points  de  contact  respectifs  de  la  surface  assujettie  à 
toucher  neuf  plans  donnés  seront  situés  chacun  sur  huit 
droites. 

6.  Théorème.  Tous  les  plans  d'où  Von  voit  sous  un 
trièdre  trirectan gle  les  paraboloïdes  tangents  à  six  plans 
donnés  concourent  en  un  même  point. 

Un  quelconque  de  ces  plans  a  pour  équation  (p.  226) 

y  (/<•'  -+-  k  cosrj  -i-  k"  coszjk) 

-4-  x  (  k  -+-  k'  cos.r>-  -+-  k"  cos zx) 

-4-  z  [k"  -f-  k'  coszj  -+■  k  coszx) 

-+-  n  cos  yz  +  n'  cos.rz  -f-  n"  cos  .17  =  o. 


Mais 


/,  =  «*  +  $k'  -i-yk", 
n'  =  a'  k  -4-  p'  /•'  +  7'  k", 
n"  =.o."h -+  |r*'-4-  y"k", 

|3 ,  y ,  y"  étant  des  nombres  donnés.   Des  lors  IV- 
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quation  précédente  pourra  s'écrire 


y  cos.rj-  -h  X  -+■  Z  COS  Z.r 
-+-   a  COSZV  -h  a'  coszx  -f-  a"  COS.rj 

jr  -h  x  cos  xjr  -f-  z  cos  y  2 
H-  (3  cos  s/  +  [3'  coszx  -(-  p"  cosx  r 

z  +  y  cos  rz  4-  x  cos.rz 
-+-  7  cos  zjr  -+■  ■/  cos  xz  4-  7"  cos  /r 


et  il  est  évident  que  le  plan  variable  passera  constamment 
par  le  point  dont  les  coordonnées  résultent  des  trois  équa- 
tions 

y  cosxy  4-  x  4-  z  coszx  4-  a  cos zy  4-  x  coszx  4-  a"  cos xy  =  0, 
y  4-  x  cos  xy  4-  z  cos  yz  -+•  3  cos  zy  4-  (3'  cos  zx  H-  p"  cosxv  =  o, 
s  -+-  y  cos  j  z  4-  x  cos  zx  -f-  7  cos  zy  -h  7'  cos  zx  4-  7"  cos.r  y  =  o . 

Or  le  centre  de  la  sphère  traitée  11"  2  devait  aussi  y  satis- 
faire. Donc  le  point  de  concours  n'est  autre  que  le  centre 
de  cette  sphère. 

Corollaires .  Les  plans  d'où  l'on  verrait  sous  un  trièdre 
trirectangle  les  paraboloïdes  tangents  à  sept  plans  renfer- 
meront les  points  de  concours  qu'on  aurait  en  combinant 
les  plans  proposés  six  à  six.  Cela  ne  se  pourra  que  si  tous 
ces  points  sont  situés  sur  une  même  droite  qui  sera  per- 
pendiculaire au  plan  ,  lieu  des  centres. 

Ainsi  nous  retombons  sur  le  théorème  relatif  au  plan 
radical  commun  des  sphères  qui  ont  été  définies  plus 
hauï  (p.  229). 

Enfin  le  plan  d'où  l'on  verrait  sous  un  trièdre  trirec- 
tangle le  paraboloïde  tangent  à  huit  plans  est  perpendi- 
culaire à  la  droite,  lieu  des  centres,  qui  est  un  diamètre 
de  ce  paraboloïde. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  561 

(voir  t.  XVI,  p.  58)  ; 

Par  M.  MARECHAL, 
Elève   de  l'institution    Loriol. 


On  donne  un  angle  trièdre  de  sommet  S  et  deux  points 
fixes  A  et  B  situés  sur  une  droite  passant  par  le  sommet 
S.  Par  le  point  B  on  mène  un  plan  quelconque  détermi- 


nant un  tétraèdre  T,  de  volume  V.  Soit  P  le  produit  des 
volumes  des  quatre  tétraèdres  que  l'on  obtient  en  joignai  l 
le  point  A  aux  quatre  sommets  du  tétraèdre  T. 
On  a  la  relation 

P 

— -  =  constante. 


Il  faut  prouver  que  la  valeur  de 

5  EGF  X  AC  X  ^  8GF  X  AM  X  ^  SEG  X  AI  X  ^SEFx  AH 

6  6  o  5 

egf'x  sd 


est  une  quanti  le  constante. 


(  235  ) 
Supprimant  les  facteurs  communs  constants,  il  reste  à 
prouver  que  le  rapport 

AC  X  SGF  X  SEG  X  SEF 

EGF  x  SB' 

est  constant. 

Les  deux  droites  SD  et  AC  étant  parallèles  ,  le  point  C 
se  trouvera  sur  BD.  Les  deux  triangles  semblables  SDH, 
ACB  donnent 

AC_  AB 

d'où 

AC  =  SDX~ 

Remplaçant  dans  le  rapport  précédent  AC  par  sa  valeur, 
ce  rapport  devient 

AR 

SDX^X  SGF  X  SEF  X  SEG 


EGF  X  SD 

Supprimant  le  facteur  commun  et  laissant  de  côté  le  iae- 

AB     .,  , 

leur  constant  — -?  il  reste  a  prouver  que  le  rapport 

SGF  X  SEG  X  SEF 

ËGF  X  SD 

est  constant. 
Or, 

EGF  XSD  =  SGF  X  EN , 
EGFX  SI)  =SEGX0F. 

Multipliant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

ËGF  X  SD*=  SGF  X  EN  X  SEG  X  OF. 
Remplaçant  dans  le  rapport  précédent  EGF  X  SD  par  s;t 


(  ss36  ) 
valeur,  il  devient 

SGF  x  SEG  X  SEF 


SGFX  SEG  X  EN  X  OF 


SEF 

et    il    reste  à  prouver  que  le  rapport—- — -  est  con- 

r  1  rr        EN  X  OF 

slant. 

Or, 

SEF  =  -  SE  X  SF  X  sin  ESF  ; 

2 

EN  =  ESXcosSEN, 
OF  =  FS  X  cosSFO. 

Multipliant  ces  deux    égalités    membre   à    memln    ,   on 
trouve 

EN  X  OF  =  ES  X  cosSEN  X  FS  X  cosSFO  ; 

donc  le  rapport  précédent  devient 


-SEXSFX  sin  ESF 
2 


ES  X  SF  X  cos  SEN  X  cosSFO 
ou 

-sin  ESF 

2 


cos  SEN  X  cosSFO 


Il  suffit  de  prouver  que  ce  rapport  est  constant ,  ce  qui  es! 
évident,  car  les  angles  ESF,  SEN,  SFO  sont  constants. 
Note.  MM.  Clery,  Sain  lard,  de  Conrcel,  Dorlodot , 
Renaud,  élèves  du  lycée  Saint-Louis,  Ponpelel,  institu- 
tion Reuss,  ont  donné  la  même  démonstration. 
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DÉMONSTRATION 

D'une  formule  dout  ou  peut  déduire ,  comme  cas  particulier, 
le  hiuôme  de  Newton. 


Soient   x,    a,  b  ries  quantités  quelconques ,   et  m  un 
nombre  entier  et  positif,  on  aura 

(x+  a)",  =  x",-\-m.a(x+  %)"-'  -+-  "l    "'  ~  l   •  a  (a  —  a 6)(x  +- 2 S)""2-*-. 

i)  !  m  {m — i)(m —  2)... (m —  n-\-i)  „.     ,. 

i  .  2 . 3  ... n  v 


Wfl 


[«  —  {m  —  i)  e]"-2l>4-  (m  —  i)  6]  +  a  («r  —  »/6)m-'. 


Cette  formule,  que  l'on  doit  à  Abel  (  *) ,  a  été  démontrée 
dans  1  un  des  Traités  d'Algèbre  conformes  au  programme 
officiel;  nous  allons  faire  connaître  une  autre  démons- 
tration qui  est,  sauf  quelques  modifications  de  peu  d'im- 
portance ,  celle  qu'Abel  a  donnée. 

Remarquons  d'abord  que  l'égalité  (i)  est  évidente 
quand  m  =  i,  puisqu'elle  se  réduit  alors  à 


Elle  est  encore  immédiatement  vérifiée  lorsque  m  =  2 , 
car,  dans  ce  cas  ,  elle  devient 

(.r  -ffl)!=:X,  +  2«(.i,  +  8)  +  «(fl  —  2  ê)  =  X1  -+-  2  (IX  ■+-  a2. 

11  ne  reste  donc  plus  qu'à  faire  voir  que  si  l'égalité  (i)  est 
vraie  pour  une  certaine  valeur  particulière  de  m ,  elle 
existe  encore  lorsqu'on  augmente  cette  valeur  d'une  unité. 
Ainsi ,  en  supposant  que  m  représente  un  nombre  entier 
positif,   pour  lequel  l'exactitude  de  légalité  (i)    ait  été 

*     Œuvres  complètes,  t.  I,  p.  3i  . 


(  a*»  ) 
constatée,  il  s'agit  de  prouver  qu'on  a 

(.,.  +  a)m+{  =  .*:'"+'  4-  (m  -h i)fl  (.r  4-  g )'"+  (w  +  '  ) ffl  ^ ^  _  2 gj^  +  2  gjm-i  +. _ 
4-  ! : — : — i — S — -;  a(a  —  n 6  "-'  (j?  4-  «§""-"+'  -h . 

1.2.3...    rt  1  \  i 

4-  (/«  4- 1)  a  (a  —  m  6  )m~ll(x  +  /«  8)  +  «  [ «  —  (/M  -i-  1)8  ]"'. 

Pour  abréger  l'écriture,  nous  désignerons  pary(.r)  le 
second  membre  de  l'égalité  (1)  qui  existe  par  hypothèse, 
et  nous  nommerons  y  (x)  le  second  membre  de  l'éga- 
lité (2)  qu'il  s'agit  d'établir. 

En  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  x  des  deux  fonc- 
tions (x  4-  «)'"+!  et  9  (x)  ,  on  trouve 

(m  +  1)  (x -\-  a  '/"      et      (m -\-  \)f(x). 
Mais 

(\r  -+-  a)'"  =f(x), 

par  hypothèse  :  donc,  les  deux  dérivées  obtenues  sont 
égales  entre  elles  ,  et,  par  conséquent,  les  deux  fonctions 
primitives  (x  4-  a)'"+1 ,  9  (.r)  ne  peuvent  différer  que  par 
une  constante,  c'est-à-dire  qu'on  a  nécessairement  l'é- 
galité 

(3)  (a  +  fl^'zzy^  +  C, 

en  désignant  par  C  une  quantité  indépendante  de  x. 

Pour  déterminer  la  valeur  de  la  constante  C,  nous  re- 
marquerons que  si  l'on  multiplie  par  (wi4-i)£,  les 
termes  a.'",  ma[x  4-  S)'"-1,  etc.,  def(x),  et  qu'on  ajoute 
respectivement  aux  produits  résultant  de  ces  multiplica- 
tions les  termes x'"+i ,  (ut  4-  1)  a  (x  -f-  g)'",  etc.,  de?  (x), 
ou  obtiendra  des  sommes  qui  admettront  chacune  comme 
facteur  le  binôme  x  4-  (m  4-  1)  S.  En  effet  on  a 

[m  4-  ^G.x*  4-  ■'•'"  H  =  x"'  [x  4-  (m  4-  1)  8]  ; 


(  *$9  ) 
el 

m  (m-\-  l)  6. a  (.r  4-  g)"-1  +  ('»  4-  i)  «  •  (#  H-  6)m 
==  (iw  +  i)  «  (j:  4-  6)"-'  [.r  4-  (m  4-  i)6]j 

cl ,  en  général ,  la  somme 

— Si ^ -*■ — - '■  a  [a  —  «g)"-'  U  4-  «g  )"'-"  X  {m  +i)S 

I  .  2  .  3  ...   Il 

[m  4-  i)  mlrn  —  \)  .  (m  —  n  4-  2  )      ,  . ,     ,  .  . ,        , , 

i . 2 . 3 ...  n  '       X  ' 

est  égale  à 

£ — : ~ — - ;  a  [a  —  n  g)"~ '  (.r  4-  «  S)01-"  [x  4-  (  «  4- 1  )  g]. 

De  celte  remarque,  nous  concluons  que  si  Ton  multi- 
plie par  (m  4-  1)  c  les  deux  membres  de  l'égalité  (1) 

[x  +  afl=f{x) 
el  qu'on  ajoute  l'égalité  qui  en  résulte 

[m  H-  1)6  (.r  4-  a)m  =  (  w  4-  1)  6/(#), 
membre  à  membre  avec  (3) 

(-r  +  tf  )"'+'  =  ?(jr)  4-C, 

on  aura,  en  désignant  par  <ty  [x)  un  polynôme  entier  par 
rapport  à  x , 

(m  4-  1  )  g  (  x  4-  «  )™  4-  (•*•  4-  a)mJr' 
=  tJ*(j?)X[>4-  (/«  4-  i)6J  +  rt[a—  (m  4-  i)g]m  4  C; 
ou,  parce  que 

(m  4>  i)  6  {x  4-  fl )'"  4-  ( a?  4-  «)m+l 

=  [.r  +  fl  +  (m+i)S]  (.r  4-  «  )m, 
on  aura 

l4j  I   z=  -<,(.r)  X  [x  4-  (,,,  4-  1)  g]  4-  «  [a  -  («  4-  i)g]'"4-  C. 
Cela  posé,  si  dans  cette  dernière  égalilé  on  remplace 
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X  par  —  (wi  -f-  i)  ê,  il  vient 

a  [a  —  [m  4-  i  )  %)"'  =-.  a  [a  —  [m  -f-  i  )  S  ]'"  -f-  C , 

d'où 

C  =  o. 
Par  conséquent,  on  a 

[x  4-  a)m+i  =  ff  (x). 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

En  posant  6  =  0,  la  formule  (1)  donne  le  développe- 
ment de  la  puissance  m  d'un  binôme  [x  -f-  a). 

Nous  examinerons  prochainement  d'autres  applications 
de  celte  formule.  G. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  279 

(voir  t.  Xll.  p.  327); 

Par  M.   Charles  MERAY  (*). 


Soient  un  triangle  ABC  ,  deux  droites  P,  Q  se  coupant 
en  F  et  rencontrant  les  droites  AB,  A'C  respectivement 
en  G  et  en  K  -,  menons  par  le  point  A  une  droite  mobile  A 
rencontrant  les  droites  BC,  P,  Q  respectivement  en  D, 
I,  L.  Inscrivons  deux  coniques,  l'une  dans  le  pentagone 
BDLFG  et  l'autre  dans  le  pentagone  CDIFK.  En  vertu 
du  théorème  de  Brianchon,  le  point  de  contact  de  la  pre- 
mière conique  sur  BC  se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  le 
point  F  avec  le  point  d'intersection  m  des  deux  droites 
GD,  BL;  de  même  le  point  de  contact  de  la  deuxième  co- 
nique sur  CD  se  trouve  sur  la  droite  F  m'.  ///'  étant  le 
point  d'intersection  des  droites  KD,  CL,  si  l'on  fait  mou- 
voir A ,  les  points  D ,  L  forment  sur  les  droites  BC  et  Q 

(x)  Aujourd'hui  élève  à  l'École  Normale. 
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deux  divisions  homographiques  dont  deux  points  homo- 
logues sont  C  ,  K  :  donc  M'  décrit  une  droite  M,  de  même 
m  en  décrit  une  autre  N5  donc  les  faisceaux  ayant  pour 
centres  F>  K  et  formés  par  les  droites  telles  que  km'  sowl 
homographiques,  ainsi  que  ceux  ayant  pour  centres  P  et 
G  et  pour  rayons  les  droites  Gm,  Y  m.  Mais  les  rayons 
GD,  KD  forment  évidemment  deux  faisceaux  homogra- 
phiques; donc  les  rayons  Fm,  F  m'  forment  aussi  deux 
faisceaux  homographiques  ayant  même  centre ,  les  rayons 
doubles  sont  évidemment  P,  Q-,  donc  le  rapport  anhai  - 
monique  de  P,  Q,  Fm,  F  m'  est  constant:  si  le  point  F 
est  le  foyer  des  coniques  et  les  droites  P,  Q  les  tangentes 
issues  du  foyer,  on  retombe  sur  le  théorème  de  M.  Stubbs. 

Paris,  i85.'|. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  332 

(voir  t. XV,  p.  243,  et  t.  XVI,  p.  26); 

Par  M.   PA1INVIN, 

Docteur  es  Sciences  mathématiques. 


La  démonstration  du   théorème  énoncé  est  excessive- 
ment simple  si  Ion  prend  la  fonction  O  sous  la  forme 

x==x,x;...  xj. ..  x;, 

X<  étant  le  produit  des  facteurs  simples  correspondants 
aux  racines  de  degré  de  multiplicité  k. 
En  effet, 

~  =X',X!. ..  XÎ.    .  X"  +  aX',  X,  X,.  .  .  X*   .  .  X"  -+- . .  . 

-mx;x,xî...  xj~'...xj 

+...+«x;x,x;...xî...  x;-'. 

Ânn.  de  Mathémal.,  t.  XVI    (Juillet  18^7.)  16 


(  ^  ) 

Par  conséquent 

p  =  x  x*.  .  .x*-1...  x°~', 

Q  =  r^  =  X,  X2 .  .  .  X* .  . .  X„ , 

dX 

doc 
R  =  —  =  P,  X',  -h  2/>2X'3  -K .  . 

-i-  //^.  s*  + . . .  +  »/>„  x;(  ; 

où  Ion  a  posé 

c'est-à-dire  que  pÀ  renferme  tous  les  facteurs  X, ,  X2  ,..., 
X„  sauf  le  facteur  X*. 

dO 

^  =  />1x'1-h/>îx'î+..  +^x;  +  ...-+-^nx^. 

Donc 

R—  ^=(i-*)/»,X',+ (a-^x; +...+  (»— /ij/».^-, 

le  terme  ^  X/  a  disparu. 

(  R  —  A  -r->  )  est  donc  divisible  par  X*  et  ne  lest  par 

aucune  des  fonctions  Xj ,  X2 ,...,  X„  qui  sont  premières 
entre  elles.  Donc  X*  est  le  plus  grand  commun  diviseur 

des   polynômes  Q  et  R  —  k  ~-^- 

C'est  la  proposition  énoncée. 
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SOLITION  DE  LA  Ql'ESTION   3T>Ï 

,voir  t   XV,  p.  8*3,  et  t.  XVI,  p.  52) ; 

Par   M.   PAINVIN, 

Docteur  es  Sciences  mathématiques. 


La  construction  indiquée  dans  cette  question  donne 
lieu  à  plusieurs  identités  analogues  à  celle  qui  est  énon- 
cée; ces  identités  sont  toutes  évidentes,  si  l'on  remarque 
que 

AO  b  =  a OB , 

BOc  =  &OC, 
CO«  =  cOA  ; 

<e  sont  des  angles  opposés  par  le  sommet. 


SOLUTION  ANALYTIQUE  DE  LA  QUESTION  :>ii7 
(MICHAEL  ROBERTS) 

(voir  t   XVI,  p.  57); 

Par  M.   l'Abbé  P.   SAUZE, 
Professeur  au  collège  libre  de  Mende     Lozère 


D'un  point  quelconque  M  ,  on  mène  à  une  conique  E 
deux  sécantes  qui  la  coupent  en  A  et  B,  en  C  et  D. 
Si  l'on  a 

AB  CD 

MA. MB-  MC.MD' 

toute  conique  E'  ayant  les  mômes  foyers  FF'  que  la  pre- 
mière ,  sera  coupée  par  les  sécantes  en  des  points  A'  et  B', 
C  et  D'  tels  ,  que  l'on  aura  ainsi 

A'B'  CD' 

MA'. MB'  —  MC.  MD' * 

,6. 


(  *44  ) 

Prenons  pour  axes  coordonnés  les  sécantes  MB,  MU. 
L'équation  de  la  conique  E,  rapportée  a  ces  axes,  sera.de 
la  forme 
(3)  ax?  +  bxy  H-  cy-  -f-  dx  -J-  ey  +  /"=  o. 

Dans  cette  équation,  si  l'on  désigne  par  ,r',  x"  les  va- 
leurs de  x  pourj-  =  oet  par  y',  y"  les  valeurs  de  y  quand 
x  =  o,  la  relation  (i)  nous  conduit  a 

x'-x"  =y'-y" 

*' &"         y'  y" 

qui  entraîne  la  suivante  entre  les  coefficients 

(4)  rf*-4«/=e*-4c/(*). 

Soit  maintenant 

A2jr  -4-  B2x2  —  A2B'  ==  o 

l'équation  de  notre  conique  E  rapportée  à  son  centre  et 
à  ses  axes-,  en  appelant  a,  (3  les  angles  de  MB,  MD  avec 
le  grand  axe,  et  P,  Q  les  coordonnées  de  M  relatives  à  ces 
axes ,  le  retour  aux  axes  obliques  transformera  celle  équa- 
tion en  celle-ci  : 

|  BJ  (p  -+-  x  cosa  -+-  y  cosp) 

(   +  A2  {g  -f-  xsina-l-^sinp)2—  A2B2  =  o. 

En  identifiant  cette  équation  avec  l'équation  (3)  ,  on 

aura 

a  =  A2  sin2  a  -f-  B2  cos2  a , 

c  =  A2  sin2  p  +  B2  cos2  p , 

r/z=  2  A2 q  sin  a  -f-  2B2/?  cosa, 

e  =  2  A2  q  sin  p  -+-  2  B2/>  cos  p , 

f=p>B-  -t-72  A2  —  A2B2. 

(')  Soit  c/*  -|-  cy  -+-/=  0,  l'équation  inverse  est/a5  +  es  -+-  c  =  o  ;   le 

e»  —  hcf 
carré  de  la  différence  des  racines  est  — /    ,  "   ;  donc,  etc  Ta, 


(  M5  ) 
Dès  lors  la  relation  (4)  deviendra 

Spq  A2B2  sina  cosa  +  A'B2  (A2  sin2  a  +  B2  cos2  a) 

—  A2  B'-'  {p2  sin2  a  -f-  q1  cos2  a  ) 
=  Spq  A2  B2  sin  (3  cos  p  -h  A2  B2  (  A2  sin2  p  +  B2  cos2  p  ) 

—  A2B2(/;2sin'p  +  ?2 cos2  fi) 
ou 

4/><7  (  sin  2  a  —  sin  2  p  ) 
-f-  (sin2  a  —  sin2  (3)  (A2  —  B2  -h  g7  —  p2)  =  o. 

Si  la  quantité  Aa  —  B2  reste  constante,  celte  équation  ne 
cessera  pas  d'avoir  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs  par- 
ticulières de  A  et  de  B. 

On  voit  donc  que  la  conique  E',  homofocale  à  la  co- 
nique E,  sera  coupée  par  les  sécantes  en  des  points  A'  et 
B',  C  et  D' tels,  que 

A'  B'  C  D' 

MA'.  MB'  "7  MC'.MD' ' 

C.     Q.     F.     D. 

Si  du  point  M  on  menait  des  tangentes  à  la  conique  E, 
ces  tangentes  seraient  évidemment  dans  le  cas  des  sécan- 
tes MB,  MD  ;  dès  lors ,  en  appelant  (AtBj)  (CtDi)  leurs 
points  d'intersection  avec  une  conique  FM  ,  homofocale  à 

E ,  on  aurait 

A,B,  C,D, 

MA,. MB,  ~MC,.MD,' 

c'est-à-dire,  conformément  à  l'énoncé  de  la  question  357, 


i 
MÂ~,  + 

i 
MB, 

i 

~MC 

i 
+  MD 

ou 

i 
MÀ~i  ~~ 

£ïb7 

i 
~MC 

i 
~~MD, 

selon  la 

position  de  M 

La  méthode   analytique  que  nous  avons  suivie    nous 
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permettrait  de  démontrer  irès-simpleinent  que  si  deux 
sécantes  issues  d'un  point  AI  coupent  une  conique  en  des 
points  A  et  B,  C  et  D  satisfaisant  aux  relations  ci-des- 
sus, un  système  de  deux  autres  sécantes  ayant  même 
point  de  concours  et  mêmes  bissectrices  que  les  premières 
déterminera  sur  la  conique  des  points  A'  et  B',  C  et  D' 
pour  lesquels  auront  lieu  les  mêmes  relations. 


Le  théorème  contenu  dans  la  question  357  nous  pei- 
met  d'établir  la  proposition  suivante  : 

Deux  coniques  étant  liomofocales ,  les  surfaces  engen- 
drées par  leur  révolution  autour  de  leur  axe  principal 
seront  telles,  que  tous  les  plans  tangents  à  l'une  coupe- 
ront l'autre  suivant  des  coniques  ayant  même  paramètre. 

Soient  les  deux  ellipses  homofocales  E,  E'.  Imaginons 
qu'elles  résultent  de  la  section  de  deux  ellipsoïdes  homo- 
focaux  de  révolution  par  un  plan  mené  suivant  le  grand 
axe. 

Les  tangentes  MT,  AIT'  (qui  se  coupent  en  M  dans 
l'intérieur  de  E')  nous  représenteront,  les  traces  sur  le 
plan  de  la  figure,  de  deux  plans  ayant  avec  l'ellipsoïde 
inférieur  un  point  de  contact  sur  le  méridien  d'intersec- 
tion. 

Ces  deux  plans  couperaient  la  surface  E'  suivant  deux 
ellipses  dont  AB,  CD  (segments  compris  dans  l'intérieur 
de  E')  seraient  les  grands  axes.  Représentons  par  a,  a? 
les  demi-longueurs  de  ces  axes  ,  par  b ,  b'  celles  des  petits 
axes,  et  appelons  MIS  la  perpendiculaire  élevée  en  JM  au 
plan  de  la  figure  dans  l'ellipsoïde  E'. 

Cette  perpendiculaire,  qui,  pour  chaque  ellipse  ,  serait 
une  ordonnée  perpendiculaire  au  grand  axe  ,  nous  doune- 
i  .m 

b  -      />'- 

MN        -    M  \   MB)         .     MC.MD 


'I  où 


or 
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^  /MA.MB\  _  b"  /MC.MD\ 
a   \      a       )  ~  Y  \      âr~  )  ' 

MA.  MB       MC.MD 


donc 

b*  _  V*_ 

C.     Q.     F.     D. 

Cette  démonstration  faite  avec  mes  deux  ellipsoïdes  se 
ferait  évidemment  avec  toutes  les  surfaces  du  second 
ordre. 

Nous  avons  supposé  les  tangentes  T  et  T'  se  coupant 
dans  l'intérieur  de  l'ellipse  E'.  Si  cela  n'avait  pas  lieu, 
on  pourrait  mener  une  série  de  plusieurs  tangentes  dont 
les  premières  feraient  partie  ,  et  qui  seraient  telles ,  que 
leurs  points  consécutifs  d'intersection  seraient  dans  l'in- 
rieur  de  E',  ce  qui  permettrait  de  compléter  la  démons- 
tration. 

Note.  On  déduit  de  cette  question  le  théorème  sui- 
vant : 

Etant  données  deux  coniques  homofocales,  l'une 
fixe  C,  Vautre  variable  C,  on  mène  à  C  deux  tan- 
gentes T,  T',  parallèlement  à  deux  directions  données, 
ces  tangentes  coupent  C  aux  points  A,  B,  A',  B'-,  on  a, 
quelle  que  soit  C, 

AB 


_  constante. 
A'B' 


Majnmii.i  m  - 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  350  (VVRONSKI) 

(voir  t    XV  ,  p.  407)  ; 

Par  M.  BRIOSCHI  (*), 

Professeur  à  l'université  de  Pavie. 


Étant  donnée  une  fonction  homogène  complète  de 
degré  r  entre  n  variables,  racines  d'une  équation  de  de- 
gré n  également  donnée ,  les  coefficients  numériques  de 
la  fonction  étant  tous  égaux  à  l'unité,  trouver  la  valeur 
de  la  fonction  exprimée  en  fonction  des  coefficients  de 
l'équation. 

Soient  Xi ,  Jtr8,...,  x„  les  racines  de  l'équation 

a0  x"  -+-  «,  x"-'  -f- .  .  .  -h  an  =  o. 

La  fonction  homogène  qui  a  les  propriétés  énoncées 
sera  évidemment  le  coefficient  de  zr  dans  le  développe- 
ment suivant  les  puissances  ascendantes  de  z  de  l'expres- 
sion 

i  i 

(i  —  .r,  z)  [i  —  x7z).  .  .  (i  —  xnz)  ~  <j>  (z) 

Or,  en  posant 

i 

— f—r  =i  ■+-  A,  z  +  A,  z-  -(-  A3  z3+  .  .  .  , 
<p(z) 

on  a 

cp'  (z) A,  -f-  2  A2z  -+-  3  A3z-  4-  .  .  .  _ 

cp(z)~        i  H- A,  z -f-  A2z2 -h-.  .  . 
mais 

9'  (x)                X,                      X-, 
; — r  =   — i -r  • 


(*)  L'illustre  analyste  est  disciple  et  successeur  de  M.  Bordoni,  autcnr 
de  plusieurs  ouvrages  très-estimés  en  Italie  et  nullement  connus  au  de- 
hors de  coite  contrée  toujours  féconde  en  hommes  de  talent  el  digne  de 
meilleures  destinées  Tm 


et 
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=  1  ■+  xr  z  -\-  x~  z  -\- . . .  ; 


en  conséquence  on  aura 


s,  -+-  s-,  z  -+-  s-,  z- 


A,  -4-  2A2z  -+-.  . 
1  -+-  A,  z  H-  A2  z1  ■+■ 


ou 


sr  =  x'[  -f-  xr2  -+- .  .  .  H-  .r„ . 
L'équation  (1)  nous  donne  les  suivantes  : 
-    A,  =  .v,', 
2.A-2  =  s2  -H  A,  a-,, 

O  A3  A~3   "T"    A  |  Si   — |—    Aj  i"|   , 


r  Ar  =  sr  +  A,  *r_,  +  A,  .yr_2  -+- .  .  .  +  A,_,  st , 

lesquelles  multipliées  par  ar_, ,  ar_2,...,  a0  donnent,  en 
les  sommant, 

ra0  Ar  -f-  (r  —  1)  «,  A,._,  -f-  .  .  .  +  A,  tfr_, 

=  —  (a,  Ar_,)  -+-  2«,  Ar_2  H-.  .  . -f-  ™r) , 
d'où 

«„  Ar  -f-  a,  Ar_,  + .  .  .  -f-  «,._,  A,  +  ar  =  o. 

On  en  déduit 


Ar 


_(->)' 


a7: 


«I      «n  O 


«2  a,       «u 


flr    «r-l    «r-j-  •   •     «i 


(*)  Nous  engageons  les  élevés  à  faire  n  =  2  ;  lout  devient  intuitif,  et  la 
belle  démonstration  du  célèbre  analyste  subsiste  pour  n  quelconque- 

Tm. 


(  ï*5o  ) 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  368  (CAYLEY 

(voir  p   192), 

Par  M.  Louis  CRÉMONA. 

Professeur  au  lycée  de  Crémone. 


Toute  conique  qui  touche  les  côtés  du  triangle  ABC 
(p  =  o,  q=o,  r  ==  o)  est  représentée  par  l'équation 
(Salmon,  Conic  sections,  3e  édition,  p.  247) 

l2  p1  -I-  m2  q2  ■+■  n2  r2  —  imnqr  —  inlrp  —  ilmpq  ■=.  o  (*), 

où/,  m ,  n  sont  des  indéterminées.  Les  points  a,  (3,  y 
étant  déterminés  respectivement  par  les  couples  d'équa- 
tions simultanées 

p  =  Ot         q  —  r=o; 

O  =  o,         r  —  p  =  o; 

r=o,        p  —  q  =  o; 

la  conique  passera  par  les  points  a,  j3 ,  y,  si  l'on  satisfait 
aux  conditions 

m-  -f-  n-  —  2  mn  =  o, 
n1  -(-   l2  —     2  ni  =  o , 
^2  -j-  /«2 —   2/w  =  o, 
ou  bien 

/  ~  m  =  «  ; 

donc  l'équation  cherchée  est 

p2  -\-  q2  -\-  r2  —  7.  qr  —  irp  —  ipq  =  O. 

Note.  M.  Joseph  Martelli,  de  Milan,  donne  la  même 
démonstration  avec  plus  de  développement. 

I  tu  bien    lp   ~         w</   '    j      nr  ) 
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SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  369 

(  voir  p.  192)  ; 

Par  M.  Louis  CREMONA, 
Professeur  au  lycée  de   Crémone. 


Soient 

p  =  o  ,      7  =  o,      r  =  o 

les  équations  des  côtés  BC,  CA ,  AB  d'un  triangle  ABC; 

q  —  r  =  o  ,      r  —  p  =  o ,      p  —  q  =  o 

sont  donc  les  équations  de  trois  droites  passant  respecti- 
vement par  les  sommets  A,  B,  C  et  se  rencontrant  au 
même  point  D;  soient  a,  {3  ,  y,  les  points  où  AD,  BD,  CD 
rencontrent  BC,  CA,  AB.  Soient 

lp  -+-  mq  -+-  nr  =  o , 
hp  +  m,q  -+  ntr=  o 

les  équations  de  deux  droites  R,  Rj  qui  rencontrent  res- 
pectivement BC ,  CA  ,  AB  aux  points  a  ,ax\b ,  Oj  ;  c,  ct  $ 
par  conséquent,  les  équations  des  droites  Da,  Dflj ,  sont 

«  [r  —  p)  —  m(p  —  q)  =o, 

nx  {r  —  p)  —  m,  (p  —  q)  =  o. 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  droites  DB  ,  DC, 
l)a,D«, 

r  -  p  =  o  , 

p  —  q  =  Q  , 

r—p  -(p  —  q)  ='o, 

r—p [p  —  q)  —  O 

est  -  (Salmon  ,  Conic  sections,  p.  53)  •  '(  ]<■  rapport  an- 
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harmonique  des  droites  conjuguées  DC,  DB  ,  Da,  Da, , 


p  —  q  =  o , 

r  —  P  =  o, 

p  —  q  —  [r  —  p)  =  o, 

(p  —  i  —  -r{r  —  p)  =o, 


est  — -5  donc  les  points  B  ,  C  ,  a  ,  a,  <Zj  seront  en  involu- 


tion  si  l'on  a 

mm,  =  nn,. 


Ainsi  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les 
trois  systèmes  de  cinq  points 

B,  C,    a,    a,    a, , 

C,  A,    p,    b,    b,, 
A,   B,   7,   c,    c, , 

(a,  j3,  y  points  doubles)  soient  en  involution,  seront 
//,  =  mm,  =  nn,. 

Il  sensuit  qu'en  prenant  arbitrairement  la  droite  R, 
lp  -h  mq  -h  nr  z=  o , 

la  droite  Rj  sera 

p       q        r 

'T  +  l  +  -  =  o. 

I        m       n 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  525 

(voir  t.  XV,  p.  526)  ; 

Par  M.   MARSANO, 

Professeur  à  Gènes. 


Conservons  la  même  figure  que  sur  la  page  226. 

M.   Marsano  démontre  qu'en  général  :   i°  les  quatre 


(  -53  ) 
points  T,  t,  C,  c  sont  sur  une  même  circonférence;  i°  si 
Fou  porte  sur  OT  une  longueur  OL=  B  et  sur  Ot  une 
longueur  01  =  R,  l'aire  du  triangle  OLl  est  équivalente 
à  Taire  du  quadrilatère  Tt  Mm,  où  M,  m  sont  les  points 
de  contact  respectifs  des  tangentes  intérieures  OT,  Ot. 

Dans  le  cas  particulier  où  TOt  =  -jL  tombe  en  M  et 

/  en  m  ;  l'auteur  s'appuie  sur  cette  proposition  que  dans 
deux  triangles  rectangles  semblables,  le  produit  des  hy- 
poténuses est  égal  à  la  somme  des  produits  des  côtés  ho- 
mologues de  l'angle  droit  5  proposition  qu'on  trouve  aussi 
dans  ces  deux  Mémoires  de  l'auteur  :  Memoria  sui  trian- 
guli  simili,  Genova,  1846,  in-8,  et  Memoria  sui  rapporti 
délie Jîgure,  par  G.-B.  Marsano.  Genova,  1846. 
M.  Marsano  répond  aussi  aux  questions  322  et  323. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  312 

1  roir  tome  XIV,  page  305)  ; 

Par  M.   E.   COMBESCURE, 


Professeur  à  Montpellier. 


Mener  par  un  point  donné  dans  un  angle  spliérique  un 
arc  de  grand  cercle  tel ,  que  le  rapport  des  sinus  des  deux 
segments  soit  égal  à  une  quantité  donnée. 


____-^- h       i"      « 

Q' 


Soient  p,  q,  les  perpendiculaires  sphériques  abaissées 


I  M  ) 

d'un  point  O  pris  dans  1  intérieur  d'un  angle  sphérique 
CAB  sur  les  côtés  de  cet  angle.  Menons  dans  une  direc- 
tion quelconque  un  arc  de  grand  cercle  HOM,  faisant  un 
angle  ta  avec  le  prolongement  01  de  p ,  et  prenons  sur  cet 
arc  un  point  M  tel ,  que 

sinOM  _sinOI 

sinOH         sin/j 

ou ,  en  faisant  OM  =  p  ,  OH  =  3 ,  01  =  jS  , 

sin  p sin  p 

sin<î       sin/» 

|3  désignant  un  angle  donné  que  je  supposerai  plus  petit 
que  p. 

Le  triangle  HOB  donnant 

cot  S  =  cotp  cos  w , 

l'élimination  de  d  entre  cette  équation  et  la  précédente 

P  .  .  sin  ft 

tournit,  en  prenant  sin  a  =  - — ■> 
r  sin/? 

i  sin2  w       cos2« 


sin2p       sin2  a       sin2  S 

ou 

cot2  p  =  cot2  a  sin2w  -+-  cot2  [3  cos'w, 

équation  du  lieu  des  points  M  et  qui  appartient  à  une 
conique  sphérique  ayant  son  centre  en  O  et  pour  demi* 
axes  OI  =  |3 ,  OG  =  a.  Cette  courbe  coupe  le  côté  AC  en 
deux  points  P  et  Q  qui ,  étant  joints  au  point  O,  donne- 
ront 

sinOP        sinOQ        sin  6 

=  -: — — — .  =  -: — -  =  Sin  a 

sinOP        sinOQ        smp 

et  résolvent  la  question. 

La  détermination  analytique  des  points  P  et  Q  n'offre 


(  255  ) 
aucune  difficulté.  Si  Ton  désigne,  en  effet,  par  e  l'angle 
de  q  avec  le  prolongement  de  p,   le  grand  cercle  AC  a 
pour  équation 

cotp  =  cot<7  cos  (  w  +  s). 

L'élimination  de  p  entre  cette  équation  et  celle  de  la  co- 
nique se  fait  immédiatement  et  conduit  à  une  équation 
du  second  degré  par  rapport  à  tangw  qui  fait  connaître 
les  angles  polaires  POI ,  QOI,  et,  par  suite,  OP,  OQ. 


SOLUTION  ANALYTIQUE  DE  LA  QUESTION  561 

(voir  page  23i  ; 

Par    M.    le    Dr    Joseph    MARTELLI ,    de    Milan, 


On  donne  un  angle  trièdre  de  sommet  S  et  deux  points 
fixes  A  et  B  situés  sur  une  droite  passant  par  le  sommet 
S.  Par  le  point  B,  on  mène  un  plan  quelconque  déter- 
minant un  tétraèdre  T  de  volume  V.  Soit  P  le  produit 
des  volumes  des  quatie  tétraèdres  que  l'on  obtient  enjoi- 
gnant le  point  A  aux  quatre  sommets  du  tétraèdre  T.  On 
a  la  relation 

P 

—  =  constante. 

V* 

Si  nous  désignons  par  xs ,  yn  zs,  xa,  ya,  zn ,  xb  ,yh ,  zb 
les  coordonnées  du  sommet  S  et  des  deux  points  fixes  A 
et  B,  celles  des  points  Bj ,  B2 ,  B3 ,  où  le  plan  mené  par  B 
coupe  les  arêtes  du  trièdre  seront  de  la  forme 

x,  =  x,  -f-  \  ht ,         Xi  =jrt  +  \Ai.         s,  =  zs  +  \lt1 

*i  =  xs  +-  f-fh,  .>2  =Ji  +  f**2,  «2  =  *«  -+-  f*'»l 

X3  =  Xs  -f-  v  h3  ,  yi=fs  H-  v  *3  ,  Z3  =  Zs  ■+-  v/a \9 


'2$6     ) 
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(  ^7  ) 


et 


v  =  è 


i  x,  y,  z, 

I  X2  J2  z2 

I  *3    Xi  Z3 

«  xs  y  s  Zs 


Àp.v 

~6~ 


h 2  X2  /2 

"3      "3     *3 


=  Vv  N, 


Or,  puisque  les  points  B,  r^ ,  B2,  B3  sont  dans  un  même 
plan ,  on  a 


I  .r,  y,  Z, 

i  Xi  y  i  Zi 

1  x*  J '3  z3 

1  *ê  Ji  z* 


c'est-à-dire 


*b  —  *t  ■  yb  — y  s    h  —  *,    X(av 

&j  ^2  /2  >V 

h3  Xj  /3  >pi 


mais  les  points  S,  A ,  B  étant  en  ligne  droite,  on  a  aussi 


I 

■Ts 

y* 

I 

X7 

y* 

= 

I 

*b 

yb 

I      xs      zs 
1      xa     za 

I        Xb       Z/, 


donc  la  relation  précédente  devient 


Xa       xs     ya       ys     za 


5,     ).j*v 


«6  —  X, 


&, 

*■ 

h 

h-i 

*? 

h 

h. 

*, 

h 

lu. 


=  0, 


Ann.   de  Mathémat.,  t.    XVI.   f Juillet    1857."! 


t58  ) 


d'où  Ion  a 


=.  /p.v 


*b 


xb 


—  **    r 

A, 

A, 

A, 
h 
h. 


A"  2       h 


)  .7. 


=  6). 


P 


^4 


.'V, 


Sa 

—    i'l,J,3> 


et,  par  suile , 


Tétraèdre  A  B,  B2  B3  =  Xf*v 


■*b  —  -f  g 

^b  -Tj 


Nous  aurons  ainsi 

P        {xb  —  x«)M|,i'H|.,M, 


V3  (^  —  x,)iN;53 

quantité  indépendante  de  X,  a  ,  v.  Donc  ona  en  effet 

P 

—  =  constante. 

V3 

Observation.  On  peut  de  même  très-facilement  dé- 
montrer pour  un  angle  plan  un  théorème  analogue  aux 
précédents,  c'est-à-dire  :  Dans  un  angle  plan  de  sommet 
S,  on  donne  deux  points  fixes  A,  B  situés  sur  une  droite 
passant  par  le  sommet  S.  Par  le  point  B,  on  mène  une 
droite  quelconque  déterminant  un  triangle  T  d'aire  E. 
Soit  P  le  produit  des  aires  des  trois  triangles  que  Ion 
obtient  enjoignant  A  aux  trois  sommets  du  triangle  T. 

On  a  la  relation 

P 


E2 


=  constante. 


Note  du  Rédacteur.  M.  Mannheim  fait  observer  que 
le  théorème  de  M.  Faurc  s'obtient  en  exprimant  par  le 
procédé  des  polaires  réciproques  que  des  tétraèdres  de 
même  base  et  de  hauteurs  égales  sont  équivalents,  une 
s  pli  ère  étant  la  surface  directrice. 


(  *59  ) 

SIR  LES  AIRES  DES  POLYGONES  INSCRITS  01  CIRCONSCRITS 
Al  CERCLE  ET  A  L'ELLIPSE; 

Par  M.   le  Docteur  Joseph  SACCHI. 


Soient  <j>  (ht ,  h9 ,.. .,  hx ,... ,  /?„  )  l'aire  d'un  polygone  in- 
scrit ou  circonscrit  à  un  cercle  ayant  pour  Yayon  l'unité 
en  fonction  des  droites  hx  qui  le  déterminent  ;  /, ,  /, ,. .., 
/x,...,  /„  les  droites  analogues  aux  susdites  et  appartenant 
à  un  polygone  analogue  inscrit  ou  circonscrit  à  une  el- 
lipse ayant  les  demi-axes  principaux  «,  b  •,  lx  le  demi- 
diamètre  parallèle  à  lx.  L'aire  A  de  ce  dernier  polygone 
est 

A  =  abf(rt,  r.,,.  .  .  ,  rx,  ...  ,  r„)     ou      r*  =  Tm 

Les  applications  sont  nombreuses  : 

i°.  L'aire  d'un  triangle  inscrit  dans  un  cercle  ayant 
l'unité  pour  rayon  étant 

*=—c 

l'aire  d'un  triangle  inscrit  dans  l'ellipse  ayant  les  demi- 
axes  a ,  b  sera  • 

ab 
A  =  -j-rx  r:  ;•  , 

4 

cest  la  formule  de  Mac-Cullagh  ;  et  comme  l'on  a  aussi 


<j>  =  s/s  (s  —  //,)  {s  —  h2)  (s  —  //.,) 
ou 

is  ==  //,  -|-  ht  -+-  A3, 
ainsi  l'on  aura 


k  =  ab  \jt{t—  r,)(t—r,){t—ri) 
ou 

2.tz=rl  -f-  r,  -f-  /■  , 


(    266    ) 
formule  qui  est  duc  à  mon  ami  le  D1  Brioschi  (  Teorica 
dei  determinanti,  p.  285  Sopra  alcuni  leoremi  di geomc- 
tria,  Annali  del  Sig.  Torlolini,  i853). 

20.   Pour  le  triangle  circonscrit  au  cercle  ,  on  a 
/',  -+-  h2  -f-  h, 
T  2 

par  conséquent,  pour  le  triangle  circonscrit  à  l'ellipse  on 

aura 

ab 
A  =  —  [r,  -+-  rt  •+-  rs  ) , 

formule  plus  simple  que  celle  qui  a  été  trouvée  par  le 
D'  Brioschi ,  loco  citato. 

Ainsi  les  aires  <pj ,  cp? ,  cp3  d'un  quadrilatère  inscrit,  ou 
circonscrit  à  un  cercle,  inscrit  et  circonscrit  simultané- 
ment à  deux  cercles  étant 

<p,  =  s/{s—  hl)[s  —  h2)(s  —  h3)(s  —  hA), 

ç,  =  - \l[ddtty  —  {htih-  /h/hy , 


<p3  =  \/h\  hfhiht 
où 

2.v  =  h,  -+-  h2-+-  h3  -f-  //4, 

et  <-/,  d0  sont  les  deux  diagonales ,  on  aura  les  aires  d'un 
quadrilatère  inscrit,  circonscrit  dans  l'ellipse,  inscrit 
dans  l'ellipse  des  demi-axes  ab  et  circonscrit  à  un  autre 
qui  est  concentrique  et  homothétique  à  la  première  ainsi 
représentées 

A,  =  ab  sj{t—rx){t—rt){t  —  r3){t  —  rt), 

ab    : 

A.  =  —  V(  /•/■„  Y  —  (  r,  r3  —  /•,  r\ ) ! , 


A,  =  y  ;-,  Ji  ra  r, 

■xt  =  î\  -f-  r,  -f-  r  -1-  r4. 


26 1 


PROBLEME  MALFATTI 

vvoir  I.  XII,  p.  131). 


Dans  l'endroit  cité,  on  a  les  trois  équations 
x  =  s  sin'  (7  —  <p), 
y  =  s  sin3  (  <r  —  y  ) , 
z  =  s  sin-  (<r  —  41)- 

Substituant  pour  a,  çp,  y.,  ^  leurs  valeurs,  M.  Cayley 
trouve  [Quarterly  Journal,  déc.  1 855 ,  p.  226)  : 


*x  =  s  -J^S-  a)[°  ~  b)[s  ~  C)  +  J^^ 


—  a)  bc 


/(s  —  a)  ac  /  s  —  1 

V'—t1 —  V L  - 


C)   6< 


/(y —  a)  (s  —  b)(s  —  c)  /(s  —  a)  bc 

+  */{s—b)ac     */(s  —  c)bc. 


lis  —  6  )«c  lis 


c)  ab 


2.jz=  \/[s  —  b)(s  —  c)  —  \Js  (s  —  a)  -f-  \[bc  ■> 

2  zx  ■=.  y/i  s  —  c)  (s  —  a  )  —  y  s  (s  —  b  )  +  V  oc , 

=  \j(s  —  tf)  (.y  —A)  —  y/y  ($  —  c)  +  y/«6- 


262 


SIR  LA   QUESTION   SGii 

(voir  page  125): 
Par  M.   LEBESGUE. 


Soient  a,  Z»,  m  entiers,  b  non  carré  : 
i°.  a  —  y/6,  positif  plus  petit  que  1  , 

ia  —  1  est  le  plus  grand  entier  contenu  dans  P. 
20.   \fb  —  a  positif  plus  petit  que  1  et  m  pair. 
2  A —  1  est  le  plus  grand  entier  contenu  dans  P. 
3°.   \Jb  —  a  positif  plus  petit  que  1  et  m  impair. 
2  A  est  le  plus  grand  entier  contenu  dans  P. 

4°. 

b  =  3,     a  =  i,      3BJ—  A3=2'n+' , 
m  =  1  n  H-  1 . 

2"+i  est  la  plus  haute  puissance  de  2  qui  divise  2  A. 
C'est  le  théorème  de  M.  Sylvester  avec  une  condition 
de  plus . 
5°. 

b  =  3,      0=1,      m^=in,      A'  —  3B2=:2''. 

2  A  est  l'entier  immédiatement  au-dessus  de  P  et  2n+1 
est  la  plus  haule  puissance  de  2  qui  le  divise. 

On  trouverait  sans  peine  d'autres  théorèmes  analogues. 


(  263  ) 


NOTE 

Sur  des  lieux  géométriques  relatifs  à  des  faisceaux  de  coniques. 


1.  Le  lieu  géométrique  du  pôle  dune  droite  fixe  relati- 
vement à  un  faisceau  de  coniques  circonscrites  an  même 
quadrilatère  est  une  conique.  En  effet,  projetant  le  sys- 
tème de  manière  que  la  droite  aille  à  l'infini,  les  pôles 
deviennent  les  centres  du  faisceau  projeté  des  coniques 
qui  passeront  toujours  par  quatre  mêmes  points  ;  or  le  lieu 
de  ces  centres  est  une  conique 5  donc,  etc. 

Remarque.  C'est  par  erreur  qu'on  lit  page  388  du 
tome  IV  que  ce  lieu  est  une  ligne  du  sixième  degré. 

Lorsque  la  droite  fixe  est  une  des  six  cordes  communes 
aux  coniques,  le  lieu  cherché  devient  une  droite. 

2.  L'enveloppe  des  polaires  d'un  point  fixe  relative- 
ment à  un  faisceau  de  coniques  inscrites  dans  le  même 
quadrilatère  est  une  conique. 

Lorsque  ce  point  est  un  des  angles  du  quadrilatère,  la 
conique  se  réduit  à  un  point. 

3.  L'enveloppe  des  polaires  d'un  point  fixe  relative- 
ment à  un  faisceau  de  coniques  circonscrites  au  même 
quadrilatère  est  un  point. 

■4.  Le  lieu  géométrique  des  pôles  d  une  droite  fixe  re- 
lativement à  un  faisceau  de  coniques  inscrites  à  un  qua- 
drilatère est  une  droite. 

Observation.  Lorsque  la  droite  fixe  se  transporte   à 

l'infini,  les  pôles  deviennent  les  centres  de  coniques  qui 
sont  ainsi  en  ligne  droite.  Théorème  de  Newton. 


(  'M  ) 


NOTE 

Snr  la  polaire  réciproque  d'une  conique  et  d'une  surface  du  second  degré. 


i .   Soient  données  cette  équation  rendue    homogène 
d'une  conique 


(0 


i     (t  \\  3C     — |~~  2  Cl  1 2  3C  i  ^2     i      2  U)3  X  [  3C  3 


-f-  a22a:2  -+-  2a„  x2  x3  -f-  «33  .*    ==  o, 


>  —  sont  les  coordonnées  courantes,  et  l'équation 


<p  =  o 

rendue  homogène  de  la  conique  directrice ,  l'équation  de 
la  polaire  réciproque  de  la  conique  (i)  est  donnée  par  ce 
déterminant 

dx, 

dy 
dx-i 
d<f 


a  ■  i      (t.-,     a . 


<X-i\        Oii       (723 


«31  «32  «33 


dtf      d<f      dy 
dx,     d.T-2    dx3 


dx^ 


o, 


-y-  est  la  dérivée  de  9  relativement  à  xt ,  etc.,  et  où 

dXy 

«21    =«12,  «32=«23,  «SI    =«13; 

car   ce  déterminant  a  pour  résultat  l'équation    (a)   du 
tome  VII,  page  4' 3  des  Nouvelles  Annales. 

Observation.   Si 


*ï  +  ■■<•;  +  ■»•:  =0, 


(  s65  ) 

il  suffit  de  remplacer  dans  le  déterminant  -r~  •>-—•>  ~r~ 
L  dxt     dx2     dx; 

par  Xi  ,  x2 ,  X3  (voir  Brioschi,  Théorie  des  Déterminants, 

traduction  française,  p.  4y).   On  a  omis  de  dire  que  la 

directrice  est 

x\  +  x\  4-  x\  =  o. 

2.   Soient  données   cette   équation    rendue  homogène 
d'une  surface  du  second  degré 


» 


«u  -r,  ■+■  2 a, 2 x{  x7  -+-  2«13X|  Xi  -f-  2fl„  a:,  xk  -+•  aMXj 
-+-  «<(^'  =  o, 


—  ?—>  —sont  les  coordonnées  courantes,  et  l'équation 

**•  4        «A4        «x/4 

T  =  o 

rendue  homogène  de  la  surface  directrice. 

L'équation  de  la  polaire  réciproque  de  la  surface  (2) 
est  donnée  par  ce  déterminant 


«Il  «12         «13         «H  3- 

<7.T| 

«*(p 
efcc3 

t/cp 

«41  «42         «43         «J4  T" 

«J74 

</<p     c/cp     rftp      r/cp 
r/.r,    r/^Tj    dx3     dxt 


«21  «2J  «2.  «Ï4 


«31  «32  «33  «34 


«21   =  «12,  «    .   =   «.S; 

Observation.   Si 


<p  =  rj  -f-  .r'j  -f-  ,»\i  4-  x]  =  o, 


(  i66  ) 

il  suffit  de  remplacer  dans  le  déterminant  — -  ?   — —  •>   -i-j 

dx{      a.z.j      dxi 

d<p 

— —  par  X\  )  x%  .  x%  ,  x^ . 

dxt  A 

Remarque.   Les  fonctions  quadratiques  homogènes  à 

n  variables   sont   représentées   par   ce   symbole 

en  donnant  à  /*  et  s   toutes  les  valeurs  de  la  suite  1.2, 
3  ,...,  n  et  posant 

a„  =  ars. 

Ainsi  pour  n  =  3  ,  on  donne  à  r  et  s  les  valeurs  succes- 
sives 1,2,  3  et  l'on  obtient  l'équation  (1). 

Pour  n  =  4 ,  on  donne  à  r  et  s  les  valeurs  successives 
1,  2  ,  3,  4  et  l'on  obtient  l'équation  (2). 

Une  fonction   quadratique  homogène  à  n  termes  va- 

•   i  1              r             j          n  (n  -h  1) 
riables  renferme  donc termes. 


PROPRIÉTÉS  GENERALES  DES  SURFACES  ET  DES  LIG\ES, 
PLANS  POLAIRES  ET  DROITES  POLAIRES 

(voir  t.  XI,  p.  195;  t.  XII,  p.  272,  el  t.  XIV.  p.  IIP. 


1.     Notations.     Représentons   les    trois    coordonnées 


X,      X,     -r. 


d'un  point  dans  l'espace  par  —  j  —  ■>  —  »  ce  qui  permet  de 

•X"j       JC$       iX"j 

rendre  homogènes  les  équations  des  surfaces.  Quand  on 
dit  qu'un  point  a  pour  coordonnées  „r,  ,  x2  -  X8 ,  xk .  il  faut 

sous-entendre  —  >  —■>  —  •    Dans    le    résultat   final   d'une 

**4        .T<        .X^ 

opération,  on  fait x^  =  1  ;  nu  revienl  alors  .nix  coordon- 
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nées  ordinaires.  Les  a\  antages  de  cette  notation  consistent 
dans  la  forme  symétrique  des  résultats  ,  si  favorable  à  la 
mémoire ,    et  ensuite   dans  la  facilité    d'appliquer    aux 
équations  les  propriétés  des  fonctions  homogènes. 
Soit 

u  =  o 

1  équation  rendue  homogène  d'une  surface  de  degré  n  , 
de  sorte  que  u  est  une  fonction  de  xx ,  x2 ,  x3 ,  x^ ,  coor- 
données de  la  surface  dont  chaque  terme  est  de  degré  n  ; 
U  est  la  même  fonction  en  Xt ,  Xâ ,  X3 ,  X4  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  l'espace. 

u^p\  wp\  u  p\  wp'  sont  les  dérivées  d'ordre  p  de  la 
fonction  u,  prises  respectivement  par  rapport  à  xx ,  x2 , 
ar3,  x4;  de  même  Uxv,  Ux  ,  Ux  ,  Ux'- 

2.  Plans  polaires,  u  =  o  étant  une  équation  homo- 
gène d'une  surface  de  degré  n  ,  l'équation 

rlp)   ,        t1(p)   ,        TT(/>)   ,        1t(a0 
J7,  IJX    -+■  J?2  Ux    -h  <r3  Ux    -+-  #«  Ux    =  o 

est  l'équation  du  /?/««  polaire  d'ordre  p  du  point  Xj , 
X2 ,  X3 ,  X*  désigné  comme  pôle  ;  xt ,  x2 ,  x3 ,  x^  sont  les 
coordonnées  courantes  du  plan. 

3.  Théorème.  Etant  données  trois  surfaces  de  degré 
n,  nl3  n2,  Ze  lieu  du  pôle  dont  les  trois  plans  polaires 
correspondants  d'ordre  p  passent  par  la  même  droite  est 
une  suif  ace  de  degré  n  -f-  nt  -f-  «2  —  3p- 

Démonstration.   Soient 

u  =  o  l'équation  de  la  surface  de  degré  n , 
e  —  o  —  /?, , 

U'  =  o  —  R<, 


.r,  Ux     -h  xa  IJX     +  X   l  x     -f     i  .  I  j 


équation  <lu  plan  polaire  relai 


îvc  ;i  u  =  n, 


a68 


r(P) 


(P) 


3C '(  V  V       —j—  Xu  V  y"      ■  I  ■ 


„(p)  .      v(p) 


équation  du  plan  polaire  relative  à  v  =  o; 

*'  wx,}+  ^wx?+  *3W^+  ^«  W(x^=  o , 

équation  du  plan  polaire  relative  à  w  =  o. 

Si  ces  trois  plans  passent  par  la  même  droite,  les  plans 
menés  parallèlement  par  l'origine  passent  aussi  par  une 
même  droite,  et  vice  versa.  Pour  avoir  les  équations  de 
ces  plans  parallèles  ,  il  suffit  de  supprimer  les  termes  en 
X4,  et  alors,  parce  que  les  plans  passent  par  une  même 
droite,  le  déterminant  suivant  doit  être  nul  : 


U 


(P) 


l 


(p) 


V 


(P) 


,(P) 


» 


riP) 


w 


(,)  w(.) 


w 


C/0 


Telle  est  l'équation  du  lieu  cherché;  or  Ux  est  de  degré 
n  — p,  \7X  de  degré  nt  —  p ,  Wx  de  degré  n.2  —  p  ;  donc 
l'équation  du  lieu  est  de  degré  n  -h  nt  -f-  na  —  Zp. 

c.    Q.    F.    D. 

,   Si  n  =  nx  =  »a ,  le  degré  du  lieu  est 


n<i  =  i  et  p  =  i ,  le  lieu  est  du  troi- 


Corollaire.  ic 
3  (»  — p). 

2°.  Si  n  =  nt 
sième  degré. 

Remarque.  Le  plan  polaire  d'ordre  i  est  le  lieu  des 
centres  harmoniques  relatifs  aux  sécantes  qui  passent  par 
le  pôle  (Nouvelles  Annales,  t.  IX  ,  p.  347) • 

ï.  Théorème.  Étant  données  quatre  surfaces  de  degré 
n  ,  n, ,  n, ,  u8  ,  le  lieu  du  pôle  dont  les  quatre  plans  po- 
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laires  d' ordre  yp  par  rapport  à  ces  surfaces  passent  par 
un  même  point  est  une  surface  et  du  degré 
n  +  »,  -h  n2  H-  /?3  —  4/> 
Démonstration.   Soient 

m  =  o,       p  =  o,      «'  =  O  ,       (p  =  0 
les  équations  des  quatre  surfaces  de  degrés  respectifs  n , 
;/, .  n2i  «3  ;  pour  que  les  quatre  plans  polaires  d'ordre  p 
passent  parle  même  point,  il  faut  établir  la  relation 


< 

< 

< 

<> 

v^ 

v'x": 

<> 

< 

<> 

< 

w« 

< 

x, 

*(/0 

x3 

x. 

Telle  est  l'équation  du  lieu  qui  est  de  degré 
n  -+-  «,  -j-  n2  H-  «3  —  4/?. 


f3, 


le  degré  du  lieu 


Corollaire.    i°.  Si  «  =  nx  =  n* 
est  4  ("  —  />)• 

2°.  Si  n  =  «j  =  /22  =  /i3  =  a  et  p  =  i,  le  degré  est  4 


SIR  L'HEXAGONE  INSCRIPTIBLE  DANS  UNE  CONIQUE 

Et  solution  de  la  question  569 

(voir  page  251)'; 
D'après  M.   BRIOSCHI. 


Soit  l'hexagone  123456. 


/■==  o  équation  du  côté  12 

s  =  o  —  34 

t  =  o  56 


(  27°  ) 

fjr  +  as  4-  t  =  o  équation   du  côté  23 
r  +  7*  +  pf=o  —  45 

■yr  +  j  +  Kf^o  —  6l 

Si  ces  relations  subsistent,  l'hexagone  est  inscriplible 
dans  la  conique  ayant  pour  équation 

r'  +*-#-«•  («  +  i^  +  ^p  +  i)  fr  +  (7  -H  Ij  rr  =  o; 

les  équations  des  diagonales  sont 

(l3)  ufir -h  s -+- a.t  =  0, 

(24)  r  +  ap*  +  p*  =  0, 

(35)  p/-+p7'  +  '  —  ô; 

(i4)  a/'4-  (3*4-  afit=  o, 

(  25  )  a  /•  4-  017  ,v  4-  7 t  =  o  , 

(36)  (fyr4-   pj-f-7f==o; 

(i5)  /•+  7  .y  4-  <*7?  =  o, 

(  26  )  ay  r  4-  a .?  4-  ?  =  o , 

(46)  7>-4-.v4-  P7^  =  o. 

Soient 

A  l'intersection  des  côtés  (34)   et  (56), 

B  —  (12)  et  (56), 

C  (34)   et  (12); 

le  point  A  étant  déterminé  par  les  équations 

5  =  0,       t  =  o, 

l'équation  de  la  droite  A  1  est  de  la  forme 

s  4-  fit  =  o  ; 

mais  le  point  (1)  est  déterminé  par  les  équations 

(12)  r=o, 

(16)  <yr+s-\-a.t  =  o; 
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par  conséquent, 

f>  —  a; 
on  aura  aussi 

(Ai)  s  -+■  at  =  o, 

(A2)  t  -+-  as  =  o , 

(B3)  t-+-$r=o, 

(B4)  r4-pf=o, 

(C5)  r+7*  =  o, 

(  C6)  s  -+-  yr  =  o. 

Soient  les  trois  droites 

5  —  t  =  o  ,      t  —  r  =  o,      r  —  s  =:  o. 

La  première  droite  passe  par  le  point  A  et  rencontre 
BC  en  a. 

La  deuxième  droite  passe  par  le  point  B  et  rencontre 
AC  en  b. 

La  troisième  droite  passe  par  le  point  C  et  rencontre 
ABenC. 

Et  les  trois  droites  se  coupent  en  un  même  point. 

On  en  déduit  que  les  cinq  droites  : 

AB.  AC,  Afl,  Ai,  A 2  sont  en  involution,  Ka  est  la 
droite  double. 

BC,  BA,  Bb  ,  B3,  B 4  sont  en  involution,  BZ>  est  la 
d roi  te  double. 

CA,  CB,  Ce,  C5,  C6  sont  en  involution,  Ce  est  la 
droite  double. 

Si  l'on  suppose  afiy  =  1 , 

Les  trois  équations  ci-dessus  (i3) ,  (35),  (i5)  se  rédui- 
sent à  la  première,  savoir 

(1)  <x$r  +•  s  +  ttt  =  o, 

c'est-à-dire  les  points  1,  3,  5  sont  sur  la  même  droite 
donnée  par  l'équation  (1)  ;  de  même  les  points   2 ,  4  j  6 


(  27*  ) 
sont  sur  la  même  droite  donnée  par  l'équation 

(2)  r  +  ap*H-pî=o, 

de  sorte  que  l'hexagone  est  inscrit  entre  les  deux  droites 
(1)  et  (2) ,  et  l'équation  de  la  conique  se  réduit  au  pro- 
duit (1)  (2)  =  0;  les  équations  (1)  et  (2)  sont  celles  des 
deux  droites  R  et  S  du  problème  Cayley. 


REMARQUE  SUR  LA  NOTE  DE  M.  ALLEGRET 

(voir  page  136); 

Par  M.  Ange  LE  TAUNÉAC. 


Les  équations 

peuvent  être  résolues  très-aisément  comme  il  suit. 

En  représentant  par  s  la  valeur  commune  des  quantités 
xs  H-  ay  xx  ,  Xi  -+-  ag  Jtr2,---5  on  a 

Xi,  — f-  (2|  Xt  S  , 

X  j    — I —  O  2  X '2  ^^  «j  y 

x2  -f-  a3  x3  =  ,v , 
x%  — j—  âf  ^  Xç  —  5  ^ 
,r4  +  fljJ's  =  .ç. 

Ajoutons  membre  à  membre  les  équations,  après  les  avoir 
multipliés  respectivement  par 

nous  aurons 

,r6  (1  -f-  a,  a3a3at  ah)  =  s  (1  —  «,  -+-  tf,  a2  —  «,  a2  fl3  -f-  a,  fljfljfl,). 

Ainsi  la  valeur  de  xs  est  connue.  Un  simple  changement 
de  lettre  donnera  ensuite  les  valeurs  des  autres  incon- 
nues. 
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NOTE 

Snr  quelques  formules  propres  à  la  détermination  des  trois  indices 

principanx  dans  les  cristaux  biréfringents  5 

Par  M.   DE  SENARMOIST. 


§  i.  Lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  les  trois  indices 
principaux  d'un  cristal  biréfringent,  on  procède  généra- 
lement de  la  manière  suivante  : 

On  taille  trois  prismes  de  façon  que  leurs  arêtes  soient 
parallèles  aux  trois  axes  principaux  A,  B,  C  d'élasticité 
optique.  Avec  chacun  de  ces  prismes,  on  détermine  fa- 
cilement l'indice  du  rayon  polarisé  perpendiculairement 
à  l'arête  réfringente;  ce  rayon  obéit  en  effet  aux  lois  de 
Despartes,  et  si  l'on  observe  le  spectre  correspondant, 
dans  la  position  du  minimum  de  déviation  ,  on  peut  ap- 
pliquer la  formule  qui  conviendrait  à  un  milieu  mono- 
réfringent. 

L'indice  ainsi  déterminé  est  inversement  proportionnel 
à  la  racine  carrée  de  l'élasticité  optique  dans  le  sens  de 
l'arête  réfringente  du  prisme. 

§  2.  Avec  chacun  de  ces  prismes  .  on  peut  encore  ob- 
server un  second  spectre  correspondant  au  rayon  polarisé 
parallèlement  à  l'arête  réfringente.  Ce  rayon  n'obéit  pas 
aux  lois  de  Descaries,  sa  déviation  est  néanmoins  sus- 
ceptible d'un  minimum.  Or  les  lois  connues  de  la  double 
réfraction  permettent  d'établir  une  relation  entre  cette 
déviation  minimum,  l'angle  du  prisme,  l'orientation  de 
ses  faces  dans  le  cristal  et  les  élasticités  optiques  suivant 
les  deux  axes  principaux  perpendiculaires  à  l'arête  ré- 
fringente. 

Ann,   de  Mathémat..  t.  XVI      Juillet  1S57.'  Io 


(  M  ) 

Soient  a2,  Z>%  c2  les  élasticités  optiques  parallèlement 
aux  axes  principaux  A,  B,  C;  soient  a,  (3 ,  y  les  trois 
indices,  de  sorte  que 

i        ,        i  i 

<*<         '  b  c 

Soient  A,  B,  C  les  angles  des  trois  prismes  dont  les 
arêtes  réfringentes  sont  respectivement  parallèles  aux 
axes  principaux  A  ,  B  ,  C. 

Soient  A'0,  A"0,  A"  les  déviations  minima  des  rayons 
qui  ont  subi  la  réfraction  ordinaire  dans  les  trois  prismes, 
A',,,  A",  A"'  les  déviations  minima  des  rayons  qui  ont  subi 
la  réfraction  extraordinaire 5  on  posera,  pour  abréger, 

d'0=a  +  a'0,    d;  =  b  +  a';,   d:  =  c  +  a';, 
d:=a  +  a:,   d';  =  b  +  a:,   D';  =  c  +  i;. 

Soient  0',  0",  B'"  les  angles  compris  entre  la  bissectrice 
de  l'angle  réfringent  du  prisme  et  l'un  des  deux  axes 
d'élasticité  optique  perpendiculaires  à  l'arête  réfringente. 
(On  comptera  ces  angles  de  façon  que  B  =  o  ou  6  =  900, 
selon  que  la  bissextrice  coïncide  avec  l'axe  correspondant 
au  coefficient  d'élasticité  écrit  le  premier  ou  le  second 
dans  les  formules.) 

On  a  les  relations  suivantes  entre  les  coefficients  d'é- 
lasticité et  les  données  expérimentales  obtenues  avec  cha- 
cun des  trois  prismes. 

Premièrement.  Pour  les  rayons  polarisés  normalement 
aux  arêtes  réfringentes  et  qui  obéissent  aux  lois  de  Des- 
cartes : 


.     A 

sin  — 
2 

6  = 

.    B 

sin  — 
2 

sin  — - 

•> 

c  - 

.    C 
sin  - 
2 

sin  S  ' 

2 

sin  ÏÏ 

2 

(M) 

Secondement.  Pour  les  rayons  polarisés  parallèlement 
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aux  arêtes  réfringentes  et  qui  obéissent  aux  luis  de  la  ré- 
fraction extraordinaire  : 

A                K  \  f        A  K\ 

sin2 b2  sin2  —    J     cos2 c-  cos2  —  1  cos2  9' 

2  2     /    \  2  2     / 

a  K  \  (     a  t>;,  \ 

cos2 62cos2—         sin2 c-  sin2  —      sin-  9'  =  o, 

2  2    /    \  2  2    / 

.    b         .   K\(      b  d;;\ 

sin2 r- sin- —    I  i  cos-  —  a-  cos2 —     cos2  9 

2  2     /    \  2  2  / 


cos' c-  cos2  — 

2  2 


N\  /  ■     B  .     K  \ 

I  I   smJ a-  sin-' —   I  sin2  9"  =  o, 


c         .   d:\  /     c  d;  v 

sm2 n2sin; —      I  cos- b'1  cos2 —       cos2  9 

2  2    /    \  2  2     / 

cos- a'1  cos2  — -    )  I   sin2 b-  sin2— -    )  sin2  9"'  =  o 

2  2     /    \  2  2     / 

Deux  prismes  différents  suffisent  donc  généralement 
pour  déterminer  les  trois  coefficients  d'élasticité  (ou  en 
d'autres  termes  les  trois  indices  principaux);  et  même 
pour  fournir,  en  plus,  une  relation  de  vérification  entre 
ces  coefficients. 

Si  le  cristal  était  a  un  seul  axe  optique,  deux  des 
trois  quantités  a,  b  ,  c  deviendraient  égales  entre  elles. 

§  3.  Les  formules  (M)  se  déduisent  par  les  procédés 
ordinaires  des  lois  de  Descartes.  Quant  aux  formules  (N), 
on  peut  les  établir  de  la  manière  suivante  : 

Soit  (fîg.  i)  le  prisme,  d'angle  À,  dont  l'arcte  réfrin- 
gente est  parallèle  à  Taxe  principal  A.  Les  deux  autres  axes 
principaux  B  et  C  sont  normaux  à  l'arête  réfringente. 

Soient  BI,  BE  des  droites  parallèles  à  l'axe  principal 
P>:  NI,  N0E  les  normales  aux  faces  réfringentes;  SI,  Eli 
les  directions  des  normales  aux  ondes  planes  extérieures, 

iS. 


(  ^  ) 

incidente  et  émergente;  IE  la  direction  de  la  normale  à 
l'onde  plane  intérieure  réfractée. 


Fig  ». 


Désignons  par  cp  Y  angle  que  cette  dernière  normale  fait 
avec  l'axe  principal  B,  par/,  /'0  les  angles  d'incidence 
SIN ,  jV0  ER  ;  par  r,  r0 ,  les  angles  EIN ,  IEN0  ;  par  y. ,  ti9 
les  angles  BIN,  RENn. 


On  a  les  relations 


(0 


r-+-  /•„ 


A, 


D, 


r  '—  <?  +  f-j 

r0~  p0 —  <?, 


u.„  -4-  u.  =  A , 


p0  —  u.  =  B , 


On  posera 

de  sorte  qu'on  a 

r0—  r=B  —  2.9. 

Lorsqu'on  prend  pour  unité  la  vitesse  de  propagation 
normale  des  ondes  lumineuses  dans  le  milieu  extérieur 
au  prisme,  et  que  l'on  désigne  par  v  la  même  vitesse  in- 
térieure  au  milieu  cristallisé,  on  a  généralement 

sin  i        1 
sin/-       c 
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Mais  quand  la  direction  de  cette  dernière  vitesse  est  per- 
pendiculaire à  Taxe  principal  A  et  fait  un  angle  ç  avec 
l'axe  principal  B,  on  a,  par  la  théorie  connue  de  la  dou- 
ble réfraction , 

v  =  y  b2  sin3  o  +  c2  cos3  <p , 

de  sorte  que  pour  l'onde  transmise  au  travers  du  prisme, 
on  a  à  l'incidence  et  à  l'émergence 

...  sinr  .  sinr0 

(  2  ;  sin  i  = 


y/ô2sin2<p  -+-  c2cos2tp  y/o- sin3 tp  -+-  c2  cos'  <p 

Si  l'on  retranche  et  qu'on  ajoute  successivement  ces  équa- 
tions membre  à  membre, 


A  .    /B 

cos  -sin 9 

2  \  2 


;s) 


D  Jb2  sin2<p  -+-  c2  cos'o 
cos-    *  T 

2 

.    A         /B 

sin  —  cos 

I  2  \  2 


sin  -   V^'  sin2ep  -+-  c3  cos-  i 

2 


Carrant  et  ajoutant  membre  à  membre, 


.A         B         D  A   .     B   .     D 

sin-  -  cos2  -  cos3-  +  cos2  -  sin2-  sin2- 

2  2  2  2  2  2 

D         D 

\  —  c"' sm2  -  cosî  - 

B         B  /  .     A  D  AD 


-h  sin  «  sin  -  cos  -    sin'  -  cos' cos-  —  sin  -  - 

2  2   \  2  2  2  2 

.     A    .     B         D  A       ,B    .  ,D' 

sin2  -  sin3  -  cos-  -  H-  cos-  —  cos-  -  sin-  - 

2  2  2  2  2  2 

,     .      D  D 

—  b2  sin2  -  cos-  - 

\  2  2 

.    B        B  /  .     A  D  A    .     D 

i  -f-  cos  'f  sin  -  cos  -    sin'  -  cos-  -  —  cos3  -  sin  - 

2  '•    y  2  2  2  2 


(    *7§    ) 

Mais  dans  le  cas  du  minimum  de  déviai  ion 

dA  _dD  _ 

dy        dy 

La  dérivée  par  rapport  à  <p  du  premier  membre  de  l'é- 
quation précédente  est  nulle,  donc 


(5) 


COS?j 


A        B  D  A.B.DX 

sin2  -  cos2-  cos2 h  cos2  -  sin2  -  sin2  -    \ 

2  2  2  2  2  2       \ 

,  .  ,D       ,D  I 

c  sin-  —  cos2  -  / 

2  2  / 


•    B        B  /  .     A  D  A   .     D 

+  sin  ©sin -cos  -    sin2-  cos2 cos2-  sin2  - 

2  2    \  2  2  2  2 


•   2A    •   ,B         D  A         B    .     D\ 

sin-*  -  sin- -  cos2-  -f-  cos2  -  cosJ-  sin2- 

2  2  2  2  2  2 


»,   •     D         D 

—  b-  sin2-  cos2- 


.    B        B  /  .     A  D 

i  a»  sin  -  cos  -  {  sin-  -  cos2  - 

2  2    V  2  2 


cos-  sin2- 

2  2  / 


En  vertu  des  équations  (4)   et   (5),   il  faut  qu'on    ait 
simultanément 


(6) 


.    B        B  /  .   ,A         D  A    .     D 

cos?  sin  -  cos  -    sin2  -  cos2 cos2  -  sin2- 

2  2    \  2  2  2  2 

,     .     D         D 

y2  sin2—  cos2  — 

2  2 

2A   •   ,B       ,D  A       .B 

(  sin2  -  sin2  -  cos2 h  cos2  -  co; 

2  2  2  2 


•    B        B  /  .     A         D  A   . 

sin  «p  sin  -  cos  -    sin3  -  cos2 cos2  -  si 

2  2  \  2  2  2 


a  U  \ 

-cos2- 


~ 


=  cos? 


c-  sin2-  cos2  - 

2  2 


,A         B         D  ,A   .     B   .     D 

—  (  sin   -  cos- -cos 1-  cos-  -sin2-  sin2  - 

2  2  2  2  2  2 


] 

1 


(  '-^79  ) 
En  multipliant  entre  elles  les  équations  (6)  membre  à 
membre, 


|  sin-  - 
\        2 


.      D  D 

w2c2sin2-  cos2- 

2  2 

B         D  A   .     B   .     D 

cos-  —  cos2 h  cos2  -  smJ  -  sin2- 

2  2  2  2  2 


A    .     B  D  A 

—  c'  I  sin2  —  sm2  -  cos2  -  -+-  cos" 

2  2  2 

A  A 

+  sin2  -  cos2  -  =  o. 

2  2 


A         B    .     D\ 

-  cosJ-  sin2—  ) 

2  2  2  / 


Si  l'on  désigne  par  0  l'angle  quela  bissectrice  du  prisme 
fait  avec  l'axe  principal  B,  on  trouvera  facilement  sur  la 
figure 

A  A 

y.  -+-  90 =  B,      p.„  -h  900 =  1 8o°  —  6 , 

donc 

a0  —  a  =  B  =:   1  8o°  —  B  ,        -  =  00°  —  6. 

2 

L'équation  précédente  devient  alors 

.      D         D 

b7 c-  sin2—  cos2— 

2  2 


(7) 


.,  /  .     A         D   .  A   .     D 

—  o2     sin2—  cos2-  sin2 B  ■+■  cos2  — sm2-  cos2l 

\  2  2  2  2 

/  .     A         D  A   .     D   .       \ 

—  c1    sin2  -  cos2  -  cos2  B  -+■  cos3  -  sin2  -  sin2  9 

\  2  2  2  2/ 

A        A 
-+-  sin2  -  cos2  -  =  o, 


ou,  sous  une  autre  forme, 


.A        ,     .     D\  /        A  D\ 

sinJ o-  sm2-       cos2 c2  cos--     cos2  0 

2  2.  /    \  2  2  / 

/        A       .  D\   /  .      A  .      D\    .     , 

I  cos2 o'cos--  I  I  sin- c  sin -' -   J  sur  0  ~  o. 


-h     cos2- 


(  a8o  ) 
En   divisant  les  équations  (6)   membre   à   membre,  on 
trouve 

.     D         D        /  .     A         D   .  AD 

c2sin2-  cos2 (sin2-  cos2-  sin2 9  -f-  cos2-  sin2-  cos2 

2  2  \  2  2  2  2 

tanga  ?  —  D         -        -r— -         -         -  A    .     D   .     „ 

62 sin2-  cos2 sin2  -  cos2-  cos2 9  -f-  cos2—  sin'-  sin2  9 

2  2  \  2  2  22 

.     „         D/       .     D        .     A\                    .     D/            D 
sin29  cos2-     c-  sin2-  — sin-  -    -+-  cos2  9  sin2—    c2  cos2 cos 

2    \  2  2/  2 \  2  2 


2  / 


.   ,D /,  D  A\  D/.     .     D  A\ 

sin2 9  sin--     6' cos2 cos2—  )  +  cos' 9  cos2-    y2  sin2 cos2- 

2    \  2  2/  2   \  2  2/ 

Lorsque  la  bissectrice  de  l'angle  du  prisme  coïncide 
avec  un  des  axes  principaux,  la  formule  précédente  se 
simplifie.  Elle  se  réduit,  selon  que0  =  o  ou  que0  =  c)oo,  à 

/  .     A        ,,   .     D\    /        A  D\ 

sin- w2  sin2  -        cos2-  —  c2  cos2  —  )  =  o 

\  2  2  /     \  2  2  / 

ou  à 

/.  ,À         ,    .   ,D\   /        A        ,  D\ 

(  sin- c2  sin3  -        cos2 o-  cos2  —  )  =  o. 

\  2      ■  2   !    \  2  2  / 

Les  premiers  facteurs  égalés  de  zéro  déterminent  b  ou 
c  et  donnent 

tang  <p  =  go      ou     tangij)  =  o. 

Quant  aux  seconds  facteurs  \  ici,  comme  dans  la  recherche 
du  minimum  de  déviation,  avec  les  conditions  propres  aux 
milieux  monoréfringents,  ils  répondraient  à  une  question 
différente  de  celle  qu'il  s'agit  de  résoudre. 

§  4.  On  trouve  des  relations  encore  plus  simples  lors- 
que Ion  observe  le  spectre  émergent,  non  plus  en  plaçant 
le  prisme  dans  la  position  du  minimum  de  déviation, 
mais  dans  une  situation  telle,  que  le  rayon  incident  ren- 
<  outre  normalement  la  face  d'entrée. 


(  *8i  ) 
La  ligne  SI  est  normale  en  même  temps  à  Tonde  plane 
extérieure  incidente  et  à  la  face  du  prisme. 

Fie  2. 


S 


ER  est  la  normale  à  l'onde  plane  extérieure  émergente; 
IE,  prolongement  de  SI,  est  la  normale  à  Tonde  plane  in- 
térieure réfractée. 

Si  donc  on  conserve  les  mêmes  notations  qu'au  §  3 , 
on  trouve 

/  =  o ,      /„  =  D  ,      r  =  o  ,      r0  =  A ,      ?  =  f*  , 
de  sorte  que  les  équations  (2)  deviennent 

sin2A 


é-'sin2a  -+-  c-  cos2  u. 


sin'D 


Lorsque  la  face  d'entrée  est  parallèle  ou  perpendicu- 
laire à  Taxe  principal  B, 

,,       sin-A  sin2A 

o    =  - — -      ou      c2  =  ■ .   ,     ■ 

sin-'D  sin2D 

§  5.  On  peut  étendre  les  mêmes  procédés  d'observa- 
tion et  des  formules  analogues  aux  cristaux  à  un  seul  axe 
optique,  même  lorsque  Tarète  réfringente  du  prisme  est 
dirigée  d'une  manière  quelconque. 

Il  arrive  alors  que  le  rayon  incident  et  le  rayon  émer- 
gent extraordinaire  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  mais 
restent  tous  deux  parallèles  à  la  section  droite  du  prisme. 
Les  ondes  planes   incidentes    réfractée    et  émergente  se 


(  «8*  ) 

coupent  en  effet  toujours  parallèlement  à  l'arête  réfrin- 
gente; de  sorte  que  la  normale  IE  (fîg.  i)  à  l'onde  plane 
réfractée  est  comprise  clans  le  plan  de  la  section  droite. 

Ce  même  plan  contient  de  plus  l'un  des  axes  princi- 
paux B,  en  nombre  infini,  tous  égaux  entre  eux  et  perpen- 
diculaires à  l'axe  optique  A.  Soient  BI,  BE  des  parallèles 
à  cet  axe  d'élasticité  B.  En  conservant  les  notations  pré- 
cédentes, et  en  désignant  en  outre  par  tt  l'inclinaison  de 
l'axe  optique  A  sur  l'arête  réfringente,  il  est  facile  de 
voir  que  la  vitesse  de  propagation  normale  de  l'onde 
plane  extraordinaire  réfractée  sera  donnée  par  l'équation 

p2  =  (i2sin277-+-«2cos2772)  sin2  a  -f-  a2  cos2<j>  =  A-2sin2«>  +  a7cos-<f. 

On  a  donc  comme  précédemment 

.     .  sinr  .  sinr„ 

sin'/0  = 


\U-2 sin2 <p  -h «'cos2çp  y//;  sin2  <p  -+-  a-  cos2 » 

Le  calcul  s'achèvera  de  la  même  manière,  et  l'on  aura, 
pour  le  rayon  extraordinaire,  dans  le  cas  du  minimum  de 
déviation , 

•     A        ,     .     D\  /        A  ,D 

sur / 2  sin2  -      I  cos- «2  cos3  - 


2  2  /    \  2 


A        ,  D\   /  .     A  .     D  ', 

-h    cos2 a2 cos2  —       sin2 fl2sin2—     sin2  9  =  o. 


2  2, 

ou ,  sous  une  autre  forme 


,     .     D         D 
à1  k7  sin2—  cos2- 

2  2 

.AD.  A    .      D  \ 

sin2  -  cos  -  sin2  0  -f-  cos2  -  sin-  -  cos2  h  \ 

2  2  2  2/ 

.A         D  A   .     D    .      „ 

sin2  —  cos2  -  cos-  0  +  cos-  -  sin2  -  sur  0 

2  2  2  2 


•   ,A  A 

-j-  sin-  -cos2  -  =  o. 

2 


(  283  ) 
§  6.  Si   dans  ce  cas  encore  le  ravon  incident  rencon- 
trait normalement  la  face  d'entrée  (Jig.  2) ,  on  aurait 

sin2  A 


Z'J  sin-  u.  -\-  a1  cos-  u  = 


sin-  D 


§  7.  Les  angles  f*.  y.0  sont  respectivement  égaux  aux 
inclinaisons  du  plan,  qui  contient  à  la  fois  larête  réfrin- 
gente et  l'axe  optique  unique,  sur  les  faces  d'entrée  et  de 
sortie-,  ds  sorte  que"  si  les  données  expérimentales  sont 
les  angles  1,  10 ,  que  l'axe  optique  fait  avec  les  mêmes 
faces,  on  trouve  sans  difficulté 


sin  /.  .  sin  >„ 

sin  u.  =  — —  1       sin  m0  =  — 

S11I7T  Sin7T 


d'où  l'on  tire 


A  \  —  a  .    A       B  .    B        A 

tang-      tang sin -cos—  sin  -  cos  - 

2  2  .  22  22 


B              À„  -f-  ).                     .    \  -+-  \       À0  —  1        .   l0  —  ),         ).0  +  X 
tang—      tang sin cos sin cos 


2 


§  8.  Les  formules  établies  dans  cette  Note  seront  prin- 
cipalement utiles  à  Fétude  optique  des  cristaux  difficiles 
à  tailler,  mais  dont  quelques  faces  naturelles  forment 
prisme,  et  offrent  spontanément  des  arêtes  réfringentes. 

On  se  contentera  de  rapporter  une  application  numé- 
rique de  ces  formules  à  des  mesures  prises  sur  un  très- 
petit  cristal  de  quartz,  limité  par  une  face  de  la  pyramide 
et  par  une  face  du  prisme  hexagonal. 

L'arête  réfringente  est  normale  à  l'axe  optique,  de 
sorte  que  7T  =  90°,  h*  =  b-. 

La  formule  précédente  devient  alors 

1    /  .     A         D,  A   .     D,   .       \  .     De         D, 

-r-  I  sm2  -  cos2  —  cos3  H  -+-  cos2  -  sin2  —  sin2  G     —  sin-  —  cos2 — 
0'  \        2  2  22  22 


1     .      A  A 

—  sm   -  cos  - 
A  2  2 


/  .     A         Df   .  A   .     De  \         O 

—     sin2  -  cos2 —  sur  0  -+-  cos2-  sin2  —  cosJ0 

\  2  2  2  2  / 


(  ^84  ) 

"ru 
L  angle  réfringent  du  prisme A  =  38 . 1 2 

L'angle  compris  entre  la  bissectrice 
de  l'angle  du  prisme  et  l'axe  princi- 
pal B 9  =  70 .  53 .  3o 

Les  déviations  mesurées  pour  la  ré- 
gion du  jaune,  entre  les  raies  D  et  E , 

sont Ao=  22.35 

Ae=  22.56 

On  a  donc D0  =  60 .  48 

De=6i.   9 

Donc 

sm  — 

«  =  _±=IfS(8B 

sin  - 
2 

1         A         De  _ ,    . 

—  sin2  -  cos2  —  cos2  9  =  o,  02004°  I 
b1         2  2  I 

\  o,5i32o8 

—  cos2  -  sin5—  sin2  G  ==  o ,  4Q2868  1 
b7         2         2  '^  ; 

sin2 — cos' — ==  0,191794 

P  =  o,32i4i4 

—  sin2  -  cos2  -  =  o  ,  228628 

b7         2  2 

A         De  v 

sin2  —cos5 —  sin29  =  0,070922  1 

A         D.  {    °»«9&W 

cos2  -  sin'—  cos2 9  =  0  ,024755  ) 
2  2 

Q  =  o,  132951 
I=V/|=,,554S. 


(  285  ) 
Or  on  a ,  d'après  Rudberg  : 


Pour  la  raie  D —  =  j  , 544 1&>        -=  i ,  55328 

Pour  la  raie  E j=  1,54711,        —  =  i  ,5563 1 


NOTES  SIR  QUELQUES  (RESTIONS  Dl  PROGRAMME  OFFICIEL. 


VII. 

Démonstration,  par  la  géométrie  élémentaire,  de  cette 
Proposition  :  La  projection  d'un  cercle  sur  un  plan  est 
une  ellipse. 

Dans  l'une  des  parties  du  Programme  officiel  de  l'en- 
seignement élémentaire  des  lycées,  il  est  question  de 
Y  ellipse  que  l'on  définit  :  Une  courbe  plane  telle,  que  la 
somme  des  distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points 
fixes  nommés  foyers  est  une  quantité  constante.  Dans  une 
autre  partie  du  même  Programme ,  il  s'agit  de  déterminer 
la  projection  d'un  cercle  sur  un  plan.  Pour  compléter  la 
solution  qu'on  a  donnée  de  cette  dernière  question,  il 
peut  être  utile  de  faire  voir  que  la  projection  du  cercle 
est  une  ellipse.  Tel  est  l'objet  de  cette  Note. 

On  démontre  très-simplement  par  la  géométrie  élémen- 
taire que  si  l'on  coupe  un  cylindre  droit  à  base  circulaire 
par  un  plan  incliné  sur  celui  de  la  base  du  cylindre,  la 
section  est  une  ellipse,  en  adoptant  la  définition  de  l'el- 
lipse que  nous  venons  de  rappeler.  C'est  Là  une  proposi- 
tion que  nous  admettrons  comme  déjà  établie.  De  cette 
proposition  même  il  résulte  que,  pour  démontrer  qu'une 
certaine  courbe  plane  donnée  est  une  ellipse,  il  suffit  de 


a  86 


prouver  qu'il  est  possible  d'obtenir  un  cercle  en  projetant 
cette  courbe  sur  un  plan  incliné  sur  celui  de  la  courbe. 

Cela  posé,  représentons  par   ADE  une  circonférence 
ayant  pour  centre  le  point  C,  et  située  dans  le  plan  marri '. 


Soit  ade  la  projection  de  celte  circonférence  sur  un  plan 
mccLqui  coupe  le  plan  mettre1  suivant  la  droite  y.m.  en 
faisant  avec  ce  dernier  plan  un  angle  quelconque  m'«L 
différant  d'un  angle  droit.  Il  est  clair  que  la  projection  ade 
sera  une  courbe  ayant  pour  centre  le  point  c,  projection 
du  centre  C  de  la  circonférence.  Pour  démontrer  que  la 
courbe  ade  est  une  ellipse,  nous  allons  faire  voir  qu'en 
la  projetant  sur  un  plan  convenablement  choisi ,  on  ob- 
tient pour  projection  une  circonférence. 

En  un  point  quelconque  P  de  la  droite  a  m  élevons  à 
celte  droite  une  perpendiculaire  PH  dans  le  plan  de  pro- 
jection maL.  et,  par  la  perpendiculaire  PH ,  conduisons 
un  nouveau  plan  PHC  qui  fasse  avec  le  plan  de  projec- 
tion mocL,  un  angle  égal  à  l'angle  m'y.L,  que  ce  dernier 
plan  forme  avec  celui  de  la  circonférence  ADE.  La  pro- 
jection de  la  courbe  ade  sur  le  plan  PHC/  sera  nue  cir- 
conférence. 


(  *87) 
En  effet,  soit  A'  la  projection  sur  le  plan  dont  il  s'agit 
d'nn  point  quelconque  a  de  la  courbe  ade.  Si  l'on  abaisse 
A'B'  perpendiculaire  surPH,  la  droite  ûtB'  sera  aussi 
perpendiculaire  à  PH  ,  et  l'angle  rectiligne  A'B'«,  qui 
mesure  le  dièdre  des  plans  PHA'C,  maL,  sera  égal  à 
l'angle  m'aL.  Si  du  point  a  on  abaisse  une  perpendicu- 
laire «B  sur  a  m  et  qu'on  joigne  par  la  droite  BA  le  point 
B  au  point  A  qui  s'est  projeté  en  a,  l'angle  rectiligne 
ABa  sera  aussi  égal  à  l'angle  m'aL.  Par  conséquent,  les 
deux  triangles  rectangles  a  A'B',  «AB  seront  semblables 
et  on  aura 

*B'_  A'B' 

AB  ~  ~â\ï' 


Mais 

doue 


«B'=BP     et     B«  =  PB'; 

BP        A'  B' 
ÂB  —  "PB7' 


Il  en  résulte  que  les  deux  triangles  rectangles  ABP,  A'B'P 
sont  semblables  ,  comme  ayant  un  angle  droit  compris 
entre  côtés  proportionnels.  Par  suite,  l'angle  A' PB'  est  le 
complément  de  APB ,  et  de  plus  on  a 

PA'        PB'  __  Brt 
PÂ~  ~  BÂ  ~  BÂ' 

Nous  désignerons  par  a  le  dernier  rapport  — —  qui  est  le 
cosinus  de  l'angle  m'ah\  de  sorte  qu'on  aura 

PA^_ 
PA  —  "" 

D'après  cela  ,  on  voit  que  généralement,  si  a  représente 
la  projection  d'un  point  quelconque  A  du  plan  m'a  m  sur 
m  xL.  et  A'  la  projection  de  a  sur  le  plan  PHC;  les  angles 
APa,  V  PII  seront  complémentaires ,  et  que,  de  plus. 


(  ^88  ) 
le  rapporl  des  lignes  PA',  PA  sera  égal  à  n.  Ainsi,  en  dé- 
signant  par  C   la    projection  du   centre  c   svir  le  plan 
PHC,  les  angles  C'PH,  CPa  seront  complémentaires  et 

PC'_ 
PC  —  "' 

Il  s'ensuit  que  les  triangles  A'PC,  APC  ont  les  angles 
A'  PC,  APC  égaux  entre  eux,  et  que  les  côtés  qui  forment 
ces  angles  sont  proportionnels 5  donc  les  triangles  A'PC, 
APC  sont  semblables  et  donnent 

C  A'  _  PC' 
"CÂ         PC  ~~  "' 
D'où 

C'A'  =  CAX  n. 

Ainsi  la  valeur  de  C  A'  est  invariable.  Ce  qui  démontre 
que  la  projection  de  la  courbe  ade  sur  le  plan  PHC  est 
une  circonférence  qui  a  pour  centre  le  point  C;  donc 
cette  courbe  est  une  ellipse.  Les  diamètres  des  circonfé- 
rences C ,  C  sont  égaux  aux  axes  de  l'ellipse  obtenue. 

G. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  386 

(voir  p.  183); 

Par  Mlle  Adolphinf.  D***. 


Le  produit  de  trois  nombres  entiers  consécutifs  ne 
peut  être  ni  un  carré,  ni  le  double  d'un  carré. 

I.  J'appelle  ces  trois  nombres  A ,  A  -f-  1 ,  A  —  1  et  h' 
un  carré.  Je  devrais  avoir 

A  (A  —  i)(A  +  \)=zb\ 


(  *89) 
ou  bien  je  puis  écrire 

(AJ  —  i)A  =  b\ 

Le  nombres  A  et  A2 —  i  ne  pouvant  pas  avoir  de  facteurs 
communs  doivent  être  deux  carrés ,  car  ils  doivent  con- 
tenir tous  leurs  facteurs  premiers  à  des  puissances  paires. 
Mais  comme  A2  —  i  ne  peut  pas  être  un  carré  parfait,  la 
relation  précédente  n'est  donc  pas  possible. 

On  ne  peut  pas  non  plus  satisfaire  par  des  nombres  en- 
tiers à  la  condition 

(A—  i)(A)(A  H-  i)  =  ib\ 

Pour  le  démontrer,  je  vais  prouver  que  A  ne  pourrait 
être  ni  pair  ni  impair. 

i°.   Si  l'on  supposait  A  pair,  la  relation 

A(A2  —  i)  =  ib* 

montrerait  comme  tout  à  l'heure  que  A2 —  i  doit  être  un 
carré,  ce  qui  est  impossible. 

2°.  Si  l'on  supposait  A  impair,  il  aura  la  forme  2B  -f-  1 . 
Il  faudrait  donc  avoir,  après  les  simplifications  , 

2B  (B+  iK2B  =+-  1)=  b7; 

B  est  premier  avec  B  H- 1  et  avec  2B  +  1;  13+  ï  et 
2  B  -t-  1  sont  premiers  entre  eux  ,  car  un  facteur  commun 
à  ces  deux  nombres  diviserait  leur  différence  B,  ce  qui 
est  impossible  puisque  B  est  premier  avec  B  H-  1 . 

Je  vois  donc  par  là  que  sur  ces  trois  facteurs  deux  se- 
raient des  carrés,  et  le  troisième  multiplié  par  2  serait 
aussi  un  carré.  Il  faut  donc  qu'une  des  combinaisons  sui- 
vantes : 

(1)  2B,  B+  1,        2B4-  1  , 

(2)  2(8 -+-*),         B,  ?.B+  1, 

(3)  2(2B  +  i),      B,  B  +  i, 

Ami    de  Mathémat,,  t.  XVI.(Aoûl  18e»;.)  i<> 
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renferme  trois  carrés  parfaits.  Or  cela  est  impossible, 
puisque  dans  chacune  d'elles  on  trouve  deux  nombres 
entiers  consécutifs:  ainsi  2B  et  2  B  H-  1  pour  la  pre- 
mière, 2B-}-iet2B-f-2  pour  la  deuxième  et  B  etB-hi 
pour  la  troisième.  La  relation 

(A4-  i)(A)(A-  i)  =  ai! 

est  donc  impossible  ,  et  c'est  ce  que  je  voulais  démontrer 

Note  du  Rédacteur.  Cette  bonne  démonstration  prouve 
également  que  le  produit  de  trois  nombres  consécutifs 
ne  peut  être  aucune  puissance  parfaite  d'un  nombre,  et 
cela  existe  probablement  pour  le  produit  d'un  nombre 
quelconque  de  nombres  consécutifs. 

Le  théorème  de  M.  Faure  est  démontré  par  Goldbach 
[Corresp.  matli.  et  phys.,  t.  II,  p.  210).       (Puouhet.) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION   575 

voir  p    17V  . 

Par   M"1'   Adolphink   D***. 


Démontrer  que  deux  cercles  concentriques  ayant  pour 
rayons  R  ctR  \—i  se  coupent  à  angle  droit  (*). 

Je  trace  deux  cercles  de  centres  A  et  B,  et  soit  C  un 
point  d'intersection.  Je  joins  AC  et  BC.  Pour  que  ces 


(*)  Deux  coniques  homothètes  et  concentriques  ont  à  l'infini  deux  points 
de  contact,  réels  pour  l'hyperbole,  imaginaires  pour  l'ellipse,  vérité  in- 
tuitive en  considérant  les  asymptotes.  Deux  paraboles  égales  cl  de  même 
axe  focal  ont  à  l'infini  deux  points  d'osculation.  On  conclut  de  là  que  deux 
roniques  liomothèteset  concentriques  sont  la  perspective  de  deux  coniques 
ayant  un  double  contact.  En  général,  deux  courbes  dé  degré  m ,  homothèics 
et  ayant  mêmes  asymptotes,  ont  à  l'infini  m  points  de  contact  réels  ou 
imaginaires,  1  ne  propriété  analogue  existe  pour  les  surfaces.  Tm. 


(  29'   ) 
deux  cercles  se  coupent  à  angle  droit,  il  faut  que 

AC2  -f-  BC  =  AB% 
c'est-.à-dire  que  la  somme  des  carrés  des  rayons  soit  égale 
au  carré  de  la  distance  des  centres.  En  généralisant  cette 
observation,  on  est  conduit  à  dire  que  deux  cercles  réels 
ou  imaginaires  se  coupent  à  angle  droit  quand  leurs  rayons 
R  et  R'  et  la  distance  de  leurs  centres  satisfont  à  la  con- 
dition 

R2-+-R':—  D'. 

Or,  dans  le  cas  actuel  ,  cette  relation  est  satisfaite,  car 
ou  a 

R:  +-  (R  V")2  =  o. 

Ce  qu'il  me  fallait  démontrer. 

Note  du  Rédacteur.  Cinq  Françaises  se  sont  livrées 
avec  succès  aux  études  mathématiques  :  i°  Marie  Crous 
(1641)}  qui  a  introduit  en  France  le  calcul  décimal; 
20  Jeanne  Dumée  (1684)  ;  son  ouvrage  sur  l'astronomie  , 
jamais  publié,  existe  manuscrit  à  la  Bibliothèque  impé- 
riale; 3°  la  célèbre  marquise  du  Chàtelet  ;  4°  Hortense 
Lepaute,  femme  du  célèbre  horloger,  et  qui  a  calculé 
pendant  plusieurs  années  la  Connaissance  des  Temps: 
le  botaniste  Commerson  a  donné  à  une  très-belle  fleur  le 
nom  de  celte  femme  distinguée  Peautia  cœlestina,  et  en- 
suite de  Jussieu  a  changé  ce  nom  en  celui  de  Hortensia, 
généralement  connu;  5°  Sophie  Germain,  lauréat  de  l'A- 
cadémie des  Sciences,  pour  la  question  très-difficile  des 
plaques  vibrantes. 

La  marquise  de  1  Hôpital ,  femme  du  célèbre  géomètre, 
a  inséré  dans  le  Journal  des  Savants  un  Mémoire  sur  un 
sujet  mathématique.  Lalande  cite  avec  éloge  une  autre 
dame  de  sa  connaissance  qui  s'occupait  d'astronomie. 
Les  âmes  n'ont  pas  de  sexe ,  dit  J.-J.  Rousseau,  et  l'intel- 
ligence réside  dans  l'âme. 


ig-A 


DÉMONSTRATION  R M  THÉORÈME  DE  M.  KRONECKER 
(QUESTION  373) 

(voir  p    178;; 

Par  M.    E.    P***, 

Professeur. 

Soit 

/,(.r)  =  o,      (*,,    .r2,   .r3,...,    xm) 

une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers  et  le  pre- 
mier terme  ayant  pour  coefficient  V  unité  ;  si  les  modules 
de  toutes  les  racines  sont  égaux  à  l'unité,  toutes  les  ra- 
cines de  cette  équation  sont  des  racines  de  l'unité. 

Pour  le  démontrer,  je  représente  par 

ft(x)  =  o,      (x\,  xl,.  .  .,  x?n), 


d'autres  équations  dont  les  racines  sont  respectivement 
celles  de  la  proposée  élevées  à  la  deuxième,  troisième,  etc. , 
puissance.  Dans  toutes  ces  équations,  le  premier  coeffi- 
cient est  l'unité  et  tous  les  autres  sont  des  nombres  en- 
tiers limités,  car  chacun  de  ces  coefficients  est  la  somme 
d'un  nombre  fini  de  termes  dont  le  module  est  l'unité,  et 
l'on  sait  que  le  module  d'une  somme  est  inférieur  à  la 
somme  des  modules  de  ses  parties. 

Conséquemment,  le  nombre  des  combinaisons  des  va- 
leurs de  ces  coefficients  sera  limité  et  l'on  trouvera,  parmi 
les  équations  ci-dessus,  une  au  moins  qui  sera  répétée  un 


(  *&  ) 

nombre  infini  de  fois.  Supposons  alors  que  les  équations 

fn  (•*-')  =  O  ,       {x<\,   x'', .  .  . ,    .?:'r;J  , 
fp(x)  =  o,      (xP,  xt,.  .  .,  x?n), 


aient  les  mêmes  eoeffieients  et,  pur  suite,  les  mêmes  ra- 
tines. Il  peut  arriver  que  ces  racines,  rangées  comme  nous 
l'avons  fait,  suivant  l'ordre  croissant  des  indices,  ne  soient 
pas  respectivement  égales  à  celles  qui  occupent  le  même 
rang  dans  la  première;  alors  les  racines  de  J'„  (x)  =  o, 
ffj  (x)  =  o,  etc.,  seront  de  certaines  permutations  des 
racines  de  j\  (x)  =  o.  Mais  comme  le  nombre  de  ces 
équations  est  infini,  tandis  que  le  nombre  des  permuta- 
tions est  fini ,  nous  trouverons  nécessairement  deux  équa- 
tions 

/«(*)  =  o-,      (*?,*£,...,*£), 

qui  appartiendront  à  la  même  permutation  :  par  consé- 
quent, on  aura 

,,•3  _      a  3  _      a  —     //. 

d'où  Ton  conclut  que  les  racines  de  l'équation  donnée 
sont  aussi  racines  de  l'équation  binôme 

C.    Q.    F.     O. 

Note  du  Rédacteur.  M.  Kronecker  a  énoncé  et  dé- 
montré ce  théorème  dans  le  tome  LUI ,  cahier  i  du  Jour- 
nal de  Crelle.  M.  Prouhet  et  aussi  M.  Moutard  sont  par- 
venus chacun  spontanément  à  la  même  démonstration 
que  M.  Kronecker.  C'est  par  erreur  qu'on  lit  à  la  page  178 
!<•  nom  de  M.  Hermile. 
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PRINCIPES  DE  DISCUSSION  DES  SURFACES  ET  DES  LIGNES 
m   SECOND  DEGRÉ. 

Surfaces. 

1.  Notation.  On  prend  les  coordonnées  quadrilitlères 
—  ,—•>—  afin  de  rendre  l'équation  homogène. 

OC  ^  OC  ^  OC^ 

On  donne  des  indices  à  chaque  coefficient,  de  sorte 
que  l'indice  fait  connaître  le  terme  que  le  coefficient  af- 
fecte, par  exemple  apt.  .cv  xq,  et  l'on  pose 

"pu  =  aii>- 

2.  Théorème  de  Jerrard  (*).  I  ne  Jonction  homo- 
gène quadratique  de  n  variables  est  la  somme  de  carrés 
de  n  fonctions  linéaires  de  ces  variables. 

Théorème  fondamental.  (  Voir  Serret,  Algèbre  supé- 
rieure, note  V,  et  Nouvelles  Annales,  t.  XIV,  p.  279.) 

3.  Formes  réduites.  On  déduit  immédiatement  de  ce 
théorème  les  cas  suivants;  la  surface  représente  : 

i°.  Deux  plans  qui  se  coupent  ou  ne  se  coupent  pas  ; 

20.   Une  droite; 

3°.   Un  point; 

4U.   Un  ellipsoïde  imaginaire. 

4.  Position  d'un  point  relativement  à  la  surface.  Le 
même  théorème  donne  la  solution  de  ce  problème  fon- 
damental : 


(*)  Auteur  de  Anal)  tical  Rescarchcs,  etc.,  un  des  deux  examinateurs  pour 
les  mathématiques  à  l'université  de  Londres  Feu  son  frere  était  membre 
du  sénat  de  cette  université 


(  2<p  ) 

Étant  données  les  coordonnées  d  un  point,  détermi- 
ner s'il  est  hors  de  la  surface  ou  dans  l'intérieur  de  la 
surface. 

L'équation  indique  si  le  point  est  sur  la  surface. 

o.  Centre.  On  égale  à  zéro  les  quatre  dérivées  de  l'é- 
quation prises  respectivement  par  rapport  aux  quatre 
coordonnées.  Les  valeurs  de  quatre  de  ces  équations  sont 
les  coordonnées  du  centre. 

<3.  Déterminant.  Le  dénominateur  commun  de  ces 
quatre  valeurs  est  désigné  sous  le  nom  de  déterminant  de 
la  surface,  parce  qu'il  eu  détermine  la  forme. 

7.  Surface  réglée.  On  peut  établir  les  relations  qui 
doivent  exister  entre  les  coefficients  pour  qu  ou  puisse 
tracer  des  droites  sur  la  surface. 

8.  Déterminant  nul.  Centre  à  l'infini. 

i°.  Paraboloïde  hyperbolique,  lorsque  la  surface  est 
réglée  ; 

2°.  Paraboloïde  elliptique,  lorsque  la  surface  n'est 
pas  réglée. 

9.  Déterminant  qui  n'est  pas  nul.  Centre  à  distance 
linie  de  l'origine. 

Appliquons  aux  coordonnées  du  centre  la  solution  du 
problème  4. 

A.  Centre  au  dehors. 

i°.  Hyperboloïde  à  une  nappe,  la  surface  étant  ré- 
glée; 

20.  Hyperboloïde  à  deux  nappes ,  la  surface  n'étant  pas 
réglée. 

B.  Centre  sur  la  surface. 

Un  cône;  et  comme  cas  particulier  un  cylindre;  centre 
multiple. 

C.  Centre  à  l  intérieur. 
Ellipsoïde. 


(  *9*  ) 
Lignes. 
10.   On   prend   les  coordonnées   trilitières    —  ?  —  ;    le 

reste  comme  pour  les  surfaces. 

\i.  Dans  lélat  actuel  de  la  science,  telle  est  la  mé- 
thode a  suivre  quand  ou  a  pour  but  la  science.  Si,  au 
contraire,  on  a  pour  but  les  examens,  la  méthode  peut 
encore  convenir.  Il  suffît  de  remplacer  la  quatrième  coor- 
donnée par  Y  unité  et  les  coefficients  à  indices  par  les  coef- 
ficients vulgairement  employés. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  589 

(  vuir  page  ISA); 

PAa  M.  COMBESCURE, 

Professeur  à  Montpellier. 


Soit 

(  a  )  (  x  -+-  x~l  y  ==  x<  -h  A,  xr->  -f-  Aj  xr~ '•  +  .  .  . 

-h  A.x-C'-1'  -f-  A,  x-(r- 2)  -f-  x~r, 

les  A  désignent  les  coefficients  binomiaux. 

Si  l'on  élève  le  deuxième  membre  au  carré ,  le  terme 
indépendant  de  x  sera  évidemment 

2(1  +A;  +  A;+..  .), 

on  aura  donc 

2  Af  =  le  coefficient  moyen  de  (  x  -+-  x~ '  )2r 

2  r .  1  r  —  1  .  .     /  +  1        2  /•  ! 

~"  1  .2.  .  .r  ~~  (7Î)"2' 

On  peut  trouver  d'autres  relations  en  cherchant  le  coel- 
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fieient  d'une  puissance  déterminée  de  oc  dans  le  carré  du 
second  membre  de  [a)  et  le  comparant  au  coefficient  de- 
là même  puissance  de  x  dans  (x+x-1)2' .  On  fournirait 
encore  d'autres  relations  en  élevant  les  deux  membres 
de  (a)  à  une  puissance  indéterminée  ou  en  multipliant 
cette  même  équation  par  d'autres  équations  analogues 
où  l'on  ebangerait  r  en  d'autres  indéterminées. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  374 

(voir  p.  178) ; 

Par  M.    COMBESCURE, 

Professeur  à  Montpellier. 


Les  déterminants 


x  y  z 
a  [1  7 
abc 

s'annulent  pour 


et  pour 


x  y 

z 

V  =  s 

a      p 

7 

,'     p' 

y' 

x  =  a , 

>=?, 

z 

=  7> 

X 

y 

z 

a' 

F 

7 

a 

b 

c 

à  cause  de  l'identité  de  deux  lignes  dans  chacun 
pour  chacune  de  ces  substitutions. 
La  conique 


d'< 


mv  —  »>-  =  o 


(  *y8  ) 
passe  donc  par  les  deux  points  (a, (3  ,  y],  («',|6',y').  Comme 

«x  4-  by  +  cz       j     z 

«a'  H-  £(}'-(-  cy;      b      c 
au  point  commun  à  la  conique  et  à  la  droite 

ax  +  by  +  cz  ±r  o  (  *  ) , 


a 


M,   = 


O  J  Z 

aa-t-ip-hcy      P  7 

fi2  -H  b"1  -\-  c'  b  c 

o  y  z 

tta'-hbp'  +  cy'      p*  7' 

a2  -4-  62  -h  c5  6  c 

o  j  ■  z 

a<x  ~\-  b  fi  +  cy       p  7 

rta'-j-^P'-f-'Y      P'  7' 

o«,  ==  A/  —  Bz, 

a«'i  =  A'jr  —  B'  z , 
«c,  =  sCjk  —  sDz, 


en  faisant 


«a  +  bfi  -+-  C7      7 
a*  -h  b1  -\-  ?        c 


a  a  -h  b  p     7 
a1  ■+-  b*       c 


A  — 

B= 

En  exprimant  que  l'équation 

H,  (f,   <>',   =  O 

est  décomposable  en  deux  facteurs  linéaires  en  y  et  2, 
on  a 

(  AB'  — BA')2  =  4*5(CB'  —  DA')(AD  —  BC), 


Sur  la  page  1  78  il  faut  remplacer  / .  a  ,  «  par  a,  i,  e 


(  299  ) 
ce  qui ,  parla  règle  de  multiplication  dos  déterminants, 
se  réduit  en  supprimant   un  facteur   commun  «9  et  ex- 
trayant la  racine  carrée 

[a-  +  b2  -+-  c-)I 


■±is  v'f/z a.  ■+-  b  fi  -\-  c  y)  (n  y.'  -h  b  6'  -(-  r 7'  ■  I . 


ou 


1=      a'    0'    7' 

,    «      A      c 


Pour  que  la  droite  soit  tangente,  il  faut  donc  que 
I  =  o 
et  s  sera  indéterminé,  ou,  si  I  n'est  pas  nul  ,  que 

à1  -+-  b-  -+-  c1 


±\/{(ioc  +  ÔB-+-  ey)(«a'-f-  6  p' +  c7') 

Une  proposition  analogue  doit  avoir  lieu  pour  la  sur- 
face du  troisième  ordre  uwv  —  t?  =  o,  où 


x  y  7.  11 

a  8  7  <? 

a'  S'  7'  *' 

a  b  c  d 

x  y  z  u 

a'  8'  1'  V 

11  a  "       "  JS"' 

a  p  7  0 

a  b  c  d 


t  =  5 


a      Ê      7      S 
a"    fi"   7"    0" 
a      b      c     d 


x     y  z  u 

a       (5  7  o 

a'     p'  7'  5' 

a"    B"  7"  5" 


et  le  plan  ax  H-  />)  -h  cz  -\-  du 


(  3oo  ) 
GÉOMÉTRIE  ALGORITHMIQUE 


1.  Selon  Kant,  selon  ce  philosophe  par  excellence,  car 
il  n'est  pas  rhéteur  (*  ) ,  un  jugement  est  synthétique  lors- 
qu'il réunit  deux  idées  dont  lune  n'est  pas  une  consé- 
quence nécessaire  de  l'autre.  Par  exemple,  un  corps  est 
pesant  est  une  proposition  synthétique.  On  ajoute  (m- 
TiQuifti}  au  corps  une  qualité  qui  n'est  pas  renfermée  dans 
l'idée  du  corps  :  on  peut  concevoir  une  substance  non 
pesante;  tandis  que  cette  autre  proposition,  un  corps  est 
étendu,  est  un  jugement  analytique.  L'idée  de  l'étendue 
est  déjà  comprise  dans  celle  du  corps;  on  l'en  détache 
seulement  (zvctXvu).  Or  le  but  de  toute  science  est  de  con- 
naître, de  trouver  ce  qui  est  inconnu.  Il  y  a  pour  cela  deux 
moyens  :  ou  l'on  réunit  des  idées  connues  pour  en  former 
une  idée  complexe  qui  était  inconnue  :  c'est  procéder  par 
synthèse;  ou  bien  on  décompose  l'idée  complexe  incon- 
nue en  idées  simples  connues  :  c'est  procéder  par  ana- 
lyse. Supposons  qu'un  homme  se  trouvant  en  A  demande 
le  chemin  pour  aller  à  l'endroit  B-,  on  peut  lui  indiquer, 
partant  de  A,  tous  les  endroits  par  lesquels  il  doit  suc- 
cessivement passer  pour  arriver  à  B:  c'est  la  route  syn- 
thétique; on  peut  aussi  lui  indiquer  les  endroits  qui  mè- 
nent de  B  vers  A  :  c'est  la  route  analytique.  La  première 
route  est  la  plus  naturelle  lorsqu'elle  mène  au  but  :  aussi 
c'est  celle  qui  est  la  plus  anciennement  suivie  ;  mais  on 
n'est  pas  toujours  sûr  qu  elle  mènera  au  but,  car  on  ne 


(*)  Nos  philosophes  actuels  visent  à  l'éloquence  ,  considérant  la  philoso- 
phie comme  une  branche  «le  la  littérature  et  non  comme  une  science.  Les 
remarquables  ouvrages  du  P.  Gralry  ne  sont  pas  exempts  de  ce  défaut. 


(  3oi  ) 
sait  quelle  direction  prendre;  tandis  que  la  roule  analy- 
tique, dès  qu'on  aboutit  à  un  endroit  connu,  n'importe 
lequel ,  atteint  son  but. 

Les  treize  livres  des  Éléments  sont  un  chef-d'œuvre  de 
synthèse. 

Euclide  ( — 385),  platonicien,  voulait  probablement 
rendre  accessibles  les  écrits  de  son  maître  et  particuliè- 
rement le  Timêe,  où  il  est  souvent  question  des  polyèdres 
réguliers   (*).   Car,    chose  qui  parait  singulière  aujour- 
d'hui,  les  anciens  philosophes   étaient  géomètres.   Eu- 
clide,  partant  des  idées  les  plus  simples ,  généralement 
admises  sur  l'espace,  ajoutant,  synthétisant  vérités  sur 
vérités ,  parvient  au  XIII''  livre  à  l'idée  complexe  des  po- 
lyèdres   réguliers    et   démontre  les  propriétés  mention- 
nées dans  le  Tintée.  On  n'y  rencontre  aucune  évaluation 
soit  d'aires,  soit  de  volumes  5  c'était  étranger  au  sujet.  11 
suffit  d'un  examen  superficiel  sur  le  contenu  et  la  forme 
du  XI\ e  et  du  XV  °  livre  pour  se  convaincre  qu'ils  ne  peu- 
vent être  d'Euclide.  On  les  attribue  à  Hypsicle  ( — 23o). 
La  Mécanique  de  Lagrange  est  un  chef-d'oeuvre  d'a- 
nalyse. Il  décompose  l'idée  des  vitesses  'virtuelles  et  en 
déduit  tout  ce  qu'il  est  possible  de  savoir  sur  le  mouve- 
ment et  ses  diverses  causes.  Toutefois,  c'est  une  grande 
erreur  de  croire  que  jamais  Euclide  ne  fait  usage  d'ana- 
lyse et  jamais  Lagrange  de  synthèse.  C'est  une  impossibi- 
lité logique;  mais  comme  la   synthèse  domine  dans   la 
géométrie  et  l'analyse  dans  l'algèbre,    chacune  de   ces 
sciences  a  été  désignée  par  sa  partie  dominante.  On  a 
donné  le   nom  de  géométrie  analytique    à    l'emploi   de 
l'instrument  algébrique  pour  découvrir  les  propriétés  de 
1  espace.  Cette  dénomination  a  le  défaut  d'être  trop  ab- 


(*)  C'est  l'opinion  très-plausible  de  Dounot,  estimé  de  Descartes ,  l< 
plus  intelligent  des  premiers  traducteurs  en  français  d'Euclide  [iGj  ; 
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solue,  trop  exclusive.  Aussi  un  mathématicien  qui  joignit 
à  un  vaste  savoir  un  grand  fonds  de  charlatanisme  et  qui 
a  souillé  à  dessein  ses  oeuvres  les  plus  considérables 
d'une  obscurité  calculée,  d'une  profondeur  factice, 
Wronski,  substitue  à  cette  dénomination  celle  de  géomé- 
métrie  algorithmique.  Dans  un  Rapport  sur  un  Mémoire 
de  Wronski,  Lagrange  et  Lacroix  ont  loué  et  approuvé 
cette  locution.  Elle  est  en  effet  très-caractéristique  et  fait 
ressortir  la  différence  fondamentale  entre  la  géométrie 
d'Euclide  et  celle  de  Descartes.  Dans  la  première,  les  fi- 
gures sont  tracées,  l'oeil  extérieur  suit  toujours  les  mou- 
vements de  l'oeil  intérieur;  tandis  que  dans  la  seconde, 
les  figures  sont  présentées  par  des  signes  et  ce  n'est 
guère  qu'à  la  fin  du  procédé  logique  que  l'oeil  intervient 
pour  opérer  les  constructions  :  un  procédé  est  graphique 
et  l'autre  est  purement  signalétique,  en  d'autres  termes, 
purement  algorithmique.  L'instrument  se  compose  d'é- 
quations dont  le  maniement  est  souvent  très-pénible, 
surtout  quand  il  s'agit  d'opérer  des  éliminations.  Dans 
ces  derniers  temps ,  les  équations  elles-mêmes  étant  pré- 
sentées par  des  signes,  l'algorilhmie  géométrique  a  été 
considérablement  perfectionnée.  La  combinaison  de  ces 
signes,  qui  se  fait  pour  ainsi  dire  à  vue,  amène  avec  une 
facilité  étonnante  des  théorèmes  d'une  extrême  généralité 
et  qu'il  serait  très-pénible  d'aborder  directement,  même 
en  s' aidant  de  la  géométrie  graphique.  Cette  nouvelle  al- 
gorithmie  est  exposée  avec  une  grande  lucidité,  d'une 
manière  très-élémentaire,  dans  l'ouvrage  suivant  : 

A  Treatise  of  conic  Sections,  containing  on  account 
oj' some  oj  the  rnost  important  modem  algebraic  and 
géométrie  methods,  by  the  rev.  Georg.  Salmon.  Second 
édition,  revised  and  enlarged.  Dublin,  MDCCCL  (*)  : 

Il  existe  une  troisième  édition  que  nous  ne  connaissons  pas 
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Traité  des  Sections  coniques,  où  l'on  rend  compte  de 
quelques-unes  des  plus  importantes  méthodes  modernes, 
algébriques  et  géométriques;  parle  rév.  Georg.  Salmon. 
Dublin,  i85o;  in-8  de  343  pages. 

Nous  allons  donner  un  spécimen  de  ces  méthodes. 

2.  Soit 

x  cos  a+j'sina  —  p  =  o 

léquation  d'une  droite  ;  axes  rectangulaires;  p  est  la  lon- 
gueur de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  celte 
droite;  a  l'angle  que  fait  cette  perpendiculaire  avec  la 
partie  positive  de  l'axe  des  x.  Nous  représentons  cette 
équation  par 

«  =  o  ; 
de  même 

P=jO 

est  l'équation 

x  cos8  -f-  y  sin  8  —  p  =  o 

d'une  autre  droite,  etc. 

.r,  ,  7j  étant  les  coordonnées  d  un  point,  nous  désigne- 
rons par  at  l'expression 

xx  cos  a  4-  Xt  sm  a  —  P  • 

11  est  facile  de  voir  que  celte  expression  est  la  longueur 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  X\j^  sur  la  droite 
a.  =  o;  le  point  a,5  est  l'intersection  des  droites  a,  (3. 

3.  Soit  le  triangle  ABC  : 

a  =  o  équation  du  côté  BC, 


(3  =  o 

AC, 

Y  =  o                — 

AB; 

x  -\-  1$   —  o , 

p  ■+-  m  y  =  o  , 

y  -f-  n  a.  =  o , 

(  3o4  ) 
sont  évidemment  les  équations  de  droites  passant  respec- 
tivement par  les  sommets  C,  A,  B;  lorsque  l'on  a  la  re- 
lation 

(i)  i  H"  l™'1  =  °t 

les  trois  droites  passent  par  le  même  point  ;  car  une  de 
ces  équations  est  alors  la  conséquence  des  deux  autres. 
Une  au  moins  des  trois  quantités  doit  être  négative.  Pre- 
nons un  point  quelconque  x^yx   sur  la  droite 

et -h  ip  =  o, 
on  a 

Au  rapport   jp  on  peut  substituer  le   rapport   entre  les 

P  ' 
sinus  des  angles  que  fait  la  droite  a  -+-  X(3  avec  les  cotés  a 

et  jS  ^  de  même  pour  les  deux  autres  droites.  On  voit  d'a- 
près cela  que  les  trois  bissectrices  ,  les  trois  médianes ,  les 
trois  hauteurs  satisfont  à  l'équation  (1);  donc  dans  cha- 
cun de  ces  svstèmes  les  trois  droites  se  coupent  au  même 
point. 

On  déduit  aussi  facilement  les  propriétés  segmentaires. 

4.  Bissectrices.  L'équation  d'une  bissectrice  intérieure 

est 

a  —  6  =  0 

et  celle  d'une  bissectrice  extérieure 

x  +  p  =  o  ; 

les  quatre  droites  a ,  a  —  (3  ,  |3 ,  a  -f-  (3  forment  un  faisceau 
harmonique . 

5.  Rapport  anharmonique.  Soient 

y.  —  /,  8  =  o, 

a  —   /;  [î  =  o  , 

x  —  /,  ,8  =  o  , 
x  —  /,  p  =  O, 
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les  équations  des  quatre  rayons  d'un  faisceau: 

est  le  rapport  anharmonique  du  faisceau.  Il  suffit  pour 
s'en  convaincre  de  couper  le  faisceau  par  une  droite  pa- 
rallèle à  l'axe  des  x.  Si  ce  rapport  est  égal  à  — i,  il  de- 
vient harmonique. 

6.   Menons  dans  le  triangle  ABC  les  transversales 
CF  coupant  AB  en  F, 
BE        —        AC  en  E, 
AD        —        BC  en   D, 

et  supposons  que  les  trois  transversales   se  rencontrent 
au  même  point  O. 
Soient 

L  le  point  d'intersection  de  FE  et  de  BC, 
M  —  DF     —     AC, 

N  —  DE      —     AB, 

un  aura 

/a — •  mp  =.  o   équation  de    CF, 

—  AD, 

—  BE, 

—  EF, 
DF, 

—  DE; 

ajoutant  les  trois  dernières  équations,  on  obtient 
lx  -+-  ni  (3  +  «7  =  o, 

équation  d'une  droite  qui  passe  par  les  trois  points  L, 
M,  N$  donc  ces  trois  points  sont  eu  ligne  droite. 

Ann.   de  Ma'.himat.,  I.   \VI.  (Août   i8.>.'  '"' 


/«8  — 

n  7  =  o 

«7  — 

l  X  =  o 

mP  +  B'/  — 

la  =  o 

/  y.  —  m  B  -f- 

Tl'i  =  o 

la  4-  mB  — 

n  7  =  o 

(  3«6  ) 
Les  quatre  droites  EN,  EA,  El",  Eli  forment  un  fais- 
ceau harmonique,  car  elles  ont  pour  équations 

tu  4-  m  P  —  n y  =  o,      (3  =  o , 
///  [ï  -f-  «  7  —  /  x  =  o ,      //  7  —  /  a  =  a  j 


7.  Théorème.  Soient  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C 
Soient 

x  —  o,      p  =  o ,      y  =  o 

les  équations  respectives  des  côtés  BC,  AC  ,  AB  ; 
oc'==.o,      ($' =  o ,      7'  =  o 

les  équations  respectives  des  côtés  B'  C,  A'  G',  A'B  . 
Si  Ion  a  les  trois  relations 

a  a  -f-  «'  a'  =  b  (3  -f-  b'  S'  =  c  7  4-  c'7'  =  o, 

les  intersections  AB  ,  A'B';  BC,  B'C;  AC,  A' C  sont  en 
ligne  droite.  On  en  déduit  que  les  droites  AA',  BB',  CC 
passent  par  le  même  point,  et  réciproquement. 

Si  les  trois  perpendiculaires  abaissées  de  A  sur  B'C, 
de  B  sur  A'C,  de  C  sur  A'B'  se  coupent  en  un  même 
point,  les  trois  perpendiculaires  abaissées  de  A'  sur  BC, 
de  B'  sur  AC-,  de  C  sur  BC  se  coupent  aussi  en  un  même 
point. 

Cercle . 

8.  Théorème.   Soient 

a  =  o ,     (3  =  o ,     7  =  0 

les  équations  des  trois  côtés  du  triangle  ABC,  le  cercle 
circonscrit  a  pour  équation 

aP  sin  C  +  (Î7  sin  A  -+-  7a  si  11 1$  x=  o . 
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Démonstration . 

I  py  -+-  m-/y.  -\-  n  xp  =  o 

est  l'équation  d'une  conique  passant  par  les  trois  soin- 
mets  A  ,  I),  C,  et  remplaçant  a,  (5,  y  par  les  équations 
que  ces  lettres  représentent ,  on  trouve  .  pour  que  la  co- 
nique représente  un  cercle, 

/  —  sin  A,      m  =  sinB,      n  =  sinC. 

Observation.  y-x$\.  sinC  +  $\f\  sin  A  -+-  yt  sin  A'  est  le 
double  de  l'aire  du  triangle  ayant  pour  sommets  les  pieds 
des  trois  perpendiculaires  abaissées , du  point  X\  ,  Yt  sur 
les  trois  côtés  du  triangle;  l'équation  exprime  que  cette 
aire  s'annule  lorsque  le  point  x,  ,  r,  est  sur  la  circonfé- 
rence, c'est-à-dire  que  les  trois  pieds  sont  en  ligne  droite. 

9.  L'équation  du  cercle  étant 

7  (P  sin  A  -f-  y.  sin  B)  -f-  ap  sinC  =  o, 
montre  que  la  droite 

p  sin  A  -+■  a.  sin  B  =  o 
touche  le  cercle  au  point  C  ;  de  même 

P  sin  C  +  7  sin  B  —  o 
touche  le  cercle  au  point  A  ; 

y  sin  A  -+-  y.  sin  C  =  o 

louche  le  cercle  au  point  B. 

Ces  équations  montrent  intuitivement  que  les  poinls 
où  les  tangentes  rencontrent  les  côtés  respectivement  op- 
posés du  triangle  ABC  sont  en  ligne  droite. 

10.  Lemwe.  Soit  un  triangle  formé  par  deux  tan- 
gentes à  un  cercle  et  par  la  corde  qui  joint  les  points  de 
contact  \  la  distance  de  chaque  point  du  cercle  à  la  corde 
est  une  moyenne  proportionnelle  géométrique  entre  le 

?.o. 
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rectangle  des  distances   du    même  point    aux  deux   tan- 
gentes. 

11.  Théorème.  Le  cercle  inscrit  au  triangle  âcBC  a 
pour  équation 

J.  !  li  L  i 

u'  cos  -A  +  B1  cos  -  B  ■+■  7  '  cos  -  €  =  o. 

2  2  2 

Démonstration.  Soient  A',  IV,  C  les  sommets  des 
points  de  contact  situés  respectivement  sur  les  côtés  BC, 
AC ,  AB  ,  et 

«'  =  ° ,     P  '  =  o ,     /  =  o 

les   équations  des   côtés  B'C,  A'C,  A'B';  l'équation  du 
cercle  inscrit  à  ABC,  mais  circonscrit  à  A' B'C,  est 

a!  p'  sin  C'  +  p'v'  sin  A'  4-  y'  a'  sin  B'  =  o. 

Or,  d'après  le  lemme, 

a"=py,       p"  =  7a,       /2  =  «p 
et 

C'  =  90°— -C,      A'  =  go°  —  -A     et     B' =  90"  —  -  B  ; 

donc  l'équation  du  cercle  inscrit  est 

1         I  ii  -!-         1 

a2  cos- A  4-  S5  cos  -B  H-  7'  eos-C  =  o. 
22  2 

Observation .  L'équation  d'une  conique  inscrite  dans 
le  triangle  ABC  est  en  général 

P  t.-  -f-  iiP  p:  -f-  n-  y2  —  o.mn  fiy  —  2  /ily.y  —  1  nilcr.b  =  o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

[lu)1*  [mlf  +  >7)T  =  o; 
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pour  le  cercle  inscrit,  on  a 

i  i  i 

/  =  C0SJ-A,      /// =  COSa  —  li  ,       //  =  cos ■'-(]. 
2  2  2 

-Niiui  reviendrons  souvent  sur  cel  ouvrage  hors  ligne 
qui  est  devenu  classique  en  Angleterre  et  qui  mérite  cette 
distinction  partout.  Un  éditeur  intelligent  rendrait  ser- 
vice au  pays  par  l'importation  d'un  produit  qui  nous 
manque  complètement ,  et,  hâtons-nous  de  le  dire,  un 
produit  qui  n'est  pas  contraire  aux  Programmes. 


SIR  UN  TIIE01OE  DE  M  TCBEBICIIEF: 


Pau    M.    ALLEGRET, 
Professeur. 


Le  théorème  énoncé  par  M.  de  Tehebichef  (*)  sous  le 
n"  343,  t.  XV,  p.  353,  est  démontré,  aiusi  que  plusieurs 
autres  beaucoup  plus  généraux,  au  tome  XI  des  Nouvelles 
Annales,  p.  4,22  et  42^  ,  dans  un  intéressant  article  de 
M.  Lebesgue. 

On  pourra  démontrer,  en  suivant  la  même  marche,  ce 
théorème  négatif  : 

Si  un  nombre  premier  p  est  de  la  forme 

•2 

p  ==  2    .  «  h-  i , 

n  désignant  un  nombre  impair,  ce  nombre  //  u  est  ni  une 
racine  primitive  dep  ni  congru  à  la  puissance  n"'""'  d  une 
racine  primitive  quelconque  de  p.  (On  suppose  l'expo- 
sant entier  1  ^>  o.) 

Je  ferai  observer  que  la  question  résolue  par  Leonardo 

Prou  meez  I  chcbii 
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Pisano    (voir  Bulletin,   p.    ^n  ,    1 8 5 6 )    a  été  traitée  par 
Diophante,  livrai,  pi  op.  XX^  II   et  XXVIII.    Le  pro- 
blème   peut  êlre  facilement  généralisé  et   étendu   à  un 
nombre  quelconque  d'inconnues. 


SIH  LE  POLYGONE  REtiULIElt  DE  DIX-SEPT  COTES 


Par   M.   Jules  HOUEL, 

Docteur  es  Sciences. 


Dans  le  tome  II  des  Nouvelles  Annales,  p.  3o,o ,  il  est 
fait  mention  dune  construction  donnée  par  M.  de  Slaudt 
dans  le  Journal  de  Crelie  ,  pour  le  polygone  régulier  de 
dix-sept  côtés.  Voici  la  traduction  du  texte  très-défec- 
tueux comme  j'ai  cru  pouvoir  le  rétablir. 

Menez  deux  diamètres  rectangulaires  Ab,  CD:  et  par 
les  points  D,  A  ,  C  les  tangentes  DS,  AS,  Ce;  portez  sur 
Ce,  dans  le  même  sens  à  partir  de  C.  les  longueurs 
Ce  =  2  AB  ,  ÇA  =  8  AB,  et  tirez  Se  ,  SA  qui  coupent ,  la 
première  le  diamètre  CD  en  d,  la  seconde  la  circonfé- 
rence en  E  ,  E,.  Par  les  points  e ,  px  où  les  cordes  CE ,  CE, 
prolongées  rencontrent  la  tangente  menée  par  D.  tirez 
les  droites  eF,  e/F2,  e,  F,  ,  <7F3  qui  coupent  la  circonfé- 
rence en  F,  l\  ,  Fs  ,  F3.  Soient  f.J\  ,/9,  /3  les  points  où 
les  droites  DF,  DF, ,  DF2,  DF3  coupent  la  tangente  me- 
née par  C,  et  g,  g,  ,  g2 ,  ga  les  intersections  du  diamètre 
CD  avec  les  cordes  S/',  S/l5  SJ, ,  Sy3.  Les  droites  /^,  , 
f  g?  ■>  f  §si  fs  S  couperont  la  circonférence  en  huit  points 
tous  situés  sur  le  demi-cercle  ADB.  Enfin,  joignons  ces 
huit  points  au  point  C,  et  par  les  points  /?, ,  li.2 .  //3 ,  etc.. 
où  ces  cordes  rencontrent  le  diamètre  AB,  élevons  sur  AB 
les  perpendiculaires  A,  A,,-,.  AaAls,  A3  Au,  etc.  La   li- 
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gure  AAt  À»,...,  A1V  AJS  A16  sera  un  heptadécagone  régu- 
lier. 

Quant  à  la  démonstration  ,  je  n'ai  pas  entrepris  de  la 
trouver. 

Noie  du  Rédacteur.  La  très-bonne  figure  jointe  à  cet 
écrit  ayant  besoin  d'être  réduite,  nous  la  supprimons.  La 
description  est  si  claire,  que  chaque  géomètre  peut  tracer 
ou  faire  tracer  la  figure.  Toutefois,  si  l'on  réclame,  nous 
la  donnerons  plus  tard. 


QUESTIONS 

(voir  p.  184). 


391 .  Construire  le  pentagone  ABCDE,  connaissant  les 
côtés  EA,  AB,  BC,  les  diagonales  AD,  BD,  l'angle  I)  et 
le  rapport  des  côtés  DC ,  DE.  (Puochet.  ) 

392.  Si  l'équation 

(,)  />)  =  o 

est  de  degré  pair  et  si  ses  racines  peuvent  se  partager  en 
couples  donnant  la  même  somme  is ,  l'équation 

(2)  /'0)=0 

admettra  la  racine  s  et  ses  autres  racines  se  partageront 
en  couples  donuant  la  même  somme  is. 

Si  l'équation  (i)  est  de  degré  impair,  ayant  une  ra- 
cine égale  .à  s  et  toutes  ses  autres  racines  pouvant  se 
partager  en  couples  dont  la  somme  égale  25,  les  racines 
de  1  équation  (2)  se  partageront  aussi  par  couples  don- 
nant la  même  somme  is. 

Dans  le  premier  cas,  les  équations 

/'(.r)  =  o,     /"'  (.*)  =  <>,     n-r^n,..., 
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et  dans  le  second  les  équations 

f(x)  =  o,     f"(.r!=o,     /,vi.r  }  =  o,.  .  .  , 

auront  en  commun  la  racine  s.  (Protjhet.) 

393.  Théorème.  Etant  donnée  une  parabole  ABCDE 
du  troisième  ordre,  représentée  par 

y  =  a  -+-  bx  -J-  icz2  -+-  c/.r;; 

on  fait  passer,  par  les  extrémités  A,  C  ,  E  de  trois  or- 
données équidistanles  y(l ,  yt9 yi9  la  pat  aboie  du  second 
ordre  dont  l'équation  aurait  la  forme 

y  =  A  H-  Ba?  -H-  C*2. 

Ces  deux  courbes  déterminent  deux  segments  curvilignes 
ÀBCA  ,  CDEC  équivalents  entre  eux. 

Corollaire  /.L'aire  comprise  entre  la  première  courbe, 
Taxe  des  abscisses  et  les  ordonnées  extrêmes  y0,  j"8,  est 
donnée  par  la  formule 

A  =-o  (/„  +  /,  -+-4.T.)   [*)• 

Corollaire  11.  La  formule  de  quadrature  de  Simpson, 
appliquée  à  la  parabole  du  troisième  ordre,  est  toujours 
exacte,  même  quand  le  nombre;  des  valeurs  de  l'ordonnée 
se  réduit  à  trois.  (E.  Catalan.) 

394.  Dans  une  conique,  le  rapport  anharmoriique  du 
faisceau  de  quatre  diamètres  est  égal  au  rapport  anhar- 
monique  de  quatre  diamètres  respectivement  conjugués. 

(Salmow.  ) 

395.  La  polaire  réciproque  d  un  cercle,  relativement  à 


[*}  S  cm  l'intervalle  de  deux  ordonnées  consécutives. 


(  3i3  ) 
un  cercle  de  centre  O.  est  une  conique  ayant  pour  loyer  O 
et  pour  directrice  la  polaire  de  O  relativement  au  cercle 

donné,  et  -  pour  rapport  local  5  d  égale  la  distance  des 

centres  et  r  le  ravon  du  cercle  donné. 


PROBLEME  COMBINATOffiE  SUR  DES  PLANS  PASSANT 
PAR  BN  SYSTÈME  DE  POINTS; 

Par  M.   Jules  BOUR.DIN  , 
Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Briot)'. 


Etant  donnés  dans  l'espace  m  points  dont  quatre  ne  sont 
pas  dans  le  même  plan  .  trouver  le  nombre  des  points 
nouveaux  qui  résultent  de  l'intersection  des  plans  qu'on 
peut  mener  par  les  points  donnés. 

Le  nombre  des  plans  différents  qui  peuvent  passer  par 
les  m  points  pris  trois  à  trois,  est  donné  par  la  for- 
mule 

m  (ni  —  1  )  ( ///  —  2  ) 

1.2.3 

Les  intersections  de  ces  plans  trois  à  11  ois.  s  ils  étaient 
quelconques,  seraient  données,  en  représentant  par  M  le 
nombre  des  plans,  par  la  formule  analogue 

M  (M—  i){M  —  2 


1.2.3 

Mais  ces  plans  ont  été  menés  par  les  m  points  donnes: 
la  formule  (1)  énumère  outre  les  points  cherchés  :  i°  les 
points  donnés,  20  des  droites  passant  par  les  points  don- 
nés, 3°  des  points  multiples. 

De  là  trois  corrections  à  faire  subir  à  la  formule  (1),  si 


(  3i4  ) 
l'on  ne  veut  obtenir  que  les  points  nouveaux  et  ne  comp- 
ter chacun  qu'une  seule  fois. 

Première  correction . 

Par  un  des    points  donnés  il  passe   autant   de   plans 

qu'on  peut  mener  de  droites  par  les  [m —  i)  points  res- 

,         ,     , .       (m  —  i  j  ( m  —  2  )  ,  ,  .  , 

tanls,  e  est-a-dire — -■  Je  désigne  ce  nomme 

par  N5  si  je  prends  maintenant  toutes  les  combinaisons 
de  ces  N  points  trois  à  trois  ,  j'aurai  le  nombre  des  inter- 
sections  qui    se    confondent    avec    le    point    donné.    Ce 

,  N(N  —  i)(N  —  2)     . 

nombre  est  — ■ -^ >  la  première  correction  sera 

1.2.3  l 

donc 

■N(N  —  i)(N  —  2) 

—  m  — > -^ 

1    2.0 

Deuxième  correction . 

Il  est  à  remarquer  que  dans  le  cas  général  pour  qu  il 
passe  plus  de  deux  plans  par  une  même  droite,  il  faut 
que  cette  droite  joigne  deux  des  points  donnés,  a  et  b  par 
exemple;  la  droite  ab  est  alors  l'intersection  commune  de 
(m  —  2)  plans  dont  les  combinaisons  trois  à  irois 

(m  —  1  )  ( m  —  1  )  ( ///  —  3  ) 

12.3 

sont  comprises  dans  la  formule,  mais  qui  par  la  première 
correction  ont  été  retranchées  comme  se  confondant  avec 
le  point  donné  a\  ces  mêmes  combinaisons  ont  également 
été  retranchées  comme  se  confondant  avec  le  point  b  ,  il 
faudra  donc  comme  deuxième  correction  ajouter  le  nombre 

m  —  a  )  { m  —  3  )  (  m  —  4  1 
1.2.3 

autant  de  fois  qu'on  peut  mener  de  droites  par  les  m  points 


(  3i5  ) 


donnes,  c  est-a-un (; lois.  La  deuxième correc 


tion  est  donc 


m  (m  —  i  )        ( m  —  2  )  ( //;  —  3  )  ( m  —  4 


1.2  1.23 

ou,  en  multipliant  et  divisant  par  10, 

ni  (  ni  —  1  )  (  ni  —  2  )  (  m  —  3  )  (  m  —  4  ) 
1 .2.3.4-5 

Troisième  correction . 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  les  droites  qui  joignent 
les  points  donnés  deux  à  deux  étaient  les  seules  qui  fus- 
sent formées  par  l'intersection  de  plus  de  deux  plans. 
Les  points  multiples,  c'est-à-dire  ceux  qui  donnent  les 
intersections  de  plus  de  trois  plans,  se  trouveront  donc 
par  l'intersection  de  ces  droites  avec  les  plans  menés  par 
les  [m  —  2)  points  étrangers  à  la  droite,  pris  trois  à  trois, 
et  dont  le  nombre  sera 

(  m  —  2,  (  ///  —  3  )  (  ni  —  4  ) 

r~r~3 

r\  •         •       •  '1  1  7        '"  {'"  ~~  ') 

On  voit  ainsi  nu  il  y  aura  sur  chacune  des  — ! 

1  J  1.2 

droites  qui  joignent  les  points  deux  à  deux, 

///  —  2)  (/«  —  3)  [m  —  4) 

1.2.3 

points  cherchés  et  qui  chacun  auront  été  comptés  pur  la 

formule  (1)  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  combinaisons  deux  à 

deux  des  {in —  2)  [dans  qui  forment  une  droite,  c'est-à-dire 

m  —  i)[m  —  3)   -  .      .  ...  . 

lois.   La    troisième    et    deinieie  correc- 


(      .'MO 


lion  sera  aune 


m  !  m  —  i 
!     i 


X 


2  )  ( m  —  3 )  (m  —  4  ) 

1.2.3 


i)i  —  2)  (  m  —  3 


ou.  en  multipliant  et  divisant  par  10, 

m  {m  —  \){m  —  2 )  (  m  —  3  )  ( m  —  4  ' 
1 .2.3.4-^ 

f-(ffl  — 2)(m  — 3)         1 


X 


Le  nombre  des  points  cherchés  sera  doue  compris  dans 
Ja  formule 

M  (M  —  1)  (  M  —  2)  N •{  N  —  i)  (N  —  2) 


1  .2 . 6 
m  (//>  —  1  )  (  "'  —  2  ) 


1.2.3 

8)(m— 4) 


1 .2.3.4-5 

n— »)(— 3)_an 


en  posant 


M  = 


et 


N  = 


(  m  —  1  )  i  //1  —  2  ) 
1.2.3 

(  /«  —  1  )  (  IM  —  2 


JVo/e,  Ce  problème  a  déjà  été  traité  dans  le  Joui  nul 
de  M.  Liouvilli'.  t.  V,  p.  264,  niais  on  n'a  pas  eu  égard 
à  la  première  el  à  la  troisième  correction. 


(3.7  ) 

■VOTE  SIR  LES  FORMULES  D'INTERPOLATION 
DE  LAGRANGE  ET  DE  NEWTON. 


Si  F  (x)  représente  une  fonction  algébrique  entière 
dont  le  degré  ne  soit  pas  supérieur  au  nombre  entier  m, 
et  qui  prenne  les  [m  -+-  i)  valeurs  u0,  u^  ?/«>,...,  u„,_t , 
"m-i  i  "m  lorsqu'on  y  remplace  la  variable  x  par  les  m-hi 
valeurs  différentes  x0 ,  a^  ,  .r,,,..,  jc„,_.2  ,  X,„_,,  xm  ,  on 
sait  que 

(ar— •  *:,)(#  —  *,)..-.  (*  —  .rm_,)(.r  —  xm) 
t  [x)  =  T 


+ 


(x0  —  .r,  )  (x0  —  x,) .  .  .  (j-0  —  xm_,  )  (.ra  —  jcm) 

(x  —  x0)  (x  —  x,).  .  .(.r  —  x^)  (g,  —  .r„) 
(ar,  — ar„)(.r,  —  .r,)..  .(.t-,  —  jrm_,)(j:r  —  xm) 

(x  —  xa)(x  —  xt).  .  .(x  —  Xm_i)  {.r  —  .rm 


«,  -t- 


[arm_,  —  a;,)  (arm_,  —  x, ) . . .  (.rm_,  —  xm_2)  (xm^  —  xm)     m    ' 
.        (x  —  xt)  {x  —  .r,).  .  .(g  —  .rCT_,)(.r  —  .rm_,  ) 

C'est  la  formule  d'interpolation  de  La  grange. 

jNous  allons  établir,  au  moyen  de  cette  formule,  un 
principe  qui  nous  sera  utile;  en  voici  l'énoncé  : 

Soity(.r)  ic  produit  des  (m  -f-  i)  facteurs  consécutifs 
.ï,(a'+i),  (a:-f-  a) ,,...,  (x  -h  m  —  i)  ,  (x  -h  m)  ;  on 
aura,  pour  toute  valeur  de  x, 

i .  2 . 3 .  .  .  (  m  —  i  )  m  = m  •  — i — -  + 


X  -+-    l  1.2  x 


^    \  1.2.3  .r+3 


m{m-i)...{m-p  +  i)f{x)  __     _  f{x)  '/(.») 

i  .».  .  .  p  x  -hp  r  -f-  m  —  i        x  -f-  m 


(  3i8  ) 
Par  exemple,  on  a  ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x, 

i.2.3  =  (.r+i)(.r  +  2)(^  +  3)-3j;(.r+2)(.r+3) 
-h  3.r  (x-h  i)  (.r-h  3)  —  x{x  +  i)(*  ~h  2), 

comme  on  peut  le  reconnaître  par  un  calcul  très-simple. 
Pour  établir  d'une  manière  générale  l'égalité  (1) ,  pro- 
posons-nous de  déterminer  une  fonction  algébrique  en- 
tière cp  (x)  qui  scùt,  au  plus,  du  degré  m  et  qui  prenne 
les  valeurs  h^u,  ,  w2,...,  um_x ,  a,„,  lorsqu'on  y  remplacera 
la  variable  x  par  o,  — 1,  —  2,...,  — (m  —  1),  — m.  La  for- 
mule d'interpolation  de  Lagrange  donne  immédiatement 

.  {x  ■+■  i)  (x  ■+-  2).  .  .(x  -4-  m  —  1)  (x  -+-  ni) 

1  .  2 .  .      (m  —  1  )   m 

x[x  -+-  7,)...(x  ■+•  m  —  1)  [x  -h  m) 


1 . 1 . .  .  [  m  —  7.){m  —  1  ) 

,x(x  -\-i)...(x-+-p —  i)(x-t-p  +  i)...(x-\-m  —  i)(x-hm)      

p  [p  —  it) ...  1 . 1 ...  [m  —  p  —  1) ( m  —  p )  l 

x  (f  -f- 1) .  . . {x  -+■  m  —  2  )  (.r  -4-  m  ) 

"*""     [m  —  1)  (m  —  2)  [m  —  3) .  .  .  1  .  1 

x  [x  ■+■  1  ) .  .  .  ( x  +  m  —  2  )  ( x  H-  m  —  1  )  ■ 
m  .{m  —  1) .  .  .  2  .  1 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  ,  quelles  que  soient  les  valeurs 
supposées  à  î/0,  «, ,  u2i...,  um_i ,  //„, ,  la  fonction  précé- 
dente prend  ces  valeurs  lorsque  l'on  remplace  x  par  o, 
—  1,  — 2, '...,  (m  —  1),  — ni.  Or,  si  l'on  suppose  que 
chacun  des  nombres  m0,  j/j  ,  «2,...,  «,„_,  ,  um  est  égal  au 
produit  1 .2.3...  [m  —  1)  m,  l'égalité  (2)  deviendra 

/(x)  /(.r)        m(m  —  i)f{x)        m  (m—  1)  (m  —  2)  /(x) 

: in 1 5 -  —  . 

.r  x  -+-  1  1.2        x  +  2  1.23  x-+-  5 

m(m  —  i)...(m--p  +  i)  f{x)  ^  f{x)       _j_  /(x) 

_ I   .  .   1    m  • *      * 

1.2... y;  x  -h  p  x  +  m  —  1        x  -4-  m 


(  3*9  ) 
et  il  est  facile  île  reconnaître  que  le  premier  membre  <p  (xj 
est  la  quantité  constante  l.a.3...  (m  —  i)  m.  Car,  s  il  eu 
était  autrement,  l'équation 

?  (  .v  )  —  i .  a .  3 .  (  m  —  i  )  m  =  o , 

qui  ne  peut  être  d'un  degré  supérieur  à  m,  admettrait  les 
(ni  -+-  i)  racines  o,  —  i,  —  i ,...,  (ni  —  i),  —  m ,  puis- 
qu'on remplaçant  x  par  chacune  de  ces  dernières  valeurs, 
cp  (.r)  devientégal  au  produit  1.2. 3...  (ni  —  1)  m.  On  voit 
donc  que  l'égalité  (1)  a  lieu  pour  toute  valeur  de  ,r:  c'est 
ce  qu'il  fallait  démontrer.  G. 

La  fin  nu  prochain  numéro. 


SIR  LAIRE  Dl)  TRIANGLE  SPHÉRIQIE; 

Par  M.  LEBESGUE. 


Soient  a,  b,  c  les  côtés,    À,   B,  C  les  angles  et  S  la 
surface  d'un  triangle  sphérique.  L'équation 

S  =  A  +  B  -f-C—  7z 

donne  d'abord 

S         .    /A-t-B  +  C 
cos  —  =  sin 


2  \  2 


'A+B 
=  sin  l I  cos  — h  cos 


/A+B\     .    c 

l~ir-)sm2-; 


A  -+-  B 
simplifiant  par  les  valeurs  de  sin  et  cos  de  ,  for- 
mule de  Delambre ,  il  vient  d'abord 

,  .  S  lia         b         .    a    .    b 

1  )        cos  -  = cos  -  cos  — h  sin  -  sin  -  cos  C     5 

2  c  \       2        2  22 

cos- 
2 


(   320    ) 

puis,  en  éliminant  cosC, 

S       cos<7  -4-  cos  6  -4-  cosc  -4-  i 

cos  -  =  -. 

2  .abc 

4 cos-  cos-  cos  — 

2  2  2 

abc 
cos-  — (-  cos2  — [-  cos2 I 

2  2  2 


4  sin 


abc 

2  COS  -  COS  -  COS  - 
2  2  2 

Or  on  a 

i  —  (  cos2  a  -+-  cos2  b  -+-  cos2  c  )  ■+-  2  cos  a  cos  b  cos  c 
et 

—  i  -4-  cos2«  -4-  cos2è  +  cos'e  -H  2cos«  cos  b  cosc 

égaux  respectivement  à 

b  -4-  c\    .     I —  a  -t-  6  -4-  c\     .     (a  —  b-\-c\    .     fa  -h  b  —  f 


sm     sin    sin 


2  /  \  2  /  \  2 


/a  +  i  +  f  \         / — a-{-b-+-c\         fa  —  b-t-c\         (ol-\-  b 
4  cos  c  I cos  I )  cos 


Il  résulte  de  là  que 


.3) 


S 
i  —  cos  - 

S  2 

tant»-  -y  — . 

b  4  s 

i  -4-  cos  - 


a-\-b-\-C\  [ — a-\-b-\-c\  (a — b-±-c\  ia-\-b 


=  tang  y— j-  jtang  ^ ? jtang  ^— j )  lang 

c'est  la  formule  Je  Lhuilier. 

Si  l'on  représente  par  a,  (3  ,  y  les  arcs  de  grand  cercle 

qui  unissent  les  milieux  des  côtés  a,  b,  c,  on  déduit  de 

l'équation  (i)  ,  à  cause  de 

a  b  .     a    .     b 

cos?  =  cos  -  cos  — \-  sin  -  si n  -  cosC, 

'  2  2  2  2 


(  321 

les  suivantes  : 


S   c 
cos  -  COS  -  i 
2     2 


4) 


s  b_ 

i 


S    a 
cos  -  cos  - 


Si  nous  représentons  par  A',  B',  C  les   milieux  des 
côtés  a,  b,  c,  on  sait  que  le  volume  \  '  du  parallélipi- 
pède,  dont  les  deux  arêtes  continues  sont  OA',  OB',  OC 
(O  étant  le  centre  de  la  sphère),  est   donné  par  l'équa- 
tion 

V'!  =  i  —  (cos5  a  +  cos'Ê  4-  cos2'/)  +  2  cos  a  coslî  cosy 

S  /         «  b  c 

=  1  —  cos'  -    cos1  — h  cos'  — f-  cos2  - 

2   \  2  2  2 

abc  S 

-f-  2  cos  -  cos  -  cos  —  cos1  — 

2  2  2  2 


a  b  c  a         b         c         S 

cos5  — h  cos'  — \~  cos2 2  cos  -  cos  —  cos  -  cos  - 

2  2  2  2222 


.Mais  l'équation  (2)  donne 

a  b 

cos2  — h  cos  - 

2  2 

de  sorte  qu'on  a 

S  S  S 

(5)  V"  —  1  —  cos2-  =sins-     ou     V'=sin — 

22  2 

Ce  théorème  est  de  M.  Cornélius  Keogh,  qui  a  fait  d'in- 
génieuses recherches  sur  la  trigonométrie. 

Cette  expression  du  volume  ^  '  montre  bien  que  le 
nom  de  sinus  de  l'angle  solide  OA'lVC  donné  à  V  est 
mal  choisi.  Il  a  été  employé  par  M.  Staudt,  avec  lequel 
M.  Keogh  s'est  rencontré  dans  des  recherches  relatives 
aux  polygones. 

Ann.   de  Mathémat.,  t.  XVI.  (Septembre  1857."»  21 


3  £2  ) 


CONSTRUCTION  DE  LA  TANGENTE, 

Du  point  de  contact  d'une  droite  avec  son  enveloppe  pour  cei tains  lieux 

géométriques. 

Applications  a  la  détermination  du  centre  de  courbure  des  toniques  ; 

Par  M.   MANNHEIM. 


1 .  Soient  Oj  et  o2  (*)  deux  circonférences  se  coupant  aux 
points  c,/.  Par  le  point  c,  menons  une  droite  arbitraire 
qui  coupe  la  circonférence  o,  au  point  a  et  la  circonfé- 
rence o2  au  point  b\  sur  ah ,  construisons  un  triangle 
abd  semblable  à  un  triangle  donné  :  le  lieu  décrit  par  le 
point  d  lorsque  la  droite  ab  tourne  autour  du  point  c,  est 
une  circonférence  o3  passant  par  le  point  f  (**). 

2.  Au  point  a  menons  la  tangente  Tj  à  la  circonfé- 
rence Oi  et  au  point  b  la  tangente  T2  à  la  circonférence  os. 
T,  et  T8  se  coupent  au  point  i\  la  circonférence  aib  passe 
par  le  point  y.  En  menant  au  point  d  la  tangente  T3  à  la 
circonférence  o3 ,  on  obtiendra  de  même  deux  autres  cir  - 
conférences  se  coupant  eny. 


3.   Dans  le  cas  particulier  où  le  point  d  est  en  dx  sur 

d~b 


ab ,  de  telle  façon  que  -r-~  =  constante  ,  le  lieu  des  points 


(*)  On  est  prié  de  faire  la  figure.  Il  est  commode  de  placer  le  point  d 
do  façon  que  le  point/  soit  à  l'intérieur  du  triangle  abd. 

(**)  Je  ne  démontre  pas  ce  théorème,  que  l'on  énonce  plus  complète- 
ment de  la  manière  suivante  : 

Sur  les  droites  telles  que  ah  on  construit  des  figures  semblables  à  une 
figure  donnée,  les  points  homologues  décrivent  des  circonférences  passant  par  le 
point/,  les  cotés  homologues  tournent  autour  de  points  fixes. 


(  3^3  ) 
d,    est  la  circonférence   o*  passant    en    c    et  en   f(*). 

Observation.  Nous  conserverons  toujours  d  pour  le 
cas  général  et  dt  pour  le  cas  particulier. 

4.  ï4  étant  la  tangente  en  dt  à  la  circonférence  o4,  le 
point/est  commun  aux  circonférences  circonscrites  aux 
quatre  triangles  déterminés  par  les  droites  Ti  ,  Ts,  T4 
et  ab. 

Cette  remarque  permet  de  résoudre  la  question  sui- 
vante : 

5.  Pour  un  mouvement  infiniment  petit  d'une  droite 
ab,  le  point  a  parcourt  un  élément  d'une  droite  T,  ,  le 
point  h  un  élément  d'une  droite  T2 ,  le  point  d, ,  qui 
partage  ab  dans  un  rapport  constant ,  un  élément  d'une 
droite  T;  ;  on  demande  autour  de  quel  point  la  droite  ab 
a  tourné. 

On  détermine  le  point  f  en  circonscrivant  des  circon- 
féiences  aux  quatre  triangles  formés  par  les  droites  Tt , 
Ti,  T;  et  ab;  on  décrit  une  circonférence  passant  par  le 
point  fel  tangente  en  <7,  à  la  droite  T4  :  cette  circonfé- 
rence coupe  la  droite  ab  au  point  cherché. 

6.  Revenons  au  cas  général  (1  ).  Au  point  a  traçons  une 
courbe  quelconque  L  tangente  à  la  circonférence  Oi  ,  au 
point  b  une  courbe  quelconque  M  tangente  à  o2 ,  au  point 
c  une  courbe  quelconque  H  tangente  à  ab.  Lorsque  la 
droite  ab  se  meut  en  restant  tangente  à  la  courbe  H,  ses 
extrémités  parcourant  les  courbes  L,  M,  le  sommet  d  du 
triangle  abd  construit  sur  ab  et  semblable  à  un  triangle 


(*)  Si  l'on  transforme  cette  proposition  par  la  méthode  des  rayons  vec- 
teurs réciproques  en  prenant  le  point  c  pour  pôle  de  transformation,  on 
retrouve  une  proposition  connue.  Cette  dernière  proposition  est  un  cas 
particulier  de  celle  qui  résulte  de  la  transformation  de  V,  le  point  c  étant 
toujours  pris  pour  pôle  île  transformation. 
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donné,  décrit  une  courbe;  N  dont  on  obtient  la  tangente 
au  point  d  de  la  manière  suivante  :  Par  le  point  de  con- 
tact c  de  ab  et  de  H,  on  décrit  une  circonférence  o, 
tangente  à  L  au  point  a,  et  une  circonférence  o2  tangente 
à  M  au  pointa;  o,  coupe  ad  en  e,  o2  coupe  bd  en  s. 
Les  quatre  points  d,  e  ,f,  g  sont  sur  une  même  circon- 
férence o3.  On  mène  au  point  d  la  tangente  T3  à  cette 
circonférence  et  Ton  a  la  tangente  cherchée. 

7.  Réciproquement,  connaissant  T3 ,  on  peut  détermi- 
ner c  en  s'appuyant  sur   ce  qu'on  a  dit  plus  haut  (2). 

8.  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  considère  le  point 
c/,  (3),  les  points  e,  g  se  confondent  en  c,  et  l'on  a  la  cir- 
conférence o4  passant  par  les  points  cjd  pour  déterminer 
la  tangente  T\  au  lieu  décrit  par  le  point  dA  (*). 

9.  Les  circonférences  o}  ,  o5  et  ou  passent  par  les  mêmes 
deux  points  c  ,  f. 

Dans  ces  circonférences,  les  extrémités  a',  dt\  b'  des 
diamètres  qui  passent  par  les  points  a  ,  <7, ,  b  sont  sur  une 
droite  ca'  perpendiculaire  à  la  droite  acb  ;  on  a  d'après  (3) 

a'  d\         ads 
d\~b'  =  7ÎJ/ 

Les  diamètres  aa',  bb'  sont  connus,  puisque  ce  sont 
les  normales  aux  courbes  L,  M.  On  déterminera  le  point 
d\ ,  et,  par  suite ,  et  dA  qui  est  normale  à  la  courbe  décrite 

par  ,/,(**). 

10.  Réciproquement,  connaissant  T4 ,  on  peut  déter- 

(*}  Pour  déterminer  T\  ,  on  peut  remplacer  les  courbes  L,  M  par  leurs 
tnnjentes  T, ,  T,  ;  le  lieu  décrit  par  le  point  rf,  est  alors  une  hyperbole 
dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  droites  T,  ,  T,  ;  on  détermine  ces 
asymptotes,  et,  par  suite,  T,. 

(**)  Pour  un  mouvement  infiniment  petit  de  ab,  les  normales  aux 
courbes  décrites  par  tous  les  points  tels  que  dt  enveloppent  une  parabole 
tangente  aux  droites  ca ,  ca' . 
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miner  c  comme  on  l'a  dit  (5)  eu  remplaçant  les  courbes 
données  parleurs  tangentes. 

On  peut  aussi  tracer  les  normales  aa\  dt  <l\ ,  bb\  puis 
chercher  une  droite  perpendiculaire  à  ab  qui  soit  coupée 
par  ces  normales  aux  points  a\  d\ ,  &',  de  façon  que 

a'  (t.        ad. 


dt,  b'       d,  b 

Cette  droite,  qu'il  est  facile  de  déterminer,  coupe  ab 
au  point  cherché. 

Remarque.  Soit  j  le  point  de  rencontre  de  au'  et  de 
bb',  menons  jd!y  et  abaissons  du  point  j  une  perpendicu- 
laire sur  ab.,  cette  perpendiculaire,  les  droites  ■//»,  jb  et 
/</',  forment  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique 

ad, 

est  7Tb 

1 1 .  Ou  déduit  de  la  proposition  suivante  plusieurs  con- 
structions pour  obtenir  le  point  c. 

Problème.  Trois  droites  Tj ,  T2 ,  T4  étant  données, 
on  mène  une  droite  ab  qui  coupe  T[  au  point  a,  Ts  au 
point  b  et  T\  au  point  d,  ;  on  « 

— 7  =  constante, 
a,  6 

O/i  demande  V enveloppe   de   ab  e£  le  point   c  où  elle 
touche  son  enveloppe  (Géom.  sup.,  p.  552). 

Solution.  Soient  t  et  t'  les  points  où  T4  coupe  T,  et 
\\.  Ou  a 

ad,  _      ta  sin  (T, ,  T«) 
d,  b  ~  t'  bs\n  (T,,  T,  )' 
d  où 

ta 

— 7  =  constante. 
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L'enveloppe  de  ab  est  donc  une  parabole  tangente  aux 
trois  droites  données. 

Pour  déterminer  c .  on  a 

ac  ib         ed,        ut 

cdt        bt'        dl  b       ti 

D'où  les  constructions  suivantes  : 

i°.  Du  point  dt  on  mène  une  parallèle  à  Tt ,  cette 
droite  coupe  tb  en  un  certain  point;  de  ce  point  on  mène 
une  parallèle  à  Tj  qui  coupe  ab  au  point  cherché.  On  a 
une  construction  analogue  en  menant  at' .  etc. 

2°.  Par  le  point  t  on  mène  une  parallèle  à  ab ,  par  le 
point  a  une  parallèle  à  T2 ,  ces  deux  droites  se  coupent 
en  un  certain  point,  la  droite  qui  le  joint  au  point  t' 
coupe  ab  au  point  c.  De  même  en  menant  par  le  point  t' 
une  parallèle  h  ab  ,  etc. 

3°.  Par  le  point  b  on  mène  une  parallèle  à  T. ,  cette 
droite  coupe  idt  en  un  certain  point  5  de  ce  point  on  mène 
une  parallèle  à  T)  qui  coupe  ab  au  point  c.  De  même 
pour  le  point  a,  etc. 

4°.  Par  le  point  b  on  mène  une  parallèle  à  Tj ,  celte 
droite  coupe  at  en  un  certain  point  ;  de  ce  point  on  mène 
une  parallèle  à  T4  qui  coupe  fléau  point  c.  De  même  pour 
le  point  a ,  etc. 

Ces  constructions,  à  l'exception  de  la  dernière,  don- 
nent T4  en  opérant  inversement. 

12.  Lorsque  la  courbe  L  se  confond  avec  H,  le  point 
a'  est  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  H  et  la  circon- 
férence ot  est  décrite  sur  le  rayon  de  courbure  comme 
diamètre. 

Cette  remarque  permet  de  déterminer  la  tangente  au 
lieu  décrit  par  le  sommet  de  triangles  semblables  con- 
struits sur  la  portion  de  tangente  comprise  entre  son 
point  de  contact  et  un  point  où  elle  coupe  une  courbe 
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quelconque,  et,  par  suite,  à  la  courbe  déeHtc  par  un 
point  qui  partage  cette  portion  de  tangente  dans  un  rap- 
port constant.  Réciproquement,  connaissant  celte  tan- 
gente, on  peut  déterminer  le  centre  de  courbure  de  la 
courbe  H. 

Applications  à  la  recherche  fies  centres  de  courbure 

des  coniques  (*). 
13.    Soient  A  et   B  le  grand  axe  et  le  petit  axe  d'une 
ellipse,  o  le  centre  de  l'ellipse,  m  un  point  quelconque 
lie  cette  courbe,  T  et  N  la  tangente  et  la  normale  passant 
en  ce  point. 

T  coupe  A  au  point   t    et  I>  au   point  /', 
N  coupe  A  au  point  i>  et  V,  au   point  //'. 

Un  sait  que ;  est  constant. 

1       n>  n 

Pour  un  mouvement  infiniment  petit  de  N  .  //  par- 
court A,  n'  parcourt  lî  et  m  parcourt  Tj  on  demande  le 
point  autour  duquel  la  droite  j\  a  tourné,  c'est-à-dire  le 
(  entre  de  courbure  (5). 

Il  faut  pour  cela  chercher  le  point  /en  circonscrivant 
des  circonférences  aux  triangles  déterminés  par  les  droites 
A.  13,  T,  X,  puis  décrire  par  ce  point  une  circonférence 
tangente  à  T  au  point  ni  ;  cette  circonférence  coupe  IN  au 
point  cherché. 

Il  n  est  pas  même  nécessaire  de  décrite  aucune  circonfé- 
rence. En  effet  le  pointj  est  le  point  de  rencontre  de  tu!  et 
de  t.' n  comme  il  est  facile  de  le  voir  en  remarquant  que 
les  angles  (T,  N)  et  (A,  B)  sont  droits.  On  joint  le  point  j 
au  point  m,  ou  élève  Je  perpendiculaire  »_//»,  le  point 

'  Théorie  géométrique  des  rayons  ci  centres  <h'  coui  bure  ,  in-8  de  8.'|  p  ; 
iSj^.  M.  Ernest  Lamarle  détermine  les  centres  de  courbure  par  un  mou- 
vement de  rotation  analogue  bu  mouvement  de  translation  de  Roberval 
i" mi i  les  tangentes.  Quel  moyen  ej  nématique  employer  pour  les  auscula- 
i  i  mis  d'ordre  siipéi  Tu. 
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de  rencontre  c  de  cette  ligne  et  de  IV  est  le  centre  de  cour- 
bure cherché. 

44.  Le  point  f  est  le  foyer  de  la  parabole  tangente 
aux  droites  A  ,  B,  T,  N;  l'angle  (T,  N)  étant  droit,  le 
point  m  est  un  point  de  la  directrice  de  cette  parabole  ,  et, 
par  suite  ,  c  est  le  point  où  cette  courbe  touche  N. 

On  peut  déduire  de  là  que  : 

La  parabole  tangente  aux  axes  d'une  ellipse,  à  la 
tangente  et  à  la  normale  passant  par  un  point  donné 
touche  cette  normale  au  centre  de  courbure  de  l  el- 
lipse. 

15.  La  ciiconférence  cfm  coupe  tn'  enf\ 

cf  n!  =  cmfr=i  otn' , 

donc  cj  '  est  parallèle  à  A,  et,  par  suite,  mf  k  B,  ce 
qui  donne  une  nouvelle  construction  du  centre  de  cour- 
bure. On  peut  aussi  considérer  le  point  de  rencontre  f" 
de  la  circonférence  cfm  et  de  £'/*,  la  droite  mf"  est  pa- 
rallèle à  À  et  c/"àB(*). 

16.  Par  le  point  n  on  mène  B'  parallèle  à  B;  par  le 
point  n',  A'  parallèle  à  A.  Il  faut,  pour  obtenir  c  (10) 
mener  une  droite  parallèle  à  T  et  qui  soit  partagée  par 

N,  A',  B'  dans  le  rapport  — -.< 

L  *         mn 

La  construction  se  réduit  à  mener  par  le  point  / ,  in- 
tersection de  B'  et  de  tn\  une  parallèle  à  T.  Cette  droite 
coupe  N  au  centre  de  courbure. 

(*)  J'étais  arrivé  depuis  longtemps  à  ce  résultat  en  construisant  dirccte- 

c1  x3 

ment  l'abscisse  du  centre  de  courbure  |  — • 

a" 

Soiî  7  le  point  où  mf,  parallèle  à  A,  coupe  B,  on  a 

if"  _  1m     011        i    _  x  t 
on  ot  c'  x        rt5 

d  ut,  eli 
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17.  Ce  que  l'on  vient  de  dire  (14,  15,  16)  peut  se 
conclure  du  n°  i  I  ;  on  peut  en  outre  déterminer  c  à  l'aide 
des  autres  constructions  indiquées  dans  ce  numéro. 

18.  A  partir  du  point  m  sur  Nje  porte  ms  =  ms'  = 
le  demi-diamètre  conjugué  de  om. 

On  sait  que  os  est  égal  à  la  demi-somme  des  axes  et 
que  os'  est  égal  à  leur  demi-différence.  Pour  un  mouve- 
ment infiniment  petit  de  N  ,  les  points  s  ,  s'  décrivent  des 
arcs  de  cercle  et  le  point  m,  milieu  de  ss',  un  élément 
de  T;  les  normales  à  ces  trois  courbes  sont  os ,  os'  et  N. 
En  appliquant  la  remarque  du  n°  10,  on  conclut  que  oc, 
os,  os'  et  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  IS 
forment  un  faisceau  harmonique.  On  a  donc 


P  = 


en  appelant  p  le  rayon  de  courbure  me,  h  la  distance  du 
point  o  à  T  et  d  le  demi-diamètre  conjugué  de  om.  Cette 
expression  de  p  est  connue,  nous  la  retrouverons  plus 
loin  comme  cas  particulier. 

19.  Une  droite  ab,  corde  d'une  certaine  courbe  N, 
détache  de  cette  courbe  un  segment  d'aire  constante;  on 
demande ,  pour  une  position  de  ab,  le  centre  de  cour- 
bure de  la  courbe  enveloppée  par  cette  corde. 

Au  milieu  de  ab  on  élève  une  perpendiculaire,  on 
prend  le  milieu  de  la  portion  de  cette  droite  comprise 
entre  les  points  où  elle  est  coupée  par  les  normales  me- 
nées à  la  courbe  N  aux  points  a,b\  ce  point  milieu  esl 
le  centre  de  courbure  cherché  (12). 

Comme  cas  particulier,  on  a  l'hyperbole  lorsque  la 
courbe  N  se  réduit  à  deux  droites. 

Voici  un  autre  cas  particulier 
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Soient  une  ellipse  dont  le  centre  est  o  [*)  ,  ni  un  point 
fie  la  courbe  et  T  la  tangente  en  ce  point.  A  partir  du 
point  m  sur  T,  on  porle  deux  longueurs  égales  ma,  mb. 
On  peut  considérer  ab  comme  la  corde  d'une  ellipse  sem- 
blable à  o;  la  corde  détachant  un  segment  d'aire  con- 
stante, le  point  m  décrit  l'ellipse  donnée;  on  peut  donc 
appliquer  la  construction  précédente.  Pour  obtenir  les 
normales  aux  points  a  et  b ,  on  opérera  de  la  manière 
suivante. 

Au  point  a  on  mène  la  tangente  aa'  à  l'ellipse  donnée, 
a'  est  le  point  de  contact,  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  a  sur  ma'  est  la  normale  cherchée 5  de  même  pour 
le  point  b.  Les  deux  normales  coupent  la  normale  au 
point  m  ,  etc. 

De  celte  construction,  on  déduira  facilement  ce  qui  suit: 

Au  point  a  on  mène  une  parallèle  à  mb',  au  point  b  une 
parallèle  à  ma' ,  ces  deux  droites  se  coupent  en  un  certain 
point;  H  désigne  la  dislance  de  ce  point  à  T.  D  étant  la 
longueur  ma  ,  on  a 

D! 

P  =  ïï' 

Dans  le  cas  particulier  où  D  est  égal  au  demi-paramètre 
conjugué  de  o/;/,  la  construction  précédente  se  simplifie 
et  l'expression  du  rayon  de  courbure  devient  celle  qui 
a  été  donnée  (18). 

!20.  On  peut  chercher  le  centre  de  courbure  de  la  pa- 
rabole en  s'appuyant  sur  celte  propriété  que  la  tangente 
au  sommet  partage  en  deux  parties  égales  la  portion  de 
tangente  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe. 

21.  Soil  bfc  un  triangle  rectangle  mobile  et  variable 
dont  le  sommet  de  l'angle  droit  est  fixe  en  /'et  dont  Pny- 


(*)  On  est  prié  «l»1  faire  une  figure  particulière. 
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polénuse  bc  est  tangente  à  une  circonférence  donnée  o. 
Le  point  c  est  le  point  de  contact  mobile;  on  demande  la 
normale  au  lieu  décrit  par  le  point  b. 

Le  milieu  a  de  bc  décrit  une  droite,  axe  radical  de  J 
et  de  o. 

A  l'aide  de  cette  remarque,  on  trouvera  facilement  la 
construction  suivante  : 

Par  le  point  a  on  mène  une  parallèle  à  j'o  \  celte  droite, 
perpendiculaire  à  l'axe  radical,  coupe  le  rayon  oc  au 
point  a'.  On  prolonge  on'  d'une  longueur  égale  à  elle- 
même  jusqu'en  b  ',  bb'  est  la  normale  cherchée. 

b'  a  prolongée  coupe  oj  au  point  e  et  l'on  a 

b'  a  =  a  e. 
Cette  remarque  nous  sera  utile. 

22.  Considérons  une  conique  ayant  pour  cercle  oscil- 
lateur la  circonférence  o  de  la  question  précédente  et 
pour  foyer  le  point/. 

Le  point  b  parcourt  la  directrice,  on  connait  donc  bb' . 
bb'  coupe  la  normale  co  au  point  b' ',  joignons  ce  point 
au  point  a,  milieu  de  bc ,  prolongeons  b' a  d'une  lon- 
gueur égale  à  elle-même  jusqu'en  e. 

Les  droites  ej  et  b'  c  se  coupent  au  centre  de  courbure. 

On  peut  facilement  transformer  cette  construction  de 
la  manière  suivante  :  Du  point  c  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire sur  la  directrice  ,  au  b  on  élève  une  perpendi- 
culaire à  bc  ,  ces  deux  droites  se  coupent  eu  un  point  <L. 
df  coupe  la  normale  co  au  centre  de  courbure. 

Cette  construction  est  applicable  aux  trois  coniques. 

En  considérant  la  seconde  directrice ,  on  obtient  une 
nouvelle  droite  passant  par  le  centre  de  courbure.  On  est 
ainsi  conduit  à  la  construction  suivante  : 

On  élève  une  perpendiculaire  à  la  tangente  au  point  où 
elle  coupe  l'axe   parallèle  aux  directrices;    crue  droite 
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coupe  la  parallèle  cg  à  l'autre  axé  au  point  g.  La  droite 
qui  joint  g  au  centre  de  la  conique  coupe  la  normale  au 
centre  de  courbure  cherché. 

23.  Pour  terminer,  énonçons  quelques  questions  (pue 
l'on  traitera  facilement  : 

i°.  On  donne  trois  courbes  À  ,  B ,  C  et,  un  point  jixe  o 
par  lequel  on  mène  une  transversale  arbitraire  qui  coupe 
les  courbes  aux  points  a  ,  b ,  c  ;  on  prend  sur  cette  trans- 

ctl 
versale  un  point  d  tel,  que  -^  =  constante.  On  demande 
'       ab 

la  tangente  au  lieu  décrit  par  le  point  d  (*). 

Comme  cas  particulier ,  on  a  la  conchoïde  du  cercle , 
la  cissoïde  de  Dioelès,  etc. 

Si  la  courbe  C  se  réduit  au  point  o  et  si  les  lignes  A  et  B 

sont  droites,  le  rapport  —  étant  i,  le  lieu  des  points  d 

au  L 

est  une  hyperbole;  on  a  alors  la  construction  suivante 
qui  nous  a  été  donnée  par  M.  Moutard. 

Soit^le  point  de  rencontre  de  A  et  B;  on  prolonge^ 
dune  longueur  ('gale  à  elle-même  jusqu'en  g,  dg  est  la 
tangente  cherchée.  On  applique  cette  construction  dans 
le  cas  où  les  lignes  A  et  B  sont  quelconques  en  les  rem- 
plaçant par  leurs  tangentes. 

2°.  Étant  données  deux  droites  A,  B  et  une  courbe  C, 
d'un  point  de  la  courbe  on  mène  des  parallèles  aux 
droites  fixes,  on  joint  les  points  a,  b  où  ces  parallèles 
coupent  A ,  B  ;  on  demande  le  point  où  ab  touche  son 
enveloppe, 

3".  On  partage  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe 
donnée  dans  un  rapport  constant  ,•  ces  différents  points 
déterminent  une  courbe  dont  on  demande  de  construire 
la  normale. 

(*)  Les  points  a  doivonl  être  consécutifs  sur  la  courbe  A;  de  même  les 
points  h  ,  c.  1m. 
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SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  50 1 

(TOir  page  58); 

Par  i.e  P.    H.   ROCHETTE,   S.   J. 


On  donne  un  angle  trièdre  de  sommet  S  el  deux  points 
fixes  A  et  B  situés  sur  une  droite  passant  par  le  sommet  S. 
Par  le  plan  B  on  mène  un  plan  quelconque  déterminant 
un  tétraèdre  T  de  volume  V.  Soit  P  le  produit  des  vo- 
lumes des  quatre  tétraèdres  que  l'on  obtient  en  joignant 
le  point  A  aux  quatre  sommets  du  tétraèdre  T.  On   a  la 

relation 

P 

—  =  constante. 

V3 

(Faure.) 

Soient  ;r, ,  j,,  s,  ,  0%,  )  2 ,  s»,...,- jr6,^ye,  z6  les  coor- 
données des  points  S,  A ,  B,  L,  M  ,  JN  ;  nous  désignons 
par  L,  M,  N  les  points  où  le  plan  mené  par  le  point  B 
rencontre  les  arêtes  du  trièdre.  Les  coordonnées  des  trois 
premiers,  points  ainsi  que  les  angles  a  ,  |3 ,  y  des  arêtes 
avec  les  axes  sont  des  quantités  déterminées  ,  et  /  ,  a,  v, 
qui  représentent  les  longueurs  SL ,  SM  ,  SN,  des  quantités 
variables. 

Les  équations  des  arêtes  seront 

'    •»)  —  xx iv—  y\  __  Si  —  Si  . 

a.  p.  71 

•*"s  —  X\        Xi  —  J'i        2s  —  zi 


3Tà  —  X,  Xi  —  J> 


«3  Pi  75 

Désignons  par  Vj ,  Y,,  \3,  Y,  les  volumes  des  pvi  a- 
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mideù  SALM,  SALIN  ,  SAMN  ,  ALJVIN;  nous  aurons 


6V,= 


I  X,  J,  z, 

i  j-,  y,  z2 

i  xt  y,  i, 

i  x't  jn  3» 


Remplaçons  dans  ce  déterminant  Xu ,  y4,  -z4 ,  :r5,  ^5 , 
s5  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i)  et  retran- 
chons des  éléments  des  trois  dernières  lignes  ceux  de  la 
première,  il  viendra 


6  V, 


i  xt  y  y  z, 

O  X 2  ■  ■  '"■  «S^j         _/2  ~" "™"  J   i  ^2    "™—       I 

O  ).a,  Xp,  )-7, 

O  y.a7  p.^2  p7: 

-  x,  y7  —  r,      z,  —  z, 

s,  B,  7,  =  ).y.  A  ; 

2  ^  7> 

on  trouvera  de  même 

xt  y-,  — y,  z,  —  z, 
6  V.,  =              a,                  3,  7,  ==AvB 

S3  [i3  73 

—  -ïi  y*  — j\  *3  —  z, 

6  V3  =  a,  p2  7,  =  ^.v  C, 

P*  73 

A  ,  B,  C  représentant,  comme  on  voit,  des  quantités  con- 
nues. 

On  a  enfin 

i      jt-2     y2     Zj 

i      .r,     y  s      z, 
i      j\     rs     z,, 


6V<  = 
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Si  nous  remplaçons  Xi,,  j  * ,  Zi .  Xs ,  V5,  "sî  J'e  ^  ~e  ^  ^6 
par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i) ,  les  éléments  des 
trois  dernières  lignes  du  déterminant  résulteront  de  la 
somme  de  deux  quantités,  ce  qui  nous  permettra  de  le 
décomposer.  ]Nous  trouvons  ainsi 

6  V,  =  —  lu  A  -+-  ).vB  —  p  C  -H  lu-j  D , 
en  posant 

'.      P.     V 

,      P»      7* 

•■*      h      'h 

Celte  transformation  devient  plus  facile,  si  Ton  a  soin 
de  retrancher  les  éléments  ligne  par  ligne  quand  l'occa- 
sion s'en  présente.  D'un  autre  côté,  les  quatre  points 
B,  L  ,  M  ,  N  étant  dans  un  même  plan  ,  on  a 


(*) 


et,  à  cause  des  trois  points  S,  A,  B  en  ligne  droite  , 

(5)  — —  =■ =  =  p. 

**  —  •*■       fi—  r,        za  —  z, 

Le  déterminant  (2),  à  cause  des  équations  (1),  nous  donne 


1      r, 

J3 

Z3 

1      xt 

r* 

z< 

1       rj 

¥h 

zt 

0.-3    

•r, 

J3 

—  v, 

z3  —  2 

«1 

P- 

7« 

«2 

P> 

7  ^ 

#8   — 

.r, 

J: 

—  r> 

z3  —  2 

«2 

P. 

7> 

i             «J 

s. 

7a 

+ 


—  J".     Z)  —  z, 


p. 


Al*vD  =  0   (*). 


7i 
7a 


(*)  Il  suffit  pour  obtenir  cette  relation  de  remplacera,,.?',,  7,  par  j3. 
xt,  "%  dans  le  développement  du  déterminant  qui  représente  6  \ 
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On  peut  conclure  de  là  ,  à  cause  des  équations  (3) , 

—  p  ( —  ).f/.  A.  -t-  \v  B  —  \fiv  C  )  =  XfxvD, 

et,  par  conséquent, 

6V(   —ïy,   f  I—  -)   D. 


Mais  on  a,  comme  on  sait , 

6V=XpD, 

d'où,  en  combinant  les  relations  obtenues, 

(  i  —  -)  A.B.C.D 

P    =  \        ?) 

V  6  D3 

quantité  constante,  puisqu'elle  est  indépendante  des  va- 
riables /  ,  u. ,  v. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  370 

(voir  page  127)  ; 

Par  le  P.  H.   ROCHETTE,    S.   J. 


Soit  un  déterminant  complet  dans  lequel  les  éléments 
conjugués  sont  des  nombres  imaginaires  conjugués  et  les 
éléments  principaux  des  nombres  réels.  Le  déterminant 
est  réel. 

Un  déterminant  du  second  ordre  ainsi  composé  est  évi- 
demment réel  \  nous  allons  montrer  que  le  théorème 
('•tant  vrai  pour  un  déterminant  de  l'ordre  m —  i  l'est 
aussi  pour  celui  de  l'ordre  n.  Soit  A  un  déterminant  de 
Tordre  n  satisfaisant  aux  conditions  indiquées  \  dévelop- 
pons-le suivant  les  éléments  de  la  dernière  colonne  et 


(33;  ) 
suivant  ceux  de  la  dernière  ligne  ,  nous  aurons 
2  A  =  fl|)Baljn  —  <7.,„  K,n  -j-  .  .  . sfc an,n a„>B 
H-  «n.i  ««.i  —  ««.2  an,i  4-. .    :fc«„,n  an>R, 

en  représentant,  pour  abréger,  par  <xr>s  ce  que  devient  le 
déterminant  A  lorsqu'on  y  efface  les  éléments  de  la  rième 
ligne  et  ceux  de  la  s'emc  colonne.  On  remarquera  que  d'a- 
près la  composition  du  déterminant  A  ,  as ,.  s'obtient  en 
changeant  dans  arjî,  i=  V —  i  en  —  i. 
Par  conséquent,  pour 

.      «r>i=P  -hQi, 
on  aura 

a,,r  =  P  — Qi. 

De  même  à  une  valeur  de 

ar,s  =  p  -4-  <?' 
correspond  une  valeur  de 

a*,r  =  p—  qi- 
On  aura  donc  en  général 

«r,,  a,,,  -h  o,jra,.r=  2/;P  -+-  27Q. 

Enfin  a„ytl  a„;„  est  aussi  réel ,  puisque  par  hypothèse  Té- 
lénient  a,hn  est  réel  ainsi  que  le  déterminant  du  (n  —  i)'&K 
ordre  an  „,  Donc,  etc. 


SOLUTION  DE  LA  QIESTIOX  384 

(Toir  t.  XVI,  p.  182)  ; 

Par  H.   J-Ch.    DUPAIN, 

Ancien  élève  de  l'Ecole  Normale. 


La  droite  qui  joint  les  extrémités  des  deux  aiguilles 
d'une  montre  change  à  chaque  instant  de  longueur  ci  de 
'  M,iih':n',i!.{.\\\  (Septembre!  22 
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direction.  Trouver  l'équation  de  la  ligne  décrite  par  le 
milieu  M  de  celle  droite. 

Soient  2«,  'i.h  les  longueurs  des  aiguilles,  et  a  <^ b.  Je 
prends  pour  origine  le  centre  du  cadran  el  pour  axe  des 
y  la  ligne  de  midi.  La  pointe  delà  petite  aiguille  a  poui 
coordonnées 

ia  sin  ht,      2  a  cos  ht 
en  posant 


2 1 600* 
La  pointe  de  la  grande  aiguille  a  pour  coordonnées 

■2  b  sin  kt,      ibcost.t 
en  posant 

h  =  — —  • 
1  t>oos 

Les  coordonnées  du  point  M  sont  moyennes  arithmé- 
tiques entre  celles  des  pointes  des  aiguilles 

:  =  a  sin  ht  -f-  b  sin  kt. 


(») 

\  y  =  a  cos  ht  -f-  b  cos  kt. 

Si  Ion  voulait  les  coordonnées  polaires  du  point  M 

aurait 

(  r2  =  à1  -f-  b1  +  2  «/'  cos  (  //  —  ///   , 

(1)  a  cos  /</  -4-  b  cos  /  f 

tan  g  0  = :— - i—r-r  ' 

[  a  sin  ht  -h  6  sin  kt 

L'inspection  des  équations  (1)  montre  que  le  point  M 
peut  être  censé  décrire  la  circonférence  d'un  cercle  dont 
le  centre  est  mobile  sur  une  autre  circonférence  ;  l'une 
d'elles  indifféremment  aurait  pour  rayon  a  et  l'autre  b  : 
les  deux  mouvements  sont  uniformes  et  dans  le  sens  de 
la  marelie  des  aiguilles. 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  épicycloïde  que  1  on  peu' 


(  339  ) 
concevoir  décrite  par  le  mouvement  d'un  cercle  de  rayon 

( )  b  ou  —  b  roulant  sur  un  cercle  fixe  de  rayon 

h  1  b  „  î-i  -AT-'» 

-6  ou —  et  entraînant  avec  lui   Je  point  31  situe  a  une 

k  12  r 

distance  a  de  son  centre. 

Il  est  très-facile  de  trouver  la  v  esse  absolue  du  point 
M.  En  effet 

d.r2  +  dr' 
"2  =  — ^— ' 
i>7  =  a2  h* -\-  b7  A-2  +  iabkhcos(kt  —  fit). 

La  vitesse  est  maximum  lorsque  les  deux  aiguilles  font 
un  angle  nul ,  et  elle  est  minimum  lorsque  cet  angle  est 
de  180  degrés.  (11  en  est  de  même  du  rayon  vecteur.)  La 
vitesse  ne  pourrait  devenir  nulle  que  si  ah  =  bk ,  cas 
particulier  que  nous  avons  exclu  en  posant 

a  <;  b. 

L'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  OM  a  pour  diffé- 
rentielle 

—  (xdr  —  rdx) 
=  L[—ét*h  —  b'k  —ab(k-\-  h)cos(kt  —  ht)]dt; 

elle  est  d  ailleurs  égale  à  -  r~  dB:  on  aura  donc,  pour  la 

•^  itesse  angulaire, 

dB  _  —  rt2  h  —  b  k  —  nb  [A  ■+-  h)  cos  I  kt  —  ht) 
dt  a2  -f-  b7  H-  ?,ab  cos  [kt  —  ht) 

Examinons  si  elle  peut  être  nulle.  Il  faut  pour  cela 
(jue 

/,        ix  a*h  +  b'A 

cos  (At—  fit)  = rr r , 

ab{k-±  h) 


(  34o  ) 
condition  impossible  si  le  second  membre  est  numérique- 

ment  supérieur  a    i,  c  est-a-clire   si  t>tOu  n>7-, 

dans  ce  cas,  la  vitesse  angulaire  conserve,  toujours  son 
signe  et  l'épicycloïde  est  allongée.  Elle  serait  raccourcie 

si  \'i  égalait  Ti  et  enfin  elle  serait  ordinaire  si  12  <"t" 
D  b  b 

L'angle  du  rayon  vecteur  et  de  la  tangeute  a  pour  tan- 
gente trigonométrique 

rdQ  r'dQ 

clr  rdr 

Le  numérateur  de  celte  fraction  est  déjà  calculé  et  son 
dénominateur  est  la  moitié  de  la  dérivée  de  rs,  c'est-à- 
dire 

ab  {/,-  —  /()sin  (kt  —  ht). 

Pour  terminer,  je  vais  rapporter  la  trajectoire  à  des 
axes  mobiles  autour  du  centre  du  cadran  avec  une  vi- 
tesse angulaire  égale  et  opposée  à  celle  de  la  petite  ai- 
guille. L'angle  x!  ox  sera  — ht,  et,  en  appliquant  les 
formules  ordinaires  de  transformation , 

x'  =  b  sin  [kt  —  ht  , 

y'  =  a  -+-  b  eos  (  fit  —  ht), 
d'où 

a/î-j-  (/  —  a),=  bi. 

Dans  le  mouvement  relatif  aux  axes  mobiles,  la  trajec- 
toire est  un  cercle  ayant  pour  rayon  la  moitié  de  la  grande 
aiguille  et  pour  ordonnée  du  centre  la  moitié  de  la  petite 
aiguille.  Le  mouvement  est  d'ailleurs  uniforme.  La  pointe 
de  la  petite  aiguille  est  un  (entre  de  similitude  des  cercles 
décrits  par  le  point  M  et  par  la  pointe  de  la  grande  ai- 
guille, résultats  faciles  à  prévoir. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION 

énoucéo  t.  XVI .  p.  109. 

Par   un    Klkve  du   lycée  de  Carcassonne. 


Etant  donnés  un  cercle  et  deux  perpendiculaires  à  I  e\- 
[  rémité  d'un  diamètre  AB  ,  mener  une  tangente  CD  telle, 
que  le  volume  engendré  par  le  trapèze  ainsi  formé  tour- 
nant autour  du  diamètre  Al>  soit  égal  à  une  sphère  de 
rayon  donné  a. 

Je  prends  pour  inconnues  les  segments  interceptés  sur 
les  deux  perpendiculaires  par  la  tangente  CD.  Je  joins  le 
centre  O  aux  points  C,  D  et  au  point  de  contact  T.  Le 
triangle  COD  est  rectangle  et  donne 

OT=CT.TD; 
or 

AC  =  CT ,      BD  =  Dï , 
donc 

Ki=xy, 

le  trapèze  ABDC  engendre  un  tronc  de  cône  dont  le  vo- 
lume est 

i  .       4 

;ff(2R)  (•*?'  +  r2  +  ■'■')'  )  =  3  nfl3- 

La  seconde  équation  se  simplifie  par  la  suppression 
des  facteurs  communs  et  L'élimination  de  xy.  On  peut 
alors  isoler  x~ -h y-  ;  puis  par  i  addition  et  la  soustraction 
de  2X)",  on  obtient 

(*+/)'       el  r  —    Y  y, 


(  3*42  ) 

ifin 


'       /la'  i       lia" 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que 

2fl5.    „ 

-5-Ï3R.; 
te  minimum  de  a  est  donc  R  \    -■ 


THEOREME  SUR  QUATRE  CARRES; 

Par  M.  FAURE, 

Capitaine  d'artillerie. 


Théorème .  Il  est  impossible  de  trouver  quatre  carrés 
tels,  que  la  somme  de  trois  quelconques  d'entre  eux  dimi- 
nuée du  quatrième  fasse  un  carré.  (Euler.  ) 

Lemme.  Il  est  impossible  de  satisfaire  en  nombres  en- 
tiers à  l'équation 

ix'  +  2  y2  -+■  "xxy  —  z". 
Si  l'on  pose 

z  =  x  -hr  -h  C, 

on  a 

x"  —  itx  -\-  y1  —  f  —  2  ty  =  o , 
d'où 

x  =  t±.  s/ïr-Tr  -0:; 


(  343  ) 
il  faudra  donc  poser 

31'  — (y  —  t)*  =  k*. 

Or  l'on  ne  peut  satisfaire  à  cette  équation,  puisque  la 
somme  de  deux  carrés  ne  peut  être  divisible  par  3  et  que 
d'ailleurs  h :  et  y  —  t  ne  peuvent  être  à  le  fois  divisibles 
par  3. 

Revenant  au  théorème  d'Euler,  je  suppose  que  l'on 
puisse  avoir  à  la  fois  les  quatre  équations 


(«) 

On  en  déduit 

2) 


xJ  -+-  y-  —  3-  +  f  =  b  , 

x2  —  y'1  +  z2  +  t'  —  c% 

— -r'  -f  j2  H-  s'  -t-  *2  =  f/:. 

4x3  =       a1  -+-  è5  •+-  c-—  rf2, 
4^'  =      «2  +  b1  —  c»  +  </% 

4  z  ;=    «•  —  z<-  +  c'  +  f/2, 

4  f3  ~  —  «»  +  6»  j-  c'  -+-  </7. 


D'où  il  résulte  que  des  quatre  nombres  a,  b  ,  c,  d  deux 
sont  nécessairement  pairs  s'ils  ne  sont  pas  tous  impairs 
On  pourra  donc  poser 

a+i  +  c  +  rf=2A, 

a  -\-  b  —  r  —  rf  =  2  B  , 

«  —  6  -+-  c  —  (/=2B, 

—  o+é+c  —  rf  =  2  B , 


d'où 


2«  =  A  +  B  +  C-D, 
2  6  =  À  +  B  —  C  +  D, 
2c=A  —  B  +  C  +  D, 
2,/=.A  — B  —  C  —  D 
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Le  système  (  2  )  devient  ainsi 

i6^  =  (A  +  B)2  +  (C-D)2+  (A-B)  (C  -+-  D), 
i6j2  =  (A  -f-  B)2  -+-  (C  —  D)2  —  (A  —  B)  (C  +  D) , 
i6z2  =(A  —  B)2-r-(C  +  D)24-  (A  +  B)(C— D), 
i6?2  =(A~B)2  +(C  +  D)2— (A+B)(C  — D). 

L'nne  des  équations  (1),  la  première  par  exemple,  de- 
vient 

2(A-*-B)2-h(C—  D)2-f-  2(A+  B)(C  —  D)—  160% 

équation  impossible  d'après  le  lemme. 


TRAVAIL  DANS  LA  POULIE  MOBILE; 

Par  M.   BUCH, 

Professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Strasbourg. 


Soient  O  la  poulie  mobile ,  F  le  point  d'attache  du  eoi  - 


(  345  ) 
don  ;  je  suppose  que  ce  cordon  passe  dans  un  anneau  E. 
C'est  suivant  ce  cordon  qu'agit  la  puissance  P.  La  force 
Q  appliquée  en  O,  et  que  je  supposerai  verticale,  est  la 
résistance  à  vaincre,  a  désignaut  l'angle  des  cordons 
avec  la  verticale,  l'équation  d'équilibre  est 
Q  =  2  P  cosz. 

Imprimons  au  système  un  déplacement  virtuel.  En 
vertu  de  ce  déplacement  le  centre  O  sera  venu  en  O',  et 
il  sera  sorti  une  certaine  longueur  de  cordon.  Désignons 
00  ou  le  chemin  élémentaire  parcouru  par  le  centre  de 
la  poulie  par  s  et  par  w  l'angle  que  fait  00'  avec  la  verti- 
cale. 

L'expression  du  travail  élémentaire  résistant  sera 

Q^cosw. 

Cela  posé  ,  tâchons  d'évaluer  la  longueur  du  cordon 
qui  est  sortie. 

AB  est  l'arc  embrassé  par  le  cordon  dans  la  première 
position. 

A'B'  est  l'arc  embrassé  après  le  déplacement  virtuel. 
Inscrivons  la  corde  GK  égale  et  parallèle  à  AB,  et  des 
points  F  et  E  décrivons  des  arcs  de  cercle  qui  rencon- 
trent FA  et  EB  aux  points  C  et  D.  (  Ces  points  C  et  D ,  en 
négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  ne 
sont  autre  chose  que  les  projections  des  points  A  et  A'.) 

Il  est  évident  maintenant  que  si  1  on  représente  par  / 
la  longueur  du  cordon  sorti  de  l'anneau ,  on  aura 

/  =  AC  -f-  GA'  +  BD  H-  B'  K. 

Joignons  le  point  T,  milieu  de  GK,  avec  R,  milieu 
de  AB;  joignons  aussi  AG ,  BK  ,  GO',  AO:  on  aura 

AG  =  BK  =  TR  =  00', 

et  AO  est  égal  et  parallèle  à  GO'. 
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La  tangente  au  point  G  est  donc  parallèle  à  FA.  Mais 
cette  tangente  est  dirigée  suivant  lare  élémentaire  GA' 
(jui ,  par  conséquent ,  se  projette  en  vraie  grandeur  sui- 
vant MC.  De  même  l'arc  élémentaire  KB'  se  projettera 
en  vraie  grandeur  suivant  ND. 

Nous  aurons  dès  lors 

/  =  AM-hBN. 

11  est  évideut  que  nous  ne  négligeons  que  des  infini- 
ment petits  du  deuxième  ordre. 
Mais 

AM  =  s 

est  la  projection  de  AG  sur  FA  5  donc 

AM  —  s cos (a  -f-  w). 
De  même 

BN  =  s  cos  (a  —  w)  ; 
donc 

AM  -f-  BN  =  l  =  2  s  cosa  cosw. 

Le  travail  de  la  puissance  est  par  conséquent 

P  /  =  'l  P  s .  cos  a  cos  w  , 

et  comme  le  travail  de  Q  est 

Qs  cosw, 
on  peut  écrire 

TP  =  TQ 

en  vertu  de  la  relation 

Q  =  2 P  cos  a. 

c.    Q.    F.    D. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  388  (FAIRE) 

(voir  p.  183); 

Par  M.   E.    DE  JONQUIÈRES. 


I.  Cette  question  se  rattache  directement  à  la  belle  théo- 
rie des  courbes  polaires,  que  le  lecteur  trouvera  exposée 
dans  l'ouvrage  de  M.  G.  Salmon  intitulé  :  A  Treatise  on 
the  higher  plane  curves,  p.  57  et  suivantes.  Mais  pour 
montrer  ici  comment  la  solution  se  déduit  de  cette  théo- 
rie, il  est  nécessaire  d'en  rappeler  en  peu  de  mots  les 
propositions  principales. 

On  sait,  depuis  Cotes  (*) ,  que  si  une  transversale  tourne 
autour  d'un  point  fixe  dans  le  plan  d'une  courbe  géomé- 
trique, le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points 
de  rencontre  de  la  courbe  par  la  transversale,  pris  rela- 
tivement au  point  fixe,  décrit  une  ligne  droite. 

Ce  centre  harmonique  est  donné ,  pour  chaque  position 
de  la  transversale,  par  l'équation 


:■)  2(HH 


dans  laquelle  0  exprime  sa  distance  au  pôle  fixe  O  5  px  la 
dislance  du  pôle  à  l'un  des  points  de  rencontre  de  la 
transversale  et  de  la  courbe,  et  où  le  signe  S  indique 
qu'il  faut  faire  la  somme  d'autant  de  termes  semblables 
qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  la  courbe  donnée. 

La  droite  que  décrit  le  centre  harmonique  a  reçu  le 
nom  de  droite  polaire  du  pâle  O  par  rapport  à  la 
courbe. 

'    Voir  1.  IX,  p.  10  ■!(■ 


(  3, 
II.  Par  auaio^ie,  ^i  ,  au  lieu  do  l'équation  (ij,  on  prend 
ia  suivante 


^  \P       P'/  \P        P'/ 


le  point  variable  dont  p  exprime  la  distance  au  pôle  ûxe 
(),  décrit  évidemment  une  conique  qui  a  reçu  le  nom  de 
conique  polaire  du  point  O  par  rapport  à  la  courbe. 

Plus  généralement,  on  appelle  courbe  polaire  de 
V ordre  À  d'un  point  fixe  par  rapport  h  une  courbe  géomé- 
trique, celle  dont  le  rayon  vecteur  p,  compté  à  partir  de 
ce  point  pris  pour  origine,  est  donné  par  l'équation  du 

^  \p     pi/  \p    p»/    \p    p*/ 

dans  laquelle  chaque  terme  se  compose  du  produit  de  k 

facteurs  tels  que )  • 

\P       P./ 

III.  Un  point  fixe  a  donc  m  —  i  courbes  polaires  pai 
rapport  à  une  courbe  géométrique  du  degré  m.  On  dé- 
signe par  les  noms  de  : 

Première  polaire  celle  dont  le  degré  est  m  —  i  \ 

Deuxième  polaire  celle  dont  le  degré  est  ni  —  25 

Et  ainsi  de  suite. 

Les  trois  dernières  courbes  de  celte  série  descendante 
sont  la  cubique  polaire,  la  conique  polaire  et  la  droite 
polaire  du  point  fixe  par  rapport  à  la  courbe. 

IV.  Il  existe  un  lien  remarquable  entre  ces  différentes 
courbes  :  c'est  que  l'une  quelconque  d'entre  elles  est  aussi 
Tune  des  courbes  polaires  du  point  fixe  par  rapport  à 
toutes  celles  qui  la  précèdent  dans  la  hiérarchie.  Pai 
exemple,  soient  X,  Y,  Z  la  droite,  la  conique  et  la  cu- 
bique polaire  d'un  point  (>  par  rapport  à  une  courbe  du 


(  Mg) 

quatrième  ordre  U  ;  la  droite  X  est  aussi  la  polaire  du 
point  O,  soit  par  rapport  à  la  cubique  Z  ,  soit  par  rapport 
à  la  conique  Y,  et  celle-ci  est  également  la  conique  po- 
laire du  point  O  par  rapport  à  la  cubique  Z. 

V.  On  démontre  aisément  [voir  Salmon  ,  p.  5c>)  que 
les  points  de  contact  des  tangentes,  menées  par  le  pôle  O 
a  la  courbe  donnée  U,  sont  situés  sur  la  première  polaire 
de  ce  point,  ce  qui  prouve  incidemment  que  ces  tangentes 
sont  au  nombre  de  m  (m  —  i  ),  puisque  la  courbe  est  du 
degré  m  et  sa  première  polaire  du  degré  m  —  i . 

\  I.  Si  la  courbe  \  a  un  point  multiple  de  Tordre  p,  ce 
point  est  multiple  de  Tordre  p  —  i  sur  la  première  po- 
laire; il  est  multiple  de  Tordre/?  —  2  sur  la  seconde  po- 
laire, et  ainsi  de  suite ,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  pôle  de 
ces  diverses  polaires. 

Si  la  courbe  U  n'a  que  deux  points  doubles,  la  pre- 
mière polaire  est  seule  à  passer  par  chacun  de  ees  points, 
et  elle  n'y  passe  qu'une  fois. 

MI.  On  démontre  encore  (Salmon,  p.  61)  cette  autre 
propriété  qui  va  être  utile  pour  résoudre  la  question  388, 
savoir,  que  la  tangente  à  la  première  polaire  en  Tun  des 
points  doubles  de  la  courbe  U  est  conjuguée  harmonique 
de  la  droite  qui  joint  ce  point  double  au  pôle,  par  rap- 
port aux  deux  tangentes  que  la  courbe  U  possède  en  ce 
point  double. 

Mil.  U  =  o  étant  l'équation  de  la  courbe  donnée 
exprimée  en  coordonnées  trilinèaires  (c'est-à-dire  ren- 
due homogène  par  la  substitution  des  variables  -j  -  aux 

coordonnées  ordinaires  x  *y) ,  et  xx  ,j\  ,  zx  étant  les  coor- 
données du  pôle  O,  T équation  de  la  première  polaire  Z 
de  ce  pôle  est 

dV  dV  rfU  ,_  . 

Z  =  r, r   '■     -, 1-  3|  —7—  =  o.    1  Salmon  ,  i>.  00.  1 

d.r        '     (h  ilz 
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Celle  Je  la  seconde  polaire  est 


c'est-à-dire 


dL  dZ  dZ 

Y  =  x,~- 1-  r,  -} h  z,-—~.o, 

dx  d\  dz 


d'\]  d'U  ,  r/2U  d'V 


1    d.r*        '    '   df2  '     dz"  J    d.rdy 

rf2U  rf2U 

-j-2J,Z,- -  -f-    2Z..T,    — — -  =  O. 

rr>'  as  rfz  dx 

el  ainsi  de  suite. 

IX.  La  solution  de  la  question  388  découle  aisément 
de  ce  qui  précède.  En  effet,  les  m  droites  données  a  ,  b  , 
c,  etc.,  représentent  une  courbe  du  m'e""'  degré  douée  de 

-m  (ni  —  i)  points  doubles. 

'2. 

La  première  polaire  Z  du  pôle  A  par  rapport  à  cette 
courbe   passera    donc    une   fois  par  chacun  des    points 

doubles  (VI),    c'est-à-dire  par    les  -  m  (m  —  i)  points 

d'intersections  mutuelles  de  ces  droites.  En  chacun  de 
ces  points,  tels  que  («,  £),  elle  aura  pour  tangente 
(n°  VII)  la  droite  conjuguée  harmonique  de  la  droite 
A  (a,  b)  par  rapport  aux  deux  tangentes  que  la  courbe 
possède  en  ce  point  double  et  qui  ne  sont  autre  chose  ici 
que  les  droites  a  et  b  elles-mêmes.  Enfin  si  U  =  o  est 
l'équation  homogène  en  x,y,  z  qui  représente  le  système 
des  m  droites  (équation  de  degré  m.  résoluble  en  m  fac- 
teurs linéaires,  dont  chacun  se  rapporte  à  l'une  des 
droites  données),  l'équation  de  (elle  première  polaire 
sera  (MU) 

dV  dV  d\] 

Z  —  x, h  yx  — -  -f-  z,  -—  =  o. 

dx  dy  dz 
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On  aura  pareillement .  pour  un  autre  point  A'  (jCj,  i,.m. 

dV  dV  dV 

Z    =  .r2  — h  V:  — h  8j  — —   =  O. 

dx  dy  dz 

Or  les  (/»  —  i)  (m  —  2)  points  de  contact  des  tangentes 
à  la  courbe  s',  issues  du  point  A,  sont  situés  (Y)  sur 
la  première  polaire  \V  du  point  A  par  rapport  à  Z',  et 
les  [m —  1)  (///  —  2)  points  de  contact  des  tangentes  à  la 
courbe  Z,  issues  du  point  A',  sont  situés  sur  la  première 
polaire  W  du  point  A'  par  rapport  à  Z.  Doue  on  a  (VIII) 

dll  dll  dZ' 

ax  dr  dz 
et 

dZ  dZ  dZ 

W    —  .r,   __+,,__    4-3,  — -  =  O. 
dx  dr  dz 

Doù  1  on  conclut  immédiatement,  en  effectuant  les  dil- 
ierentiations ,  cette  identité  : 

„,       __,  d2V  rf't  d'V 

VV  =  H    =  jr,x,  — —  -+-  >-,  ra  -7 h  z.  z»  -rr 

dx1  (h  dz- 

d\  .   d'V 

H-  (  x,  v,  H-  x,  v, ,)  — -y-  -t-  (ri  z«  +"  r»  "■•  '  t— r 

Ce  qui  démontre  le  dernier  théorème  énoncé  dans  la 
question  proposée,  laquelle  se  trouve  ainsi  complète- 
ment résolue. 

Quand  on  ne  donne  que  trois  ou  quatre  droites,  on 
peut  démontrer,  sans  le  secours  de  l'analyse,  plusieurs 
des  propositions  qui  précèdent.  Ainsi  dans  le  cas  des 
trois  droites,  il  sufGra  de  s'appuyer  sur  les  nns  372  et  658 
de  la  Géométrie  supérieure,  et,  dans  le  cas  de  quatre 
droites,  sur  les  n"   393  et  4°5  combinés  avec  une  pro- 
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priété  des  courbes  du  troisième  ordre  qu'on    trouvera 
énoncée  page  i^S  de  ma  Traduction  de  Maclaurin. 

Mais  ces  développements  particuliers  seraient  ici  super- 
flus. 

Nota.  Voici  la  démonstration  du  théorème  important 
qui  est  cité  au  §  V. 

On  prouve  d'abord  que  la  première  polaire  d'un  point 
fixe  O ,  par  rapport  à  une  courbe  donnée,  est  aussi  le 
lieu  géométrique  des  points  dont  les  droites  polaires  pas- 
sent par  le  point  O. 

En  effet  l'équation 

ldU\  fdU\  fd\]\ 

exprime  une  relation  entre  x,  y,  z  ,  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  la  droite  polaire,  et  xy ,  yx ,  z{  coor- 
données du  pôle.  Donc  si  le  premier  de  ces  deux  points 
est  fixe  (x2 ,  ys ,  z2)  et  le  second  variable,  le  lieu  géomé- 
trique de  ce  dernier  sera  représenté  par  l'équation 


/dU\  fdU\  /rfU\ 


+  Zj  (  -j-      =  o, 


qui  est  précisément  l'équation  de  la  première  polaire  du 
point  (x2,  y% ,  z2)  par  rapport  à  la  courbe. 

Ce  théorème  peut  encore  se  démontrer  comme  il  suit  : 
Soient  O  le  point  fixe  et  O'  un  point  quelconque  de  la  pre- 
mière polaire  du  point  O*  a,  b,  c,...,  m  étant  les  points 
de  rencontre  delà  transversale  GO' et  de  la  courbe,  on  a 
par  hypothèse  l'équation 


^\00'       Ofl)  \00'       O^/'VOO'       Om)~ 


\00'       On/  \00'       Où/       \00' 
ei  il  suffit  de  montrer  qu'on  a  en  même  temps 


O'O       O'fl  " 
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Or  celte  seconde  équation  est  toujours  une  conséquence 
de  la  première,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  au  moyen 
dune  simple  vérification  ,  en  écrivant 

0'«  =  00'—  Oa,      0'6  =  00'  —  0  6, 

et  ainsi  de  suite. 

On  démontre,  en  second  lieu,  que  la  droite  polaire 
d'un  point  simple  d'une  courbe  est  la  tangente  à  la 
courbe  en  ce  point. 

Cette  proposition,  qui  résulte  très -simplement  de 
quelques  théorèmes  qu'il  serait  trop  long  de  rappeler  ici 
et  qu'on  trouvera  dans  l'ouvrage  de  Salmon  ,  peut  se  dé- 
montrer ainsi  qu'il  suit. 

Soit  O'  un  point  quelconque  de  la  droite  polaire  d'un 
pôle  donné  O.  On  a  l'équation 


2(ôoW«)  =  o 


,00'.  Oa 
En  développant,  il  vient  celle-ci 

O'  a.Ob.Qc.Qd.  .  .  Om+  O'  b  .Oa  .  Oc.Od.  ..Ow 
4-  O'c.Oa.Ob.Od.  .    Om  +  ...=  o, 

dans  laquelle  tous  les  termes,  à  l'exception  du  premier. 
contiennent  le  facteur  Oa.  Donc  si  le  point  O  est  pris  en 
a  sur  la  courbe,  Oa  est  nul  et  l'équation  se  réduit  à  son 
premier  terme 

(i)  O'O.O&.Oc.  .  .  Om  =  o. 

Or  le  pointa  n  étant  pas  un  point  multiple  de  la  courbe 

donnée,  les  lignes  0£,  Oc,...,  Oui  ne  sont  pas  nulles  eu 

Ami.  de  Malhémat.,  t.  XVI.  (Septembre  i S07.)  20 
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général;  donc  cm  a  simplement 

00'  =  o, 

ce  qui  signifie  que  ,  pour  toutes  les  directions  de  la  trans- 
versale OO',  la  droite  polaire  du  point  O  de  la  courbe 
passe  par  ce  point  Lui-même.  Mais  si  l'on  prend  pour  cette 
transversale  la  tangente  même  de  la  courbe,  Ob  est  nul 
et  1  équation  (i)  est  satisfaite  d'elle-même,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  00',  ce  qui  signifie  que  tous  les  points  de  la 
transversale,  actuellement  tangente  à  la  courbe,  appar- 
tiennent à  la  droite  polaire  du  point  de  contact,  ou,  en 
d'autres  termes,  que  cette  tangente  est  la  droite  polaire 
elle-même.  c.   q.   f.   d. 

De  ce  théorème  et  du  précédent  on  conclut  immédiate- 
ment que  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un 
point  donné  sont  sur  la  première  courbe  polaire  de  ce 
plan.  C'est  précisément  ce  qu'il  fallait  prouver. 


COSMOGRAPHIE. 
SOLUTION  DE  LA  QIESTION   351 

(voir  t.  XV,  p  2i3  ; 

Par  M.  E.  DE  JONQUIÈRES, 

Lieutenant  fie  vaisseau. 


Question.  Soient  les  jours  relatifs  au  soleil  vrai,  au 
soleil  fictif  dans  l'écliplique  et  au  soleil  fictif  dans  l'équa- 
teur.  Quand  ces  jours  considérés  deux  à  deux  sont-ils 
égaux  ?  Quand  les  trois  jours  sont-ils  égaux? 

Soienl  E  le  nombre  de  secondes  de  temps  qu'il  faut 

initier  à  l'heure  vraie  pour  avoir  l'heure  moyenne,  c  ést- 

a-dire  Véquafion  du  temps,  Q  la  longitude  vraie  du  so- 
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leil  et  a  la  longitude  de  l'apogée  ;  on  a 

|  E  =—  46as  sin  (©  —  «)—  5o,3s  sin  2  0 
/  —  3ssin2(0  —  a)+  i3ssin4Q- 

Cette  formule  a  été  donnée  par  Lagrange  dans  les  Mé- 
moires de  l'Académie  des  Sciences  pour  1772  et  convient 
encore  à  l'époque  actuelle  ,  malgré  les  petites  variations 
qu'ont  éprouvées  l'inclinaison  et  l'excentricité  de  l'orbite 
terrestre  (*) 

Pour  plus  de  simplicité,  je  négligerai  les  deux  derniers 
termes  qui  sont  très- faibles  :  l'erreur  est  insensible.  Par 
exemple,  pour  le  28  janvier  1857  où  l'on  a 

0  =  3o8°34'57", 

la  formule  ,  réduite  à  ses  deux  premiers  termes ,  donne 

E=  i3ro  i5%8 
au  lieu  de 

i3m  17%  9 

que  donne  la  Connaissance  des  Temps. 

Quand  le  jour  vrai  est  égal  en  durée  au  jour  moyen,  la 
variation  de  1  équation  du  temps  est  évidemment  nulle, 
c'est-à-dire  qu'on  a 

dE  __ 
dÇ)~° 
ou 

23 1  cos(©  —  a)  -+-  593  cos  2  0=o. 

Développant  cos  (0  —  a)  et  cos  2©  ,  puis  ayant  égard 
à  la  valeur  de  «  pour  1857,  savoir 

a  =  1000  27'  5i", 


\  démontrer  prochainement, 

23 
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ob  trouve,  par  des  calculs  faciles, 

io  =  cos4  G  —  o, 070749. cos3  0  —  0,962064  cos'O 
+  o,o35374.  cos  O  -t-  o,ai33i5. 

Traitant  celte  équation  complète  du  quatrième  degré 
par  la  méthode  ordinaire,  on  trome  pour  équation  trans- 
formée, c'est-à-dire  privée  du  second  terme, 

y*  =  0,963941  y~  -t-  0,001298  y  -+-  0,21 3639  =  o 

dont  les  quatre  racines  sont  réelles  et  donnent  pour  celles 
de  l'équation  (2)  les  quatre  valeurs 

H-  0,804979, 
-f-  0,604685, 

—  o  ,570884, 

—  o ,767932 

dont  la  somme  est  0,070748,  exacte  à  0,000001  près,  et 
dont  le  produit  est  o,2i336à  4  cent-millièmes  près. 

Ces  nombres  sont  les  cosinus  des  longitudes  ci-après, 
respectivement 

323°36'3o"  ,  11   Février. 

52.48.    3  r  qui  correspondent  en  nombres  1  i3  mai. 

124.48  43  i  ronds  aux  j  27  juillet. 

219.49.53  2  novembre. 

Tels  sont  donc  les  (maire  jours  de  Tannée  où  il  y  a 
actuellement  égalité  entre  les  jours  vrais  et  moyens.  Il  s'a- 
git de  faire  la  même  chose  pour  le  jour  moyen  et  le  jour 
tictif. 

Le  soleil  fictif  S'  et  le  soleil  moyen  S"  avant  un  mou- 
vement égal,  le  premier  sur  1  écliptique,  le  second  sur 
l'équateur,  et  passant  ensemble  au  point  vernal,  l'ascen- 
sion droite  de  S"  égale  toujours  la  distance  de  S'  à  l'équi- 
noxe  que  je  désignerai  par  Q'.  On  a  donc,  en  désignant 


(   35;   ) 

par  Offl  ascension  droite  «le  S'. 

_  .       tans  O" 
tangQ'  =       5W  : 

cosw 

'.)  obliquité  de  lécliptique  =  23°  27'  20/', 6.   D'où  Ion 
lire 

(1  — cosw)         langO" 


tang(O'-0' 


tang2©" 


VOS  w  « 

Quand  le  jour  moyen  est  égal  au  jour  fictif,  on  a  évidem- 
ment 

rf(Q'-o": 

c  est-à-dire 


o, 


tang©    =±vcosw     et     tanir©   =  rn  - 

cosw 

Donc  il  y  a  égalité  des  jours  moyen  et  fictif  quand  la  lon- 
gitude moyenne  du  soleil  a  les  quatre  valeurs  suivantes 

46'>i4/7",        1 33°  45' 53".        226°  14'  7"         3i3°45'53", 

qui,  en  avant  égard  à  l'équation  du  centre,  correspondent 
aux  longitudes  vraies 

47°  4^3'  4?->       i32°43'34",       224°  39'  n",       3i4°5o'2o", 

lesquelles  ont  lieu  vers  le 

8  mai,  5  août,  6  novembre,  3  février. 

Si  l'on  compare  ces  dates  aux  précédentes,  on  voit  qu'il 
n  v  a  rigoureusement  aucun  jour  dans  l'année  où  les  trois 
jours  soient  égaux  entre  eux,  mais  qu'ils  approchent  beau- 
coup de  l'égalité  le  10  mai  et  le  4  novembre,  et  qu'ils  dif- 
fèrent peu  les  uns  des  autres  vers  le  7  lévrier  et  le  Ier  août. 
C'est  ce  ou  il  s'agissait  de  trouver. 

La  suite  prochainement. 
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FORMULES  D'INTERPOLATION  DE  LAGRANGE  ET  DE  NEWTO\ 

(Fin  d'un  premier  article) 

<>ir  patte  317  . 


On  peut  de  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange  dé- 
duire celle  de  Newton  ,  en  supposant  que  les  nombres  ;r0, 
xt ,...,  xm-1 ,  x,n  soient  les  termes  de  la  progression  arith- 
métique x0  y  Xa  -+-  h , . . . ,  x0  ( m  —  i)  h ,  xl  -+-  mh. 

Reprenons  la  première  de  tes  formules  qui  est 


(x  —  x,)  (x 

—  JC2).  . 

.  {x  —  xm_,  )  (  x  —  xm  ) 

(x0  —  .r,)(.r0 

-*,). 

•  •  \x»  -Tm—\  )  \  x  xm  ) 

[x —  xg)(x 

—  x2). 

•  ■  \  X          ***m —  t  J  v  x              "•  / 

\X\         X0j  ^Xi  —  Xt  ) .  .  .  {x{  Xm__ |  )  (jt,  —  xmj 

(3)  I  _f-  ^  ~x^  (-x  '~~  x>)--'(x  —  -tp~\)  (x  —  xpJri)...{x  —  ■rCT_1)  (x  —  arm) 
(,r/>        xo)\xij        X{)...\Xp —  rp_ ,j  (.r^ —  ■«*/,+ ij-..^/, —  •ïm-i)    xp —  xm) 

(x  —  ./>„)  (x  —  x,).  .  .(x  —  xm_A  (x  — xm) 
-  - — — ; — . — . — — i . ff 

[  xm—\  xo  )  (  xm  —  i  ^i  )  •  •  •  (  Xm—  l  xm—i  )  (  xm—  i   xn  ) 

_      (  -r  —  .r0  )  ( x  —  ,r,  )    .  .  (  jr  —  ,r„,_2  )  (.r  —  xm_,  ) 
(xm  —  x0)(xm  —  x,)    .  .{xm  —  xm_ï)(xn:—  xm_,) 

Si  l'on  remplate  .r,,  x2,...,  .r,„  par  ,r0H-  /i,  x0-i-  ih,..., 
x0  -h  ra/t,  le  dernier  terme  de  cette  formule  devient 

(.t  —  .r0)  (x  —  xn  —  h).,  .[x  —  xn  —  (/«  —  9.)  h][x  —  x„  —  (m  —  i )  h] 
mh  .(m  —  i  )  h .  .  .  i  h  .  h 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 

/./■  —  x0\  (x  —  xa         \       \x  —  .*•„  IT.r  — a-,  j 

ni  .[m  —  î  ) ...  a .  i 


(  359  ) 
Lavant-dernier  ternie  prendra  la  forme 

(x  —  x0)  (x  —  xt  —  //)    .  .  [x  —  x,}  —  (m  —  2  /j]  [x  —  x0  —  m  h) 
(m  —  f) h '. (m  —  2)  h.  .  .  h  X  ( —  /') 

et  pourra  s'écrire  ainsi 


x  —  x.,\  ix  —  x 


X   — r-  X,j  ,  .     \    f  X  — ■    Xq 


[m  —  1)  [in  —  2).  .  .  1  .  1 

et,  afin  que  le  dénominateur  soit  encore  le  produit 
m  (m  —  1)...  3.2.1,  on  multipliera  par  /«les  deux  termes 
de  l'expression  précédente ,  ce  qui  donnera 

x  —  x„\  (x  —  x„         \       \x  —  x„  ,1  (x  —  x0  \ 

—jriy-h--1)-  — — f—  2)JH — m) 


m  [m  —  1) ...  3.2  .  1 

On  trouvera  de  même  que  les  termes  précédant  l'avanl- 
dernier  de  la  formule  (3)  deviennent  respectivement 

(x  —  x0\  (x  —  xv        \       \~x  —  x0  1  fx~x0  \ 


m  (  m  —  1  ) .  .  .  3 . 2 .  1 


m  (m  —  1  ) 
X  — — : — •  ««-a , 


1 .2 


.)~[^-<— .  )]{=?-*) 


m  [m  —  1) ...  3.2. 1 


m  (m  —  i)  (m  —  2 ) 

X.  0  Um—z  > 

1.2.0 


|  36o  ) 
Considérons  généralciiK-u t  le  terme 

(x  —  X,)  (x  —  .r,)...(x  —  xp_{)  (x  —  xp+l)...(x  Xm-x)  (x  —  Xm) 

\Xp—X0J\Xp        XtJ...\Xp         Xp_,j  \Xp  Xp  +  l)...\Xp         Xm_ ,j  [Xp—  Xmj 

dans  lequel  le  nombre  p  est  supposé  moindre  que  m.  En 
remplaçant  dans  ce  terme  xy ,  a:, ,. . . ,  xp_i ,  o*p ,  xp+i ,..., 
.rm_!,  .rm  par  xQ-\-h,  x0  +  2/î,...,  [x0  -+-  (/?  —  i)  A], 
(x5-r-/?/i),  [>0-h  (/>  -r-l)/i ],...,  O0-h(m  —  l)A], 
(x0  H-  /«//,) ,  on  a  d'abord 

(x  —  x„')(x—x0  —  h)...\sc—  x0 —  (p  —  i)h][x —  3-0 —  (^-4-t)fe]...[x  —  jf„— (wi  — i)ft  ](x  —  -r0—  mh) 
ph.(p—i)h..  .h.{—  h.)X—  [{rp  —  i)  —  p)k  X—(m—p)  h 

Puis 

(?)(^-)-[^-v-')][^-^')]-[?-'"-)](?-)i 

p.(p  —  l)...i.(-i)..  .X—  L(b»  —i)—p]X  —{"'  —p) 

ou  bien  encore 

p.(p—  i). .  .ix  i..    ï  '•" — i) — p](m—p 

cr  enfin 

J^)(^-0---[^-M[^--<H-"(^--) 

772    (77/ — l).  .     i  .2  .  I 
777  (  772  I  )  .  .  .  (  772  —  ^7  -)-  I  ) 


X 


1.2.3.../»  *" 

Il  faut  mettre  le  signe  -h  ou  le  signe  —  suivant  que  m  —  p 
est  pair  ou  impair. 

Ainsi,  lorsque  les  valeurs  substituées  à  la  variable  x 
sontx0,  x0-+-  h,  x0-h  ih  ,...,  x0  -+-  (m  —  i)h,  x0-\-mh. 
on  peut  donner  à  la  formule  d'interpolation  deLagrange 


(  3()i  ) 
la  forme  suivante  : 


x  —  x. 


■)-[^-(— »1 

' bz dt   il 

i  \  o  m 

m  [m  —  ij.  .  .  6.  2.  i 

(i^)...[^_(,„_2)](^_,„) 


m  {m  —  1)    ..3.2.1 


h 


H^_(„_„ï— •_(,+„]. ..(^ 


(4)  /  m  (m  —  i). .  .3.2.  i 

m  {m  —  i  ).  .  A  m  —  p  -f- 1) 

X  — " ~ "  "p  +  •   •  • 

I .2.  .  .p  J 


h         \       Il  I       \       h 

: : — - mit, 

m  [ni  —  i  j      .0.2.1 

■ -, — = "o- 

m  [m  —  i)...o.2    i 

Pour  en  déduire  la  formule  d'interpolation  de  Newton,  il 
faut  remplacer  um,  m,„_,  ,  w„,_2 ,  ut  par  les  développe- 

Illt'UtS 

m  [m  —  i )    , 

u0  -+-  ni  1  n„  -\ : A2  u0  -f-  .  .  .  -f-  A"'  u0 , 


(5) 


[m 

— 

'i){m 

— 

») 

!  .2 

(m 

2)  (m 

— 

3) 

«0  -+-  ( m  —  2)  àu0  H : \'ii0  -+-  .  .  .  +  Am-2  «„ , 

v  1.2 

Uu  +  Mt0. 

X  —  xt 


Afin  d'abréger  l'écriture,  posons  z  =  — — 


—  m.  Il  en 
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;  c  su  liera 


z  +  i  = — - (m  —  i). 


h 

X  ■ 


r-« -(—.)..., 


z  -+-  m  — 


h 

Et  en  représentant pary' ( z )  le  produit  des  (m  -+-  1)  fac- 
teurs consécutifs  z  ,  (z  -+-  i) ,  '{z  -f-  2) ,...,  (z  +  /«),  Ja 
formule  (4)  se  transformera  en  celle-ci 

"m  ; *  "'«m— I  -T  '  "m— 2  

Z  Z  -f-  I  Z  4-  2  1.2 

/(z)       m{m—  1).  ..(m—p  +  1)     _ 

(O) ;  _t- u 

'  m[m — i)...d.2.i  ]  z-f-»z — p  1.2...  /» 


Z  +  ffl  I  2  +  »' 

Si  l'on  remplace  dans  la  formule  (6)  wm,  «,„_  1 ,  w„_svî 
«1  par  les  développements  (5)  ,  le  résultat  de  la  substitu- 
tion sera  évidemment  une  expression  de  la  forme 

«„«„-+-  tf,  Am„  H-  ûjâ'tt,,  -h.  .  .-H  «f  APtt„-t-.  .  ,-+-«mAn'/<0, 

et  on  aura  d'abord 


m  [m  —  1 


Z  *   Z  + 1  1.2  Z  -+-  l 

z  -f-  m  —  1        z  -h  m 


Mais  on  a  vu  (page  317)  que 


2+1  1.2  Z  -f-2 

z  -f-  w  —  1        z  -+-  w  ' 
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Il  viendra  ensuite 


m  [m  —  i  ) ...  2  .  i 


X 


[-/(«)  ,  ,/(*)     ,    m(m-i)(m-*)f(z)  ~l 

l_  -*-     z  +  m  —  J  J 


d'où 


'/H  i)  ...  2  .3 


r/(z)       (m       0/(a)    1    (^-0(^-2)/(2)        ...1 

I  Z  ^  ^Z-h  1  I  .2  Z+2 

|_  ^  z  -h  W 1  _| 

ou  bien,  en  représentant  par  <p  (s)  le  produit  des  m  fac- 
teurs consécutifs  z,  2*4-1,. ..,  z  ~\- m — i,  et  en  ayant 
égard  à  ce  que 

/{z)  =  j(z)X(z4-«), 
on  aura 

Z  +  /M 

«,=  : c 

[m  —  i) .  .  .2.1 

[?(*)  ,ffJ  v    ?(Z)      |      (IW—   Qfw  —  2)     ?(Z)  ~| 

Z  ^  Z  +  1  1.2  3  +  2 


Or  ("page  317) 


1.2...{m_l)  =  ill)_(„l_l)l(fl 

V  Z  V  'î+I 

(/«  —  1)  (m  —  2)   ?(z)              _        <p(z) 
-+- H 


1.2  z  +  i  ^z  4-  TO    —  1 


(  364  i 
donc 

,r —  .r„ 

«,  =  z  -\-  m  = 

A 

Le  coefficient  «^  du  terme  général  apApu0  sera  déter- 
miné par  l'égalité 

i 
^       m  (/w  —  i) .  .  .  2  .  i 

m  (m  —. ;  i) .  .  .  (w-/)  +  i)/(ï) 


1  .  2  .  .  .  p  Z 

\_m    {m-x)(m-i)  (m  -  3). .  .  (m  -  p)  /(z) 

1  '"'  1.2.3.../?  3  +  1 

\        m  (m  —  i     ( m  —  2 )  (/«  —  3 ) . . .  (/ri  —  /?  —  i  )  f{  z ) 


1.2  1.2.../?  Z-f-2 

!  ^/«(ffl  —  i)  (/»  — 2)...  (m— /?  +  1)       /(z) 

1.2.3.../?  z  +  ,7î  —  y? 

d'où,  en  réduisant, 


i.2.3. . .  [m  —  p ) 


X 


rzw_(M_,,)/(£)+(M_/))(OT_/)_I)/(f)_...±^w_-| 

z  '  '  z  + 1        v         //v        y  '  z  +-  2  z-\-m  — p 

L  1.2.3...  (p  —  \)p  J 

Cela  posé,  nommons  y(z)  le  produit  des  [m — p  -+-  1) 
facteurs  consécutifs  .z,  z -h  1 ,  z-f-2,...,  (z+h/ — p), 
il  en  résultera 

/(z)  =  y(z)x(«-f-«—  p-h  i)(z+  /«  — /?+  2)...  (z  +  m), 

et  par  suite 

(  z  +-/»).  .  .  (z -+-  m  —  /j+i) 
p  1  .2.3.  .  .  [m  —  /?) 


X 


r?^z)     (m    p) ?^  1  (m—P)im  — p  —  1)<?(Z)       -j-     y(z)     1 

z  z  -H  1  1.2  z+  2       "        z  -4-  ni  —  /?  I 

L  1.2. 3..     [p  —  l)p  J 
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Mais 

1.2.3. . .  (m  —  P)  =  — —  v'"  —  p)f^n 

—  p){m—p  —  i)  cp(z) 


+ 


1.2  3+/H  p 

donc 

z  +  »*)  (z  +  m  —  i).  .  .  [(c+  ;»  —  (p —  r)] 

ap  = 

t  i .2. , . p 

ei ,  parce  que 


('_--,(—._,)...[—.  _f,    „] 


r  \  .i.  .    p 


En  remplaçant  successivement  /;  par  les  nombres  i,  2, 
3,...,  /// ,  cette  dernière  égalité  donne 


X  Xf, 

a,  = : — 


(  X X0\    I  X—  x0  \ 

(-jj-)l-l — ') 

i  .2 

fx  —  .vA    fx  —  xt         \    /x  —  x0  \ 

a,  =:  ■ = >  •  •  •  i 

1.2.0 

_  (^)(^-)-[^-("—  >] 

i  .  2  .  5  .  .  .  m 

D'ailleurs 

a0  =  i, 

par  conséqueiit  l'expression 

rt0  K,  4-  (',  A  «„    f  r/.,  A:  w0  +-  .  .  .  -\-  am  A 


(  366  ) 
revient  à 

x —  xu  I x — .x0\    Ix — x0  ,    A-u0 

„0  +  __A„0+f__  -—-.j—.^ 


OC  '■*■'-    ')  (i  \      /  oc  OC  § 


h       I   \      h 

X 

X 


/  X  —  x0  \ 


/         \~\       à'"u° 


Ce  qui  est  la  formule  d'interpolation  de  ]Newlon. 

G. 


SIR  UNE  QUESTION  D'ALGÈBRE 
RELATIVE  A  DEUX  ÉQUATIONS  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ 

fvoir  t.  XV,  p.  7G); 

Par  M.   Michael  ROBERTS. 


Étant  données  deux  équations  biquadratiques,  savoir 

(I)  ax*  -4-  4  bxi  -\-  6  ex2  -h  ^dx  -}-  e  =  o  (racines  a,  (3,  y,  S), 

(II)  a'x{-\-  ^b'x^-i-  6cV+-  ^d'x-\-  e'=  o  (racines a',(5', y', S'), 

je  vais  présenter  dans  ce  qui  suit  les  éléments  de  la  for- 
mation de  l'équation  ayant  pour  racines  les  valeurs  que 
prend  la  fonction 

c.a'  -j-  ftp'  -+-  '/y'  -+-  o'j'. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  fonction  a  vingt-quatre  \  a- 
leurs,  et  l'équation  dont  il  s'agit  est  assez  compliquée  : 
mais  en  faisant  usage  des  solutions  algébriques  des  équa- 
tions données,  j'ai  réussi  à  la  mettre  sous  une  forme 
simple,  qui  se  prête  facilement  aux  divers  résultats.  Je 
dois  mentionner  surtout  que  )  ai  été  ainsi  conduit  par  une 


(  36-  ) 
marche  très-simple  à  1  équation  au  carré  des  différences 
des  racines  de  1  équation  (I)  :  résultat  que  je  ne  me  sou- 
viens d'avoir  rencontré  dans  aucun  traité  d'algèbre. 
Posons  d'abord 

a2  nr  =:  ù3  —  oc  , 

1 2  a2  u.  =  ae  —  4  bd  -f-  3  c-, 

Sa  a  =  ace  -+•  2  bed  —  ad-  —  cb"  — ■  c~ , 


/  =  —  }.  -f-  Y' a2  —  p? ,      ///  =  —  a  —  \  /  ■  —  u.  , 

et  désignons  par  les  mêmes  lettres  accentuées  les  quan- 
tités analogues  pour  l'équation  (II). 
Faisons  maintenant 

z  =  aa1  ■+■  pp'  -+-  77'  +  oS' 

et  introduisons  la  quantité  auxiliaire  u  donnée  par  1  é- 
qualion 

4  \        n( 

et  posons 

«'    OCJCT    M" 2tt    ; : 


3  (3  ny3  ct'!  —  4CT"  ,a'  —  4  w'2f*  —  2fx.a  )  — - :  f  ) 

_   .        „  /         ,       V  m       Lts  V       4 CT' m  \ 

6«"    —    3       2  GTGX r   -f-  .  H-   Z = 

\  pu.  u.  u.       ) 


Q. 


6«2—   3      2CTCT' 7  -H5—; h    1 —  R> 

\  f*f*  f*  f*       / 

et  l'équation  cherchée  sécrit  de  la  manière  suivante 

V  =  Q(lm'Y  -hR(l'm'f  , 
ce  qui  donne 

(  III  )  P   =  Q  lm'  -j-  R3  /'/w+3  ^  PQR. 


(  368  ) 
Or  cette  équation  monte  au  douzième  degré  et  ne   con- 
tient que  la  seule  expression  irrationnelle 


v^-pW-^'3)» 

d'où,   en   élevant  au  carré,   nous  passons   à   1  équation 
cherchée 

Pour  trouver  l'équation  au  carré  des  différences  des 
racines  de  l'équation  (I),  il  suffit  de  poser  dans  l'équa- 
tion (II) 

a' =  6,      b'z=o,      c' =z  —  i,      d'  =  o,      e' —  o  {*), 
et,  en  substituant  ces  valeurs,  nous  trouvons 

3  „        ~  q  m       _       -,  a  I 

P  =  «4  +  CTa3  +  5fx,      Q  =  6u2-h--y~ ,      R  =6«M-4-i 

et  l'équation  (III)  donne  (en  posant  211"-  =  6) 

„     3  y    /„     3 /«y      /      3  / 

2  /      V      4/7        V      4  p 

„     /         3  m\  /         3  /  \  /  3     \ 

ou  bien 

3  \3      /        3  m\3         1        3  /  V 

+  3JÔ?+25J0+-^J    (a  0* X9  -{-  -2ï  p.M  , 

et,  en  posant 

f  =  —  8  fl , 
les  quantités 

(a-p)%    («-7)%    («-*)', 

(P-7)%      IP-')'.     (7-^)s 


(*)  z'  devient  alors  6   a. .  IM 


(  369  ) 
seront  les  racines  de  l'équation  suivante  en  t  : 

t*  —  4<îcr^  +  96^  (fi  4-  <îct2)  —  256^3(i6ct3  -h  2.4  f«r  -f-  r 3 X) 
-f-  (  4  S  )2  t1  (  32  cr  p.  4-  1 6  nX  —  7  u2  )  —  (  24  )'  *  (  \>P  rs  -f-  ua  ) 

■+-  io8.8«  (f*s  —  X*)  =  o. 

Si  les  équations  données  sont  identiques,  l'équation  (III) 
appartient  à  deux  équations  distinctes. 

On  peut  remarquer  la  relation  suivante,  qu'on  peut 
démontrer  directement  : 

4  a6  (ci5  —  2),  —  3  cjfi)  =  (a2  d  —  3  abc  -\-  2&3)2. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  389  (LAGRANGE) 
ET  PREMIÈRE  DE  LA  QUESTION  290 

(voir  page  Î96); 

Par  M.   le  Docteur  SACCHI, 
De  l'université  de  Pavie. 


Si  l'on  représente  par  A^"  le  coefficient  de  k*  dans  le 
développement  de  (i-hA)',  on  aura 

(lH-*)'-  =  A;')-t-A;r)*+... 

+  Kl,  **~'  +  A;r)  *■+..•+ A(.r)  *«■; 


■■'»■ 


si  Ton  multiplie  chaque  membre  de  cette  équation  par 
i  4-  A",  et  si  Ion  observe  que  le  coefficient  r,'+1?  est  égal  à 
A £2,-|-  Ar°,  on  voit  facilement  que 


y  ~n 


A('-+"!  =  S  A(r)    AW 


jr  =  o 
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pourvu  que  Ion  fasse  toujours 


A»  =  i ,        A       =  o ,        Am'   =  o . 

— p  m+p 


Posons 

et  en  observant  que 

on  obtient 


A(">   =  A(r), 

x-y  y 


r=2v: 


- 1 


c'est-à-dire  que  la  somme  des  carrés  des  coefficients  de  la 
puissance  r  du  binôme  est  égale  au  coefficient  moyen  de 
la  puissance  o.r  du  même. 

Il  est  à  remarquer  que  la  quantité  A,(2,J  multipliée  par 

j-ri  ou  bien  par  nar,  donne,   dans   le   premier   cas,   la 

somme 

COS2'  X  -1-  COS,r      « I   +  COSîr      a  ~  2  -   |   4-  •  •  . 


"■[—(—.)=] 


quels  que  soient  a  et  w,  r  entiers  positifs  j   et  dans  le 
deuxième  cas,  la  somme  des  puissances  r  des  perpendicu- 
laires abaissées  d'un  point  de  la  circonférence  de  rayon 
na  sur  les  côtés  du  polygone  régulier  circonscrit. 
En  carrant  l'équation  connue 

1  <'  =  *'■ 

et  en  désignant  pas  S  la  somme  des  produits  deux  à  deux 
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des  coefficients  A0,  A,. —  on  a 

^  a;  +  2S  =  4r; 

d'où 

laquelle  fournit  la  solution  de  la  question  290,  proposée 
dans  ce  journal,  page  192,  tome  XIII. 

On  peut  arriver  plus  simplement  à  l'équation  (2)  de 
la  manière  suivante  :  que  l'on  multiplie  l'équation  (1) 
avec  celle  que  1  on  obtient  en  plaçant  dans  la  même  équa- 
tion -  au  lieu  de  k ,  et  l'on  aura 

où  P  est  un  polynôme  contenant- A"  dans  tous  les  termes; 
par  conséquent,  la  somme  cherchée  sera  ce  terme  du  pre- 
mier membre  où  A  n'entre  pas,  ou  bien  sera  le  coefficient 
de  A'   dans  le  développement  de  (14- A)9',  c'est-à-dire 

sera  Ai(2"r)>  comme  on  l'a  trouvé  ci-dessus. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  372 

(\oir  p.  178); 

Par  M.   Louis  BOYER , 
Lieutenant  d'artillerie. 


Un  triangle  ayant  pour  sommets  les  doux  foyers  d'une 
conique  et  le  troisième  sommet  sur  la  circonférence  de  la 
conique,  trouver  les  lieux  géométriques  des  trois  points 
suivants  :  le  centre  du  cercle  circonscrit ,  le  centre  de  gra- 

24.    ' 
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vile,  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs,  et  déter- 
miner le  degré  de  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  ces 
trois  points. 

Soient  O  le  centre  de  la  conique  pris  pour  origine  des 
coordonnées  et  ayant  deux  foyers  F  et  F',  M  le  sommet 
d'un  des  triangles  ,  a  et  |3  ses  coordonnées. 

Le  premier  lien  géométrique  est  l'axe  desy,  le  centre 
du  cercle  circonscrit  étant  toujours  sur  cet  axe. 

Le  second  lieu  est  le  lieu  des  points 

donc  l'équation  de  ce  lieu  est 

9  Ay-  -h  9  B  x7  =  C , 
A  y*  +  B  x7  =  C 

étant  l'équation  de  la  conique  :  c'est  donc  une  conique 
semblable  à  la  première,  ces  deux  coniques  ayant  pour 
centre  de  similitude  l'origine  des  coordonnées. 

Le  point  de  rencontre  des  hauteurs  est  donné  par  les 
équations  des  droites  MP  perpendiculaire  à  FF'  et  F'K 
perpendiculaire  à  MF.  Ces  équations  sont 

a  —  c 
x==a,      y  = —(x-hc), 

d'où 


cz  —  a.' 
x  =  a ,       y  : 


P 
L'équation  du  lieu  sera  donc 

y  '         C  —  Bx1 

i°.    Ellipse. 

a7  (c-  —  x'Y 

7'- 


f  (  rt2  —  x-)     . 
équation  de  deux  courbes  symétriques  ayant  leurs  som- 
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mets  sur  Taxe  des  y  aux  points  y  =  =h  j->  passant  toutes 

deux  par  les  foyers  et  ayant  toutes  deux  pour  asymptotes 
les  droites  x  =  rh  a. 
2°.    Hyperbole. 

J         b>{x*  —  a*) 

équation  représentant  un  système  de  deux  lignes  hyper- 
boliques ayant  chacune  une  branche  imaginaire  et  pour 
équations 

b  y  x'  —  a 
La  première  ligue  hyperbolique 

a(c*  —  x2) 
b  s/x*  —  ci1 

a  pour  asymptotes  les  droites 


a 

x  =  ei,      y  —  —Tx 


(  perpendiculaire  à  l'une  des  asymptotes  de  l'hyperbole 
donnée),  passe  par  le  foyer  F,  et  se  trouve  alors  située  au- 
dessous  de  l'axe  des  .r,  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  c,  y  est  positif.  L'autre  branche  est  imagi- 
naire. 

La  deuxième  ligne  hyperbolique  a  pour  asymptotes  les 
droites 


a 


x=—a,     y  =  -x, 


passe  par  le  foyer  F",  se  trouve  au-dessous  de  Taxe  des  x 
pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  a  et  —  c ,  et  au- 
dessus  pour  toutes  les  autres  valeurs.  L'autre  branche  est 
imaginaire. 
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Recherche  de  Vcnveloppe.  Elle  est  représentée  par- 
les trois  équations  suivantes,  l'équation  de  la  droite,  la 
dérivée  de  cette  équation  et  l'équation  de  relation  entre  a 
et/3  ;  ces  équations  simplifiées  prennent  la  forme  suivante  : 

(i)  [2aj  +  («-  a)B]  =  (a'  —  *»)(«  —  3*), 

2j(Ap2—  Ba3)  -I-  2xap(3A  —  B) 


[*:  )  =  [Ap'-f-  (3  A  —  2B)  a2  —  Ac']p, 

(3)  C  —  B«!  =  A^. 

Multipliant  (i)  et  (3)  membre  à  membre,  on  obtient 


A(a-  —  c'){«—  3.r)—  (C—  Ba2)  (x  —  a) 

Remplaçant  A  (S2  par  sa  valeur  dans  l'équation  (a),  on 
a  aussi 

2j(C  —  îBa!) 


:s)     ?  = 


3  (A  —  B)  a2  —  2(3  A  -B)xa  +  C— Ae2 


En  égalant  les  valeurs  (4)  et  (5)  de  (3  et  remplaçant  [B 
par  sa  valeur  (4)  dans  l'équation  (3) ,  on  a  les  deux  équa- 
tions suivantes  entre  a  ,  x^y: 

B(A  —  B)a5+  [ABcJ—  (2A  — B)C]a3 


*  ^  }  —  [6ABc2  —  C(3A-f-  B)]xa!4-C(3Ac'  —  C)jt  =  o, 

j  4Ajs(C-2Ba^ 

{ 7 '  |  =  (C  —  B  a»  )  [  3  (  A  —  B)  a2—  2  (3  A  —  B)  x*  -h  C  —  A  c2}'. 

D'où  l'on  déduit  les  deux  équations 

Pa^  +  Qa1 
(  O  )     X  =r —  j 

*  ;  Ba2  — S 

,      ,  _  (C  —  B a2)[3  (A  —  B)  y?  —  2  (3  A  —  B).r  a  -+-  C  —  A  c2]7 
,9)  J   :  4M'C—  2Ba2)2 

Chaque  valeur  de  y.  donnera  une  valeur  pour  .r  et  deuj 
valeurs  égales  et  de  signe  contraire  pour  y:  la  courbe  est 
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donc  de  degré  pair  et  symétrique  relativement  à  Taxe 
des x.  De  plus,  pour  que  x  ait  une  valeur  déterminée, 
a  nous  sera  donné  par  une  équation  du  cinquième  degré, 
aura  donc  cinq  valeurs  :  de  sorte  que  pour  une  valeur  de 
x,  y  pourra  donc  avoir  dix  valeurs  différentes.  Mais  si 
l'on  remplace  x  par  sa  valeur  (8)  dans  1  équation  (9)  , 
on  verra  qu'une  valeur  positive  ou  négative  de  y  pourra 
être  donnée  par  quatorze  valeurs  de  a ,  car  alors  l'équa- 
tion (9)  sera  du  quatorzième  degré  en  a.  Donc  pour  qua- 
torze valeurs  de  a  ,  et  de  x  par  conséquent,  y  pourra 
avoir  deux  valeurs  égales  et  de  signe  contraire,  ce  qui 
peut  faire  vingt-huit  valeurs  différentes  :  l'équation  de 
l'enveloppe  peut  donc  être  considérée  comme  étant  du 
vingt-huitième  degré. 


TROISIÈME  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  389 

(?olr  p.  369); 

Par  M.   J.   DE  VIRIEU, 

Régent  à  Saumur. 


Soient  m,  ?i,  /?,  </,  /'des  nombres  entiers  positifs  non 
nuls:  si,  [//*]  représentant  le  produit  des  nombres  entiers 
différents  qui  ne  dépassent  pas  m,  on  convient  de  rempla- 
cer le  symbole  [o]  par  1  et    r  par  zéro,  on  a 

rf-(a-)  [m]        m_n 


d.r'1  [m  —  n] 

i  et  o  étant  fonctions  de  x1  on  a 

dr(uv)  __   v         [p\  dlv  dP-'u 

d.rv        ~    2d  [  i  ]  [p  —  i }  r7?  *  dxi— 
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Posons 

H  =  xi ,  i  -=z  xr  ; 

légalité   (2),   en  divisant  les  membres  par  x'l+r~p,   de 
vient 

Eî+zL-v"    [/»]        M         [7] 


[ç  +  r  —  p]        **[i][p—i]     [r-i]     [q  —  p-hr] 
1  =  0 
ou  bien 

{i+r]  y       ir] [y] 

[7  -H  r-  /,]  [,,]  ^  [/]  [r  -i)'[p-  i}[<l-p  +  i\" 

i  =  o 

en  supposant  égaux  les  nombres  p,  q,  r 
i=P 

[*/>]    =     V   /       [/>]      '  \ 

i  =  0 

C.    Q.    F.    r». 


COMPOSITIONS  POUR  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1857. 

Solution  d'une  équation  transcendante: 

Par    M.    J.-Ch.    DUPAIN, 

Professeur  à  Carcassonne. 


i  =  A  sin.*'  •+-  B. 

Cette  équation  a  pour  racines   les  abscisses  des  intersec- 
tions de  la  ligne  droite 

(1)  A.>=x— B 
et  de  la  sinusoïde 

(2)  y  =  sinx. 

On  dessinera  um-   fois  pour  toutes  la  ligne  1  2)  qui  est 
bien  connue,  et  quand  les  coefficients  A  .  Il  seront  donnés, 
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on  tracera  la  droite  (i)  ;  les  intersections  sont  en  général 
nettement  indiquées,  et  si  elles  ne  Tétaient  pas  pour  deux 
points  voisins ,  on  construirait  sur  une  échelle  plus  grande 
Tare  de  courbe  qui  contient  ces  points.  Ayant  ainsi  ob- 
tenu une  première  valeur  de  chaque  racine,  on  appli- 
quera les  méthodes  connues  d'approximation. 

Discussion.  Nous  laissons  de  côté  le  cas  tout  excep- 

A 

tionnel  où  A  ==  oc  .  B  =  oo  ,  -  =  —  a  -,  l'équation   se  ré- 

D 

duit  alors  à 

sinx  —  a  =  o 

En  appelant  x   le  plus  petit  arc  positif  dont  le  sinus  est 

a,  les  solutions  en  nombre  infini  sont  comprises  dans  les 

formules 

a^Tr  +  a?',     (2À--f-i)îr  —  x'. 

Nous  laissons  encore  de  coté  l'hypothèse  A  =  o   que 
donnerait  x  =  B. 

Si  A  était  négatif,  nous  poserions 

A  =  —  A',      B  —  B'  +  7r ,      x  =  x'  H-  t.  ; 
l'équation  proposée  devient 

x  =  A'  sin.r'  4-  B', 

de  sorte  que  nous  n'avons  à  considérer  que  des  valeurs 

Unies  et  positives  de  A. 

Premier  cas.    A  <^  i .  Le  coefficient  angulaire   de    la 

droite  (i)  est  plus  grand  que  i  ;  il  n'y  a  qu'une  racine. 

Je  pose 

B  =  k  it  4-  a  ; 

/.  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  a  étant  com- 
pris entre  o  et  77,  et 

F  (  x)  =  x  —  A  sin  x  —  B . 

En  substituant  Â  tt  et  [h -\- \)  n  dans  F  (x)  ,  on  trouve 
«1rs  résultats  de  signes  contraires;    l'unique  racine  est 
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donc  comprise  ainsi  que  B  entre  h~  et  [k  -+-  i)  iz.  B  sera 
une  première  valeur  approchée.  On  appliquera  ensuite  la 
méthode  de  Newton  ou  celle  des  approximations  succes- 
sives qui  réussit  ici  : 

.r,  =  A  sin  B  -+-  B , 

.r,  ==  A  sin.r,  -+-  B, 


Si  Ion  porte  la  valeur  de  xx  dans  x* ,  on  trouve 

r,  =  A  sin  (A  sin  B  +  B)  -f-  B. 

On  développe  le  sinus  et  on  introduit  sin(AsinB)  et 
cos  (ÀsinB)  que  l'on  remplace  par  les  premiers  termes 
de  leur  valeur  en  séries,  réductions  faites,  en  négligeant 
les  puissances  de  A  supérieures  à  la  seconde  on  obtient 

x  =  B  -I-  A  sin  B  -f-  -  A2  sin2  B. 

Voyez  d'ailleurs  Y  algèbre  de  M.  Bertrand  ,  iK  édition, 
page  4°4  et  la  Mécanique  de  M.  Duhamel,  2e  édition, 
tome  II,  page  66. 

Deuxième  cas.  A  =  i .  Si  de  plus  B  =  àtt,  il  y  a  une 
racine  triple  x  =  B. 

En  général,  il  y  a  une  racine  unique  comprise  entre 
B  —  i  et  B  -h  i , 

Troisième  cas.  A^>  i.  .r  est  compris  entre  A  +  B  et 
—  A  H-  B  ;  des  considérations  géométriques  simples  moll- 
irent que  : 

i°.   Le  nombre  de  racines  est  impair  ; 

2°.  La  courbe  (2)  est  formée  de  parties  qui  se  repro- 
duisent et  que  j'appelle  arcs  périodiques  ; 

3°.  Chaque  arc  périodique  complet  ne  peut  renfer- 
mer que  deux  intersections  situées  sur  le  même  demi-axe, 
lorsque  la  droite  (1)  ne  coupe  pas  Taxe  des  x  entre  les 
extrémités  de  l'arc  périodique: 
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4°.   Lare  périodique  complet  entre  les  extrémités  du- 
quel la  droite  (i)  coupe  l'axe  des  x  renferme  trois  inter- 
sections; 

5°.  Si  dans  chaque  demi-axe  périodique  contenant 
deux  intersections  on  mène  un  tangente  parallèle  à  la 
droite  (i),  le  point  de  contact  dont  l'abscisse  satisfait  à 
l'équation 

Acosx  =  i 

sépare  les  deux  intersections. 

Les  racines  seront  donc  facilement  séparées  et  comptées. 

Dans  le  cas  particulier  où  B==  A"77,  l'une  des  racines 
est  B;  les  autres,  prises  deux  à  deux,  ont  B  pour  moyenne 
arithmétique. 

Application  numérique. 

x  =  3,  i^i  sin.r  -+-  i  ,57. 

On  peut  encore  écrire 

jr 

x  =  x  sin  x  -\ 

2 

11  y  a  une  racine  positive  comprise  -  et  ~,  une  racine 

négative  égale  a et  une  autre  racine  négative  comprise 

entre  o  et  l'arc  qui  a  pour  cosinus  o,3i83,  c'est-à-dire 
7i»a7'. 

La  construction  graphique  montre  que  la  racine  posi- 
tive est  environ  2,7  ou  en  degrés  157°. 

Les  deux  racines  négatives  ont  sensiblement  pour 
moyenne  arithmétique  l'abscisse  du  point  de  contact  de 
la  tangente  qui  les  sépare  ou  710  27'.  L'une  des  racines 
étant  90  degrés,  l'autre  sera  sensiblement  52°  54'- 

11  reste  à  traduire  ces  arcs  en  nombre,  à  appliquer  la 
méthode  de  Newton  et  à  vérifier  le  résultat,  opérations 
faciles  sur  lesquelles  nous  11  insistons  pas. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  300 

(voir  p.  184); 

Par  M.   Gustave  MICHAUX, 

Élève  du  lycée  Charlcmarjne  (classe  de  M.  Rouché). 


Soit  AEFD  un  rectangle;  de  F  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire FG  sur  la  diagonale  DE  ;  par  G  on  mène  une  pa- 
rallèle au  côté  EF  rencontrant  le  côté  AE  en  C  et  une  pa- 
rallèle GB  au  côté  DF  rencontrant  AD  enB.  Faisons 


EF  =  m , 

DFr=  «, 

DE  =  d, 

EG 

CG  =  6, 

BG  =  c, 

DG=/, 

EG 

on  a 


h3  =  bcd,      d3  =  b3  -f-  c9  ,      d*  —  b*  — 


Vg 


(H.  Montucci  ,  professeur  au  lycée  Saint-Louis. ) 
Il  est  d'abord  facile  de  voir  que  les  divers  triangles  de 
la  iigurc  sont  tous  semblables.  En  effet  les  deux  triangles 


^' 

V 

g^y 

&/ 

■^  b 

// 
y 

c 

DFG,  EFG  sont  déjà  semblables  au  triangle  DFE,  puis- 
que la  ligne  FG  =  h  est  une  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  sur  l'hy- 
poténuse. D'un  autre  côté.,  le  triangle  GCE  est  aussi  sem- 
blable au  triangle  DEA ,  et  par  suite  à  son  égal  DFE. 
car  GC  est  parallèle  à  DA  :  de  même  le  triangle  DGP>  est 
semblable  au  triangle  DFA,  à  cause  du  parallélisme  des 
droites  GB,  EA.  On  voii  en  outre  quêtons  ces  triangles 
sont  rectangles. 
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Cela  posé,  il  est  aisé  de  démontrer  les  trois  relations 
en  question. 

1°.   h3  =  bcd. 

Le  triangle  DFE  donne  la  relation  connue 

*=fg. 
On  en  déduit,  en  multipliant  les  deux  membres  par  h  , 

*3  =fgft. 

Or  les  triangles  semblables  GEC,  DEA  donnent 

£  =  -, 

b        »/ 

d'où 

bd 

et ,  en  remplaçant , 


K  =  bdÊL. 

m 

Enfin ,  de  la 

si  mi 

litude  des  triangles  DBG,  FGE  résulte 

l'égalité 

c        h 

7  =  -' 

d'où 

m 

La  relation 

k=bd^ 
m 

se  réduit  ainsi  à 

lu  —  bcd. 

C.     Q.     F.    D 

2°.  dJ  = 

2 
b3    + 

i 
c3. 

L'égalité 

b        m 

(  38a 
établie  précédemment,  donne 


d  -  '"s 


d'où 


,2    n-2 


d-  = 


De  la  similitude  des  triangles  GEC,  GEF  résulte  aussi 
l'égalité 

S       m9 
d'où 

g  '  =  m  b . 

Remplaçant  g*  par  cette  valeur  dans  l'expression  de  a2, 
il  vient 

m3  b       m1 
b-  b 

On  aurait  de  même,  à  cause  de  la  similitude  des  triangles 
DBG,  DEA, 

d  _  n 
d'où 

d==nf   et    d,  =  n2il. 

c  c-     ' 

ou  bien  ,  à  cause  de  la  relation 

f       n 
(qui  résulte  de  la  similitude  des  triangles  DBG  ,  DFG) , 

n7"  c        n  ' 


Doik 


(  383  ) 
d'où  ,  en  extrayant  la  racine  cubique  des  deux  membres, 


Tj        57=0 


et  enfin ,  en  élevant  au  carré  les  deux  membres  , 


On  déduit  de  là 


m'  __  n2 


de  sorte  que  le  binôme 
peut  s'écrire  sous  la  forme 


ri 

m' 

ou 


ÎJb>+-Jb* 


car 

(P  =  nr  -+-  rf 
Mais 


M3 


don( 


t  t  d2         s/T-  /w3         3/T-  »*  3  /  bin3         3 1  m3        »/— 


Donc  enfin 


ou  bien 


i.        i        — 
rf3  =  63  +  c3 


C.     Q.     F.     D. 


(  384  ) 

3<\   d2—b'  —  c3  —  If  g. 

On  a,  d'après  le  théorème  de  Pythagore,  les  trois  équa- 
tions 

d-  =  m3  -+-  n3, 

l>-  =  g3  —  (  n  —  c)3  =  g2  —  (  ri1  -+-  c3  —  2  me ) , 

c3—f3  —  (m  —  b)3=f!  —  (m3 -h  b3—  imb). 

Retranchant  membre  à  membre  les  deux  dernières  équa- 
tions de  la  première,  il  vient 

cî1  —  b3  —  c1  =  m ''  ■+-  rr  —  g1  -\-  n3  -h  c3  —  2  ne  —  f3 
H-  nf-  -f-  b3  —  2  mb  ; 
d'ailleurs 

d=f-¥g, 
donc 

ou  ,  en  remplaçant , 

(p —  /;: —  c3=  2/»'+  in3—  d2-)-  7./g  H-  b3  -h  c3 —  inc  —  2  nb, 

ce  qui  donne,  toutes  réductions  faites, 

d3  —  b1  —  c-  =  m3  -+-  n3  —  mb  —  ne  +fg. 

Mais  nous  avons  vu  plus  haut  que 

,nb=ig3,      nb=f3; 
donc 

m3  —  mb  =  m3  —  g2  =  h3 ,      n2  —  ne  =  n3  — f3  =  h2, 

et  comme  A2  —  Jg->  ^  vient  enfin 

d3  —  b2  -  c3  =  Zfg. 

C.     Q.     F.     D. 
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SOLUTION  DE  LA  OPTION  319 

{voir  (ome  XV,  pa-,'o  s?   , 

Par  M.    P.   CHALLIOT, 
Élève  au  lycée  de  Versailles  (classe  de  M.  Vannson 


Deux  plans  P  et  P'  coupent  une  surface  suivant  deux 
courbes  I  et  I'  ;  la  projection  de  la  courbe  I  sur  le  plan  P 


sera  tangente  à  la  courbe  I'  au  point  où  la  trace  de  P  sur 
P'  pourra  couper  I',  si  les  coordonnées  de  ces  points  sa- 
tisfont à  1"  équation 

D,.F  =  o 

déduite  de  l'équation 

F  (.r ,  y ,  z  )  =  o 

de  la  surface  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  dont 
deux,  ceux  sur  lesquels  on  compte  les  x  et  les  )  ,  doivent 
être  dirigés  dans  le  plan  P'. 
La  condition 

I)...F  =  o, 

nécessaire  et  suffisante  pour  (pie  le  contael  dont  il  s'agit 
ait  lieu,  est  remplie  pour  les  surfaces  <h\  deuxième  ordre 
quand  P'  est  un  plan  principal.  (Dieu.) 

Ami.  de  Mathémat.,  t    X.V1    (Octobre  1857.  25 
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Soit 

F(*,  r,  «)  =  o 

l'équation  de  la  surface. 

Je  prends  le  plan  P'  pour  plan  des  x,y. 

L'équation  de  la  courbe  I'  s'obtiendra  en  faisant  z  =  o 
dans  l'équation  de  la  surface 

F(.r,j}  =  0. 

Soient  x',y',  o  les  coordonnées  d'un  des  points  m ,  où 
la  trace  xy  du  plan  P  sur  le  plan  P'  coupe  la  courbe  1  .  Le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente,  à  la  courbe  V  au 
point  m  sera 


Soit 


F,V,/ 


mx  -f  •  ny  -j-  p 


léquation  du  plan  P.  L'équation  de  la  projection  de  la 
courbe  I  sur  le  plan  P'  s'obtiendra  par  l'élimination  de  z 
entre  les  deux  équations 

F  (.r ,  y ,  z  )  =  o  ,  a  =  mx  +  ny  -+■  p . 

Pour  avoir  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  a 
cette  projection  au  point  /m,  appliquons  le  théorème  des 
fonctions  implicites,  on  aura 

F;.(*',/)  +  »/F;(.r',  v',  o) 


F'y(x',y')  +  nV[(x>,y',  o) 

Comme  par  hypothèse 

F  (.r',  ,)',  o)=  o, 

il  s'ensuit  que  a  =  a'.  Les  deux  tangentes  ayant  un  point 
commun  et  même  coefficient  angulaire,  coïncident. 
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Je  dis  en  second  lieu  que  la  condition 
f;  =:  O 

est  remplie  pour  les  surfaces  du  deuxième  ordre  quand 
P'  est  un  pian  principal. 

Je  rapporte  la  surface  à  ce  plan  et  à  une  droite  qui 
lui  soit  perpendiculaire.  L'équation  ne  devra  pas  conte- 
nir de  termes  en  z  ,  première  puissance.  Elle  sera  de  la 
forme 

A  .r-  -+-  A' y-  -+-  A"  z:  -+-  2  B  xy  ■+■  2  C  x  +  2  C  y  +  F  =  o . 
Prenant  la  dérivée  par  rapport  à  z  ,  j'aurai 

f;  =  2a"j, 

et  comme  le  point  de  contact  en  question  est  dans  le  plan 
des  x ,  y,  on  a 


dont 


z   =0. 
F'  =  0. 


Le  théorème  précédent  peut  se  vérifier  géométrique- 
ment pour  les  surfaces  du  second  ordre. 

Si  par  les  différents  points  de  la  section  principale 
P'  mm\  on  mène  des  parallèles  à  Taxe  des  z.  ces  droites 


z 

p_ 

~~\ 

/   V 

LA 

1 

I» 

■ 

m 

seront  perpendiculaires  au  plan  P'.  Toutes  ces  parallèles 

25. 
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forment  une  surface  cylindrique  tangente  à  la  surface  du 
deuxième  ordre.  Si  par  la  génératrice  mq  on  fait  passer 
un  plan  langent  à  la  surface  cylindrique ,  il  le  sera  en 
même  temps  à  la  surface  proposée.  Ce  plan  coupe  le  plan 
P'  suivant  une  tangente  mt'  à  la  courbe  I',  et  le  plan  P 
suivant  mt  tangente  à  I.  Or  la  projection  de  cette  dernière 
tangente  est  tangente  à  la  projection  de  I,  et  comme  mt 
est  dans  un  plan  qmt'  perpendiculaire  au  plan  P'.  elle  se 
projette  suivant  la  trace  mt' . 


TOPOGRAPHIE. 
DÉTERMINATION  D'UN  POINT  PAR  TROIS  AUTRES  POINTS  COMMIS; 

Par  M.   POUDRA. 


Ce  problème  dit  de  Pothenot  se  résout  ordinairement 
par  la  construction  de  trois  segments  de  cercle  capables 
des  angles  observés.  Celte  solution  n'est  pas  facile  à  em- 
ployer sur  le  terrain,  les  circonférences  à  décrire  sont  trop 
grandes.  \  oici  une  construction  qui  me  semble  plus  com- 
mode. 
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La  planchette  avant  été  placée  horizontalement,  on 
l'oriente  à  peu  près,  et  on  vise  avec  l'alidade  les  trois 
points  connus  A..B,  C:  on  obtient  trois  droites  Aba , 
BZ>e,  Cca.  Si  l'orientation  de  la  planchette  était  exacte, 
ces  trois  droites  se  couperaient  en  un  seul  et  même 
point  D  qui  serait  le  point  cherché.  Dans  le  cas  contraire, 
on  obtient  un  petit  triangle  d'erreur  abc  ;  on  change  alors 
un  peu  l'orientation  de  la  planchette,  et,  parle  même 
procédé,  on  obtient  alors  un  autre  petit  triangle  a'  b' c' . 

Si  l'on  décrivait  sur  AH  comme  corde  un  segment  ca- 
pable de  l'angle  A&B,  il  passerait  par  b  et  //.  Le  seg- 
ment sur  CB,  capable  de  l'angle  BcC,  passerait  par  c 
et  c'.  Enfin  le  segmeul  décrit  sur  AC ,  capable  de  l'angle 

AaC,  passerait  par  a  et  a ' .  Ces  trois  segments  se  cou- 
peraient en  un  seul  et  même  point  D  qui  serait  le  point 
cherché-,  mais  il  résulte  évidemment  de  cette  construc- 
tion que  non-seulement  les  petits  triangles  abc,  a' b' c' 
sont  semblables,  mais  que  les  triangles  Dab,  Dac,  Dbc 
sont  respectivement  semblables  aux  triangles  Da'ô', 
Urt'c'.  D  b' c' .  D  où  résulte  que  le  quadrilatère  Dabc  est 
semblable  au  quadrilatère  D  a  b' c' ,  et  comme  les  trois 
points  a,  b,  c  du  premier  sont  déterminés  de  position, 
ainsi  que  les  points  a\  b':  c'  du  second,  il  en  résulte  que  le 
point  D  commun  est  déterminé. 

Pour  l'obtenir,  on  élève  h  Aa  une  perpendiculaire  op 
égale  à  un  nombre  quelconque  de  lois  ab.  De  même  en 
a'  on  élève  à  A  a'  la  perpendiculaire  a'  p'  égale  au  même 
nombre  de  fois  a'  b' ,  puis  par  p  on  mène  une  parallèle  pq 
à  A  a  et  par  p'  une  parallèle  p'cjj  à  h! a.  Ces  deux  droites 
se  coupent  en  un  point  q.  et  la  droite  Aq  doit  contenir  le 
point  D  cherché.  On  trouverait  de  même  des  droites  !>!>  et 
CD  passant  par  ce  même  point  D.  Donc  il  esl  déterminé. 
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RESTIONS 


396.  Par  le  sommet  A  d'un  triangle  plan  ABC,  mener 
une  droite  telle,  que  les  perpendiculaires  BB',  CC  abais- 
sées respectivement  des  sommets  B  et  C  sur  cette  droite  . 
forment  deux  triangles  rectangles  ABB',  ACC  équiva- 
lents. 

397.  Discuter  la  courbe  du  cpuatrième  degré  donnée 
par  l'équation 

y  =  \jax  -+■  \jax  —  .r2 . 

(MoHTUCCI.  ) 

398.  Soient  donnés  un  tétraèdre  quelconque  abcd  el 
dans  son  intérieur  un  point  o  tel,  que  les  droites  oa, 
ob ,  oc  déterminent  un  angle  trirectangle;  je  prolonge  les 
droites  oa ,  ob ,  oc,  orl  jusqu'en  a',  b',  c',  <-/',  où  elles 
coupent  les  faces  opposées  aux  points  a,  b,  c,  cl.  On  a 


,nb        ob' I  \oc        oc' !  \od       od' 


Mamnheim.)  (*] 


(*)  Voici  la  rectification  d'un  énoncé  qui  n'a  pas  été  exactement   inséré 
en  février  i856. 

En  conservant  les  notations  employées,  on  doit  lire 


(ï+?y  (t-p)1  (;-*?)' 

Celte  dernière  partie  ci  le  théorème  sui  le  tétraèdre  que  je  viens  d'é- 
noncer sonl  complètement  analogues. 


(  $9*  ) 
399.  Les  données  restant  les  mêmes,  je  mène  par  le 
point  o  des  plans  parallèles  aux  faces  du  tétraèdre,  ces 
plans  déterminent  dans  chaque  angle  trièdre  des  parallé- 
lipipèdes  dont  je  désigne  les  volumes  par  P„,  P6,  Pc ,  P(/. 
On  a 

'  oa\2       iob\7       / oc\*       /odx 

?.) +  W  +  U)  =  U 

(Mannheim.) 
-iOO.  Soit  u  une  fonction  rationnelle  et  entière  du  de- 
gré n  d'un  nombre  quelconque  de  variables  x, y,  z,  etc., 
et  soient  du,  rf8u,...,  dn u  les  différentielles  successives 
qu'on  obtient,  mais  en  supposant  que  dx ,  é/v",  dz,  etc., 
sont  constantes  (*).  Formons  l'équation 

f  "  <7"  u  +  «r-1  rf"-'  «  4-  «  («  —  i)  f-2  <-ln~2  " 

H-  «  .  n  —  i  .  n  —  2   t"~3  r/""3  »  -+- .  .  . 

-f-  n  .n  —  î    n  —  2 ...  2 1 < lu 

->r  n.n  —  i . n  —  2    .  .  2 , 1  u  =  o . 

Formons  une  fonction  symétrique  quelconque  rationnelle 
et  entière  des  différences  des  racines  de  cette  équation  5  sa 
valeur  est  une  fonction  entière  des  coefficients  d"  u,  d"~l  u, 
d"'1  «,...,  du,  u,  et  par  conséquent  une  fonction  de  x,  y, 
.z,...,  dx,  dy,  dz;  sil'on  différentie  cette  dernière  fonc- 
tion en  traitant  dx,  dy,  dz ,...,  comme  des  constantes,  on 
trouve  un  résultat  identiquement  nul. 

(MlCHAEL  ROBERTS.) 

Note  du  Rédacteur. 
Exemple.   Soit 

ei 

u  =  ax2  H-  by-  H-  cz5, 
du  =  2  ( rtjrr/j:  -+-  ivrfy  +  czdz), 
d2  u  ~  2  [udx1  -f-  £"/>'2  +  cdz?), 

'      Uors  rfu  renferme  rfr,  ch,ds,diu  renferme  <£r*,  rfydx,  d>*;  etc.j 

ci  ,/"+1  =0. 
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L'équation  en  i  est 

Choisissons  pour  fonction  symétrique  la  somme  des 
carrés  des  différences  des  racines  ;  cette  somme  est 

4  (du''  —  iud7  u) 

„  T        ab  (-T.dy  — ydx*)  +  ac  (xdz  —  zdx)2  j 
[_-f-  bc  (ydz  —  zdy)'1 

différentiant  cette  valeur  en  regardant  dx ,  dj,  dz  comme 
constants,  le  résultat  est  identiquement  nul. 


NOTE  SIR  DEUX  QUESTIONS 

énoncées  p  .  109  , 

Par   M.    J.-Ch.    DUPAIN. 


Trouver  le  rayon  de  la  base  supérieure  d'un  tronc  de 
cône,  sachant  que  le  rayon  de  la  base  inférieure  égale  le 
rayon  R  d'une  sphère  donnée  et  que  le  volume  du  tronc  de 
cône  et  celui  de  la  sphère  sont  dans  un  rapport  donné  m. 

Enoncé  incomplet.  Au  lieu  de  sphère  donnée,  il  faut 
peut-être  lire  :  cône  donné  de  même  hauteur. 

L'équation  du  problème  rectifié  serait 

3 
Discussion.   m<^y>     racines    imaginaires.     Problème 

impossible. 

O  -n 

m  =  7-,  racines  égales;  X  = Pas  de  solution  di- 
recte. Solution  indirecte  en  imaginant  un  cône  droit  à 
base  circulaire  coupé  par  un   plan  parallèle  à  sa  base. 
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connue  dans  le  cas  du  tronc  de  cône  ordinaire ,  mais  de 
l'autre  côté  du  sommet  de  manière  à  figurer  deux  cônes 
opposés  par  le  sommet.  Le  plus  petit  de  ces  cônes  aurait 

pour  rayon  -  et  la  somme  des  deux  aurait  le  volume  de- 
mandé. 

i  ^>  m^>ji  racines  négatives.  Deux  solutions  indi- 
rectes. 

m  =  i,  une  racine  négative  et  une  racine  nulle.  Une 
solution  indirecte  et  une  solution  directe  donnant  un 
cône  proprement  dit. 


QUESTION  D'EXAMEN  (ÉCOLE  NAVALE 


Le  produit  de  quatre  nombres  entiers  consécutifs  ne 
peut  être  un  carré. 

Soit  (K+i)(n  +  2)(n+3)(«  +  4)  le  produit  con- 
sidéré. 
On  a 

(  n  -+-  i  )  [n  4-  4  )  =  ri1  4-  5/#  -H  4 
et 

(«  +  2)(«  +  3)  =  n-  -+-  5fi  4-  6  ; 
donc 

(«  +  2)(n  +  3)  =  («  +  i)(/(  +  /{)+2. 

D'ailleurs  (n  4-  i)  (/*  ■+•  4)  est  en  nombre  pair. 
En  posant 

(«h-  0(*  +  4)  =  2^> 

il  viendra 

(«  +  2)  (n  +3)=2/J+2  =  2(/>+   i), 

et,  par  suite, 

("4-  i)  («  4-  2)  [n  4-  3)  (  n  4-  .j       -  2/>  X  *(p  +  1) 

=  4/»(/»  +  >)• 
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Or  Le  produit  p(/;  +  i)  de  deux  nombres  entiers  consé- 
cutifs ne  peut  être  un  carré  ;  donc  il  en  est  de  même  de 

4 p  (p  -+- i)  ou  du  produit  n  (  n  -h  i)  (n  -f-  2)  (n  -f-  3)  de 
quatre  nombres  entiers  consécutifs.  G. 

Remarque.  En  admettant  ce  principe  que  :  si  p  est  un 
nombre  premier,  ily  a  au  moins  un  autre  nombre  premier 
compris  entre  p  et  2p,  il  est  clair  que  le  produit  i.2.3...« 
ne  peut  être  un  carré  ;  car  en  désignant  par  p  le  plus  grand 
nombre  premier  de  la  suite  1,  2,  3,...,  /i,  on  aura  n<^2p, 
et,  par  conséquent,  le  nombre  premier  p  n'entrera  qu'à 
la  première  puissance  dans  le  produit  1.2. 3...  n\  donc  ce 
produit  ne  sera  pas  un  carré.  G. 


RESOLUTION  EN  NOMBRES  ENTIERS  DE  L'ÉQUATION 

ax  —  br  =  1 , 
a  et  b  étant  des  nombres  premiers. 


Je  distingue  ces  deux  cas  :  a  =  2 ,  a~^>  2. 

i°.   a  =  2.   L'équation  à  résoudre  est 

2*  —  fr"  =  1 . 
On  en  tire  successivement  : 
2  (2*-i  —  ij  =rfer — .*  1  =  [b  —  1)  [br-1  +  br-*-\-...-\-  b  ■+■  i)j 

2*-1  —  1  =     ~    (  br-1  h-  ôr-5  -t- .  .  .  -+-  b  ■+-  1). 
2 

Celle  dernière  équation  montre  que 

doit  être  un  nombre  impair.   El   comme   le  nombre  des 
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ternies  de 

br->  H-  b'--  -+-...+  b  -f-  i 

est  j  et  qu  en  outre  le  nombre  premier  /;  est  impair,  il 
faut  que  y  soit  aussi  un  nombre  impair.  11  en  résulte  que 
b"  -f-  i  est  exactement  divisible  par  b  -f-  i  :  mais 

£•'   -+-  i  =  2*; 

donc  2*  est  divisible  par  Z>  +  i,  ce  qui  exige  que  b  -h  i 
soit  une  puissance  de  2,  c'est-à-dire  que  le  nombre  pre- 
mier b  ait  la  forme  in  —  i . 

En  divisant  par  b  -+-  i  les  deux  membres  de  l'équation 
proposée    . 

b-    +■  i  =  2* , 

elle  se  transforme  en  celle-ci  : 


/;  +  i         2" 

Or  £-,_1  —  Z;-1-2  -+-  b**3  -+-...+  b2  —  b  -+- 1  est  nécessai- 
rement un  nombre  impair,  puisque  b  et  y  sont  impairs; 
donc  il  faut  qu'on  ait 

2'-"=    I, 

d'où 

x  =  // , 
et,  par  suite , 

X  —  '• 

De  ce  qui  précède  ,  nous  concluons  que  1  équation  pio- 
posée 

t.1  —  b?  =  i 

n'a  aucune  solution  entière  si  le  nombre  premier  b  n'a 
pas  la  forme  2"  —  1 ,  et  que  si  b  a  cette  forme,  l'équation 
admet  une  solution  entière  et  une  seule  qui  est 

X  :=  n  ,        y  =  I, 


(  396  ) 
2".   a  ^>  2.   L'équation 

ox  —  b>  =  1 
donne 

a*  —  i  z=&  : 

mais  a1  —  1  est  un  nombre  pair:  donc 


D'ailleurs  by  est  exactement  divisible  par  a  —  1  ;  par  con- 
séquent (a  —  1)  est  une  puissance  de  2,  c'est-à-dire  que 
le  nombre  premier  a  doit  avoir  la  forme  2n-f-  1 .  Ces  deux 
conditions  étant  supposées  remplies ,  l'équation  proposée 
devient 

(  2"  -f-  1  )x  —  2-v  =  1  ; 

elle  est  vérifiée  par 

*  =  1 ,    y  =  "  ; 

il  reste  à  examiner  si  elle  peut  avoir  d  autres  solutions 
entières. 

Supposons  que  l'équation 

(2"  H-  1)*—  2/  =  1 
ou 

(  2"  -+■  I  jx  —  I  —  2V 

puisse  admettre  une  solution  entière  dans  laquelle  on  ait 
a:^>i,  la  valeur  correspondante  de  y  sera  évidemment 
plus  grande  que  n  ,  et  en  divisant  par  (2"  -h  1)  —  1  les 
deux  membres  de 

(2"  H-  i)1  —  1  =  2.', 

il  en  résultera  cette  nouvelle  équation 

2-' 

(  ?."  +  1  )*-  '  4-  (  2"  -+-  i)r-J+  .  .  .  4-  (2"  4-  1)4-1  =  —  =  =*>  ~"> 
don!  le  second  membre  scia  un   nombre  pair.  .11  en  sera 


(  397  ) 
de  même  du  premier,  et  il  faudra  que  X  soit  aussi  un 
nombre  pair.  Dans  ce  cas,  [in  -\-\)x  —  i  est  exactement 
divisible  par  (2"  +  i)+iou2  (a"-1  -+-  1).  Donc  2n~t-hi 
devra  diviser  2-r,  ce  qui  entraine  la  condition  n  =  1.  En 
supposant  quelle  soit  remplie,  l'équation  proposée  de- 
vient 

3*  —  1  =  2>      ou      2r  -f-  1  =  31 . 

On  voit  que  y  doit  être  impair,  puisque  1-  -j-  1  admet  le 
diviseur  3  ou  2  +  1.  En  effectuant  la  division  des  deux 
membres  par  2  -f-  1 ,  on  a 

2.'—'  —  2?"--  -f-  ar-'  —  o.v-i  -|- ...-)-  2-  —  2  +  i  =  3r-', 

d'où 

(2'-1—  1)—  (2/-3+  0  -4-  (ar-3  _  i)_.  .  .+  (?.'  _  1) 

—  (2+  1)  + r  =  3J-'. 

Mais  les  différences 

(ar-_  ,),  (2/-5-f-i),   (ar-*_  !),... 

sont  des  multiples  de  3,  donc  y  est  multiple  de  3  ;  et 
comme  x  est  pair,  on  pourra  poser 

y  —  Zy,      x=:2..v'(*): 
il  s  ensuivra 

3r'  —  1  =  23r'     ou     cf'  —  1  =  8.''. 

Cette  dernière  équation  n'admet  que  la  solution  en- 
tière 

x    =  I  ,       y'  =  I. 

En  effet,  x'  ne  peut  être  un  nombre  pair,  puisque  8' 

(*)  En  général ,  dans  l'équation 

l'inconnue  x  ne  peut  admettre  pour  valeur  cutioie  ,  différente  de  l'unit, 
qu'un  multiple  de  a ,  et  loute  valeur  entière  de  Y  plus  grande  que  l'unité 
esl  nécessairement  multiple  de  a-f-i. 


(  îy8  ) 

11  est  pas  divisible  par  y  ■+  1  ou  10.  Jl  est  de  même  impos- 
sible que  x'  soit  un  nombre  impair  plus  grand  que  l'unité. 
Car,  si  cela  était,  y'  sera  aussi  plus  grand  que  l'unité, 
et  en  divisant  par  8  les  deux  membres  de  o/ —  i  =  8-*', 
on  aurait 

9*'-  '  -h  9I,_;4- . . .  +  9  +  i  =  8-r'-'. 

égalité  qui  exprime  qu'un  nombre  impair 

9X'-'  +  91'-2  +-...+  9+1 

est  un  multiple  de  8.  Donc  la  seule  valeur  entière  que  x' 

puisse  avoir  est 

x'  =  i , 
d'où 

.)■'  =  i ,      x  —  2,     j=3. 

Au  résumé,   lorsque  le  nombre   premier  a   est  plus 
grand  que  2  ,  il  faut  pour  que  l'équation 

az  —  b?  =  i 

ait  une  solution  entière ,  que  b  =  2,  et  qu'en  outre  a  soit 
de  la  forme  2"  H-  i .  Quand  ces  deux  conditions  sont  rem- 
plies, l'équation  admettra  la  solution  entière 

x  =  i ,      y  =  n  ; 

et  elle  n'en  aura  pas  d'autre  si  n  est  différent  de  l'unité. 
Mais  si  n  =  i,  l'équation  admettra  les  deux  solutions 

.r  =  i ,     y  =  i       et       r  =  2 ,     j-  =  3. 


FORMULE  D'ABEL  (Fin  d'un  premier  article; 

(voir  page  S37). 


En  supposant 


(  399 
la  formule  (i)  (p.  237)  donne 


x"-'  —  m  (x  -+-  g)"'-'  h S ;  (x  4-  2g)'"-' 

1.2 


r 

(  2  )  /m  (  /w  —  1  )  (/;?  —  2  ) 


I 


36)- 


1.2.3  v 

q=w[.r  4-  (m  —  i)6]m-'  dz(a;  +  wê)"1-'. 


Si  dans  cette  dernière  on  remplace  x  par  x  +  6  et 
qu'on  change  les  signes  des  termes  de  l'équation  résul- 
tante, il  viendra 

o =— (x.  4-  6/"-'  -t-  m  [x  4-  2  gV»-'—  mv"~l)  !T  _u  3  g  m_, 

1  . 2      v 

'3H  ,   m  (jw— i)(«  —  a),_ 

+ T^3 ^■4"4°)      -••• 

dz  w  (x  +  mê  j"1-'  qz [x  -h  ( m  +  i) 6 ]»'-' . 
En  additionnant  les  égalités  (2)  et  (3)  ,  on  trouve 

(»i  + 1  )(x  4-  g  )m-'+  v J- —  (  x  4-  2  g  )"'-' 

±  (w  4-  1  )  [x  -+-  m  g  "—'  rp  [.r  4-  (w  4-  1  )  g]'" -' . 

En  faisant  le  même  calcul  sur  l'équation  (4),  on  trou- 
vera évidemment 

/             \  /           ,\             (m  ~\-  2)  (m  +  1  )  , 
o  =  .r"-1  —  (m  4-  2)  [x  4-  b)"—1 4- — [x  4-  2  g)'"— 


1.2.3 

=p  f/w  4-  2  )  [a? -h  (m  4-  i  )  g]""' ir:[.r  4-  ( m  4-  2) g ]"<-', 
et  ainsi  de  suite.  On  a  donc  généralement,  en  désignant 


(  4<»o  ) 

par  n  un  nombre  entier  quelconque  plus  grand  que  /// , 

n  [n  —  i )  . 
i  .  2 

(5)  n{n—  i)f>  —  a)  ,^_L 

T^3 (*  +  36)    +••- 

=p  «  [.r  -+-(«  —  i)  6  ]'"  ±  (*  -+-  »  6)'" ; 

ee  qui  établit  une  relation  entre  les  puissances  semblables 
des  ternies  d'une  progression  arithmétique  ,  en  admettant 
toutefois  que  le  nombre  de  ces  termes  surpasse  de  deux 
unités,  au  moins,  le  degré  de  la  puissance  qui  leur  est 
commune  (*). 
Si  l'on  pose 

,v  =  o     et     ê  =  i , 

F  équation  (5)  devient 

,  n  (  n  —  i  )  , 

o  =  nm  —  n  (ri  —  i  )"'  H (  n  —  2  '" 

I  .  2 

1.2.3 

formule  connue,  que  nous  n'avons  rappelée  ici  qu  afin  de 
montrer  qu'elle  est  implicitement  comprise  dans  la  for- 
mule d'Abel. 


(*)  Le  second  membre  de  l'équation  (  5  )  est,  au  signe  près,  la  diffé- 
rence n'«m«' de  la  fonction*"'  dans  laquelle  on  donne  à  la  variable  des 
accroissements  successifs  égaux  à  S.  Or  on  suppose  n  >  m  ,  donc  cette  dif- 
férence doit  être  nulle  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  de  S. 

(i. 


4oi  ) 
QUESTIONS 


10 1.  On  projette  un  point  d'une  ellipse  sur  ses  deux 
axes-  démontrer  que  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint 
les  deux  projections  est  la  développée  d'une  ellipse. 

Même  question  pour  l'hvperbole. 

402.  On  projette  orthogonalemcnt  un  point  d'un  ellip- 
soïde sur  ses  trois  plans  principaux  5  trouver  l'enveloppe 
du  plan  qui  passe  par  les  trois  points. 

Même  question  pour  les  deux  hypefboloïdés. 

403.  Ecrire  1  équation  d'un  faisceau  de  surfaces  qui 
passent  par  le  point  [x',y'.  z')  et  par  l'intersection  des 
deux  surfaces 

f.r,j,z)=o,      ?  (x,  y,  3)  =  o. 

i04.  Deux  points  matériels  parcourent  d'un  mouve- 
ment uniforme,  avec  des  vitesses  données  en  grandeur 
et  en  direction,  deux  droites  situées  dans  l'espace;  trouver 
l'équation  de  la  surface  décrite  par  la  droite  variable  qui 
passe  par  deux  positions  simultanées  des  points  maté- 
riels. 

KK5.   Etant  donnée  l'équation 

,-■  +  ya  _  3=1  _  3.rvs)  (.r'-1  -4-  y"  -(-  z'5  —  3.r' y'  z) 
=  X  J-f-  Y3  4-Z—  3XYZ, 

comment  trouver  Jps  valeurs  de  X,  Y,  Z  en  fonction  de 

.T  ,  7,  Z,  X',j',  z' .  (  MlCHAEL    RoBERTS.  ) 

406.   Soient 

U,  =  o ,      U3  =  o ,      U3  =  o 

les  équations  rendues  homogènes  de  trois  cercles,  l'équ-a- 

Ann.    de  Maihcmnt..  t.  XVI.  (Novembre  i8ri7.1  2^ 


(     402    )j 

lion  du  cet cle  qui  coupe  ces  i rois  cercles  à  angle  droil 
donnée  par  celle  relation 


r/U, 

r/U, 

r/U, 

dx 

dy 

~dT 

d\]2 

r/U2 

r/U5 

17 

dx 

dz 

f/u3 

dTJ3 

r/U, 

dx 

dy 

dz 

(Rév.  George  Salmon.  ) 
Observation.  On  rend  une  équation  homogène  en  rem- 


plaçant x .  y  par  '->  -5  et  on  fait  finalement  z  =  i .  - 

X  a  a/      X  -.         T 


/U, 
r/x 


r/U, 


est  la  dérivée  de  Uj  par  rapport  à  x-,  de  même  -7—  »  etc 
Les  barres  désignent  un  déterminant. 

407.  Etant  données  deux  coniques  dans  un  même 
plan,  le  lieu  d'un  point  tel,  que  les  quatre  tangentes  me- 
nées de  ce  point  aux  quatre  coniques  forment  un  faisceau 
harmonique  est  une  conique.    (Rév.  George  Salmon.  ) 

408.  On  a  identiquement 


1      1 

1       1  -f-ri. 


I 

I 

I 

1 
I 

1  +  fl, 

1       1 

I 

-H 

=  r/,  r/!t 


et  en  gênera 


1  1 

1  1  -f-a, 
1  1 

1  1      1 


1 .  .  . 

-+■  «.. 
1  +  rz3 


H-rtn 


=  n,  (7,  «, 


fl„ 


(  4u3  ) 
4<>'>.   On  a  identiquement 


|   i  -+-«1     i 
i      i  +  at 

i       i-i-a,      i 

i  i       1  -4-  a 


—  a,  -J-  a,  -4-  «,  n~ , 


a,  «j  -f-  a,  flj  4-  «.«t  -4-  o,  /7, a3 


et  en  général 


i  -t-rt,      i  •  •  •  i 

I        1-4- rt5.  .  .        i 


i  i  .  .  .      i  -f-  an 

=  û,  o3.  .  .  an  -f-  rt,  «j.  .  .  /7„  -H  .  .  .  -f-  tf,  «o  ff5 .  .  .  «n- 

410.  Si  l'on  désigne  par  D  le  déterminant 

cos/?au  cos(«  —  i)a„  cos(«  —  2)a0...  cosoa„ 
COS/îa,  COs(/i — l)a,  COS  (/2  —  2)  a,...  cosoa, 
COS«a2      cos(« — l)a,      cos(«  —  2)a2...      COSOa2 

cos«a„     cos(/2  —  1)  a„     eos(« —  2)a„...      cosoa,, 

et  parD,  e    déterminant 

fOS"a0  COS"—  'a„  cos"-,a0.,.  cos"  a„ 
COS"ai  cos""'a,  cos"-:!a, ...  cos"a, 
cos"a,      c0Sn-laj      cos"~2x, .  .  .       cos"a2 


cos''an      cos"-l«„      cos"- 2a„...      cos0a„ 


n(n—  1) 

D  =  2      J      D,. 


Prothet.) 

26. 


(  M  ) 
41  I,   Si  l'on  désigne  par  Da  le  déterminant 

siîi  (n  +  i)a(      sin  n  a, .  .  .  si  ri  ■/.„ 

sin(«-r-i)al      sin//*,...  sin -y, 

sin(«H-i)aa     sin /?«,...  sin  a, 

sin  (// 4- i)  a„     sin/?a„...  sin  a,, 

n  !  n-+- 1  ) 


D,  =  2      2       sin  a0  sin  a, .    .  sin  a„  D,. 

(  Prochet.  ) 

412.     En    adoptant    la    notation     bien     commode     do 
M.  Cavley,  posons  l'équation 

{a,  b,  c,  d,  e,  f,  g,  .     .)(x,  i)"  =  o 

dont  les  racines  sont  .r, ,  a?2/,  .r3,...,  x„.  Démontrer  les 
formules  suivantes 

2  a{  1  (,r,  —  x2  Y  (  .z,  —  x% )'  =  «'  («  —  i  )  (  h  —  2 

x  I  «5  (  £2  —  <™):  +  "  "7    «2  (  œ  —  4 w  -*- 3  «*)  !  > 

6«nI  (x,  — .r,)2(.r,  —  xzy{xx  —  .rty  =  n?  (n  —  i)  (n  —  2) 

*«  (//  —  3)  (  £;-  acy  +  -  («'  ~  5  n  H-  8)  «'  (//—  «c) 
I  X  (  ne  —  /\bd-{-3  c-  ) 

X  { (  7  n  —  1 5  )  a  "  (  «r/2  4-  ehr  4-  c3  —  2  /W  —  r/f  e  ) 

I  (*  — 3H;/  — 4K«  — 5)a« 
j  6o 

\  X(ag+  \5ec—  \o  d'  —  6  bf) . 

II  est  très-digne  de  remarque  que  la  quantité 

as  4   i5ec  —  lorf1  —  (i.V 


(  4o5  ) 
est  un  invariant  pour  lés  fonctions  homogènes  à  deux  va- 
riables du  sixième  degré. 

(MlCHAEL   ROBEKT?.) 

Note  du  Rédacteur.  La  fonction  homogène  à  deux 
variables  de  degré  n  peut  évidemment  s'écrire  sous  la 
forme 

n  .  n  —  i 
tiç  jc"  -+-  na,  xn~xy  H —  «5  x"     y 

n.n  —  i . n  —  2 

-\ 0 a3 .}•-'■  y*  -+-...+  nan_x  xya~{  +  a„  v"  =  F. 

1.2.3 

C'est  eette  forme  que  M.  Cayley  représente  dune  manière 
si  expressive  et  si  mnémonique  par 

(tf„,  «,,«,,  «:,...,  n„)   [x,  jr)n. 

Si  l'on  fait 

y  =  I> 

on  a  une  expression  à  une  variable;  le  révérend  M.   Ro- 
berts  a  remplacé  a0 ,  at ,  «2 ,  etc. ,  ])ar  a  ,  h ,  c,  /7. 

Covariants  et  invariants. 

Si  dans  la  fonction  F  on  remplace  a:  par  X.r  -f-  y.j  et  y 
par  A'x  4- ^' y,  il  est  clair  que  la  fonction  garde  encore 
la  forme 

où  les  a'  sont  des  fonctions  des  a  et  des  quatre  constantes 
À.  a,  X',^'. 
Soient 

tp  (rt0,  <•/,.<•/.,...,  <7„,   .r,  y) 

une  fonction  quelconque  des  a  et  de  x^y,  et 

l.i  fonction  analogue  ''ii  a'  et  .r  -  y  ;  mais  1rs  a   étant  dc> 


(  4o6  i 
fonctions  des  a,  il  s'ensuit  que  cette  dernière  fonction  es-l 
aussi  une  fonction  des  a.  Si  la  fonction  <p  est  prise  de  telle 
manière  que  l'on  ait  l'identité 

=  (  Xp'  —  Xpp  ?  {a\,  a\ ,«;,... ,  «'„,  ^. ,  y  ), 

où  p  est  un  nombre  entier  positif,  alors  la  fonction  <p  est 
dite  covariant  de  F.  Si  l'on  avait  simplement  la  fonction 

[<g(at,  alt  a,,. . .  ,aa) 

sans  x  et  sans  y  et  qu'on   ait  l'identité 

<f(al),ai,ai,...nn=  (if*'  —  V  p.>"  cp  («'u,  «',,«',,.    .  ,  a 

alors  <p  est  un  invariant  de  la  fonction  F. 

Exemple.  Soit 

«  =  3 , 

F  =  «0 .r3  4-  3fl,  .r'j  -f-  3  f/..  .rv'  -+-  a,J  ' 

X  =  i,     ).,  =  o,     [*(==i; 
on  trouve 

«0  ==  ««, 

<•/'.  =  ^2  -f-  2  a,  y.  -f-  «u  p: , 

a'3  —  a3  -4-  3 rt2  [/  +  3  a,  tx:  4-  a,  a-. 
Prenons 

»  =  («J  —  a„ a3)  x-  -f-  ; a,  flj  —  a„  a3  j  xy  -\-  {a\  —  a,  a3)t: ;. 

désignons  par  4>  la  fonction  analogue  en  a'  ;  si  l'on  v  rem- 
place ensuite  les  a'  par  leurs  valeurs  en  a.  on  trouve 

p  =r  o  ,      et      œ  =  <I>. 

Celte  fonction  y  jouit  donc  de  la  propriété  qui  la  rend 
un  covarianl  de  F. 


•    (  4o7  ) 
Soit 

Il  =  2, 

alors 

F  =  au  x3  4-  '2  a,  x/  -+-  «  jj    ; 

alors 

fl'6  =  rt„V  +  2(1,  XV  -f-  rtjX'% 

a',  =  a0  Xfx  +  a,  (  Xf/  -f-  V  p  )  +  a  2  V  //, 
«',  r=  <f0  a'  -f-  2«|  fitx'  H-  «,{*". 

Prenons 

<p  =  a'  —  «,«,, 
sans  X^y\  alors 

et  remplaçant  les  «'  par  leurs  valeurs  en  a  ,  on  trouve 

*  =  (V  —  p.V)-<p, 

et  y  est  un  invariant  de  F}  si 

Àfx'  —  pu'  =  i  ; 
alors 

'I-  =  tf 

(  fo/r  la  Note  de  M.  'Combescure,  p.  nj'S  de  la  Théorie 
des  déterminants). 


SOLUTION  GEOMETRIQUE  OE   LA  QUESTION  377  (IIARMSON) 

fOil  [i    179  , 

Pau  M.   E.   DE  JOiNQUIÈRES. 


Pour  abréger,  je  ne  répète  pas  renoncé  qui  est  assez 
long, 

i°.  Je  vais  prouver  que  les  droites  AH,  A,  B1}AS  Bj,etc, 
concourent  en  un  même  point  y:  que  les  droites  A*" 


À,  Cj ,  As  C-2 ,  etc.,  concourent  en  un  même  point ]3,  et 
enfin  que  les  droites  BC ,  BiCt,  15s  (^s ,  etc.,  concourent 
en  un  même  point  a. 


Les  Jeux  triangles  BA,  B2  et  ABJ  As  sont  homologiques 
[>arce  que  leurs  côtés  se  coupent  deux  à  deux  en  trois 
points  C  ,  O,  Cj  situés  en  ligne  droite,  savoir  : 

BA!  et  AB,  en  C;  BB2  et  AA2  en  O,  point  de  concours 
des  trois  hauteurs  du  triangle  ABC;  et  B2  A,  et  B,  A, 
en  Ci. 

Donc  (Géo'ii.  stip.,  n°  366")  leurs  sommets  se  trou- 
vent deux  à  deux  sur  trois  droites  AB  ,  A,B,.  A.  B,  qui 
passent  par  un  même  point  y. 

On  prouverait  de  même  que  A3 ,  B3  passe  par  le  point 
en  considérant  !<■*  triangles  homolpgiques  B,  A.  1»,  el 
\,  15,  A3 ,  et  ainsi  d<-  suite. 
Même  démonstration  à  l'égard  des  deux  autres  systèmes 
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de  droites  AC,    Aj  C, ,  ASC3,    etc.,    et    BC,    Bj  C, , 
BjCs  ,  etc. 

2°.  Les  triangles  ABC,  A,B,Ci  sont  homologiques. 
Done  les  trois  points  de  concours  de  leurs  cotés  homo- 
logues sont  en  ligne  droite,  ces  points  sont  a,  (3  ,  et  y. 
(Géom.  su/).,  n"  365). 

3°.  Considérons  le  quadrilatère  ABOC.  Les  points  At. 
Bi ,  C!  sont  respectivement  les  points  de  concours  de  ses 
deux  diagonales  el  de  ses  côtés  opposés.  Donc  les  deux 
diagonales  A,A  et  AjC  sont  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  droites  A,Bj,  A^,  (Géom.  sup., 
n°  346).  Or  les  deux  diagonales  sont  rectangulaires 5 
donc  At  A  bissecte  l'angle  B]  At  C!  (Géom.  sup.,  n°  80). 

Mais  cette  propriété  ne  s'étend  pas  aux  autres  angles 
tels  que  B2  A,  C? ,  etc. 

Car  si  l'on  considère  le  quadrilatère  AtB,  OCi,  on 
aura  pareillement  A2  Aj  et  A,  Bj  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  à  A»  B2  et  A2  C2.  Done  si  A2At  bisseetail 
1  angle  B2  AC2 ,  A2  B,  serait  perpendiculaire  sur  A*  A, 
(Géom.  sup.,  n°  80),  autrement  dit  les  droites  A2a  et 
A, a  seraient  parallèles,  ce  qui  n'a  pas  lieu  en  général. 

JYote  du  Rédacteur.  On  peut  considérer  OA ,  OB,  OC 
eomme  les  projections  des  arêtes  d'un  angle  trièdre  et 
ABC,  A,B,C!  comme  les  projections  des  deux  sections 
triangulaires  faites  dans  le  trièdre;  dès  lors  les  propriétés 
géométriques  des  points  x,  (3,  y  deviennent  intuitives: 
moyen  de  démonstration  indiqué  par  M.  Briancbon  de- 
puis nombre  d'années.  L'erreur  signalée  ici  existe  dans 
le  texte  anglais  que  j'ai  copié  de  confiance:  il  reste  à  dé- 
montrer la  partie  analytique,  la  partie  essentielle  du 
théorème. 

Prochainement  une  solution  complète  |>;n  M.  Richard 
'!  <  K.uiH'udi . 
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4STR0N0MIE. 

Sur  la  théorie  du  double  mouvement  des  planètes  de  Jean  Ikniuulli  ; 

D'après  M.   W.   HARTWIG. 


Astr.  Nach.,i.  XLI,  n»  y68;  1855. 


Jean  Bernoulli  est  le  premier  qui  ait  déduil  le  doubl< 
mouvement  de  révolution  et  de  rotation  des  planètes  d'un 
choc  dont  la  direction  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gra- 
vité (Opéra  omn.,  t.iV,  p.  282  5  ij^i).  Il  est  aussi  le  pre- 
mier qui  ait  donné  une  idée  nette  de  l'orbite  cycloïdale  des 
molécules  d'un  mobile  solide ,  et  il  fait  observer  que  dans 
le  plan  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  et  la  direction 
de  la  force  impulsive,  le  centre  spontané  de  rotation  dé- 
crit une  cycloïde  ordinaire  5  c'est  un  cercle  de  rayon  égal 
a  la  distance  de  ce  centre  au  centre  de  gravité  et  qui  roule 
sur  une  droite  parallèle  à  la  direction  d'impulsion.  Les 
autres  points  décrivent  des  cycloïdes  raccourcies  ou  ral- 
lo âgées.  Voici  ses  paroles  : 

Hoc  sane  futuruin  prœuideo,  ut  more  projectilium  (a 
quorum  eravitate  abstrahitur)  centrum  gravitatis  C  ])ro- 
tinus  incipiat  moveri secundum  direct ionem  rectdineam, 
m  qua  tune  reperitur,  etquidem  celeritate  uniformi.  sicuti 
juin  dudum  démonstration  est  $  atque  îta3  perseveranti 
rotatione,  singtda  relicta  puncta  describent  curvas  cy- 
cloïdales,  inter  quas  illa  quœ  ab  ipso  puucto  i)  descri- 
bitur,  est  ejeloïs  ordinaria  Hugeniana,  habens  pro  tan- 
gente initinliipsain  BA$  cœterœveroomnes  suntn  cloutes 
rcl  contracta-,  vel  protractœ prout  à  puncto  C  vel  plus 
vel  minus  distant  quant  punclum  13  (p.  2jp). 

\\  esl  !<•  centre  spontané  de  rotation  et   \  est  le  pied  <l< 
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la  perpendiculaire  abaissée  de  B  sur  la  direction  de  la 
force  impulsive. 

Ce  sont  ces  mouvements  que  M.  Poinsot  a  figurés  par 
deux  cônes  roulant  l'un  sur  l'autre. 

Bernoulli  n'a  considéré  parmi  les  planètes  que  la  Terre, 
Mars,  Jupiter  et  la  Lune;  Schubert,  dans  sou  Traité 
d'Astronomie  théorique  (t.  III,  1822)  a  fait  le  même 
calcul  en  ajoutant  "S  émis  et  Saturne. 

La  Table  suivante  contient  les  valeurs  selon  M.  Hart- 
wig,  Bernoulli  et  Schubert. 

C  =  centre  de  gravité  qu'on  prend  pour  centre  de  la 
plauète  supposée  sphérique  \ 

B  =  centre  d'oscillation  ; 

A  =  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  B  sur  la  di- 
rection de  la  force  impulsive. 

Les  distances  sont  exprimées  en  parties  du  demi-dia- 
mèlre  de  chaque  planète. 


Vénus . 

Terre.  . 
Mars.  . 
Jupiter 
Saturne 


CA 


O,0OÔ:'.  ;     — 


o,oo6oq5 : 


.64 


20,3 

55 
0,3-7674   --^ 


',  i 


1 1  2 

0,38754  =-^5 


CERNO 

JEU. 

CB 

CA 

cr. 

- 

65 ,7o5j 

1 
io5 

60 

io5,5o9 

1 
T7s 

&4 

1  ,061  ;.i 

19 

■  1 
10 

! ,0101 I 

sem  iseut. 


CA 


0,005  KïS  : 


— =     60    o,oo6ioS  = 


,96 


h;; 


0,00  :S|I<J  =  -TTT 

...  164736=-^ 
0,43848/  =  ^ 


CB 


78,3o3  -m 

65, 48498 

105,09380 

1,096684 


On  ne  «Km  ouvre  dans  cette  Table  aucune  marche  ré- 
gulière.  Il   11  en  esl  pas  de  raêm<    en  prenant  une  uniu 
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commune  pour  toutes  ces  planètes  .  par  exemple  le  rayon 
de  la   1er  le:  alors  on  a  le  tableau  suivant  : 

CB 

/  Venus 75,3885 

ILa  Terre.  ..  65,7o53 

Mars 54,7589 

(Jupiter.  ...  11  ,9498 

Saturne  ...  9,3236 

On  voit  que  CB  diminue  lorsque  la  distance  au  Soleil 
augmente.  On  ne  connaît  qu'imparfaitement  la  durée  de 
la  rotation  de  Mercure;  en  admettant  24''  5n\  on  trouve 

CB  =  106,260, 

ce  qui  s'accorde  avec  la  règle  des  distances. 

\I.  Hartwig  n'a  pu  parvenir  à  une  équation  simple 
entre  ces  valeurs  et  la  distance,  il  n'est  parvenu  qu  à  cette 
relation  transcendante 

y  =  a+  bc~s, 
où  x  est  la  distancerait  Soleil  et  y=  CB. 
/  a  =     10, 3406 , 
15  )  h  =  109,9662, 

'    c  =        I  ,963g3. 

D'après  cette  formule,  prenant  toujours  le  rayon  ler- 
1  eslre  pour  unité  .  on  a 

CB 

/   Venus 77  ,3397 

La  Terre.  ..      66,8336 

{  Mars 49<66i g 

Jupiter. .  . .      i3  ,6î3o 

Saturne ...      ro,5i65 

i  11  calculant  les  valeurs  extrêmes  que  peut  avoir  CB, 
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Maximum.  Minimum. 

Vénus    .       .      o,5,q<>-5  -j  1,8730 

LaTerre    ..      66,8181  69,6110 

I»                   !   Mars 6o,i253  49^7'^* 

Jupiter..  ..      i2,53q8  11,8874 

Saturne...        0,86770  8,8i338 

iVIars  présente  le  plus  grand  intervalle,  c'est  aussi  i;; 
planète  qui  présente  la  plus  grande  erreur  dans  ! 
Table  (C)  :  niais  celte  valeur  dans  (Cl  s'accorde  presque 
avec  le  minimum  dans  (D)  ;  on  voit  que  chaque  maximum 
est  plus  petit  que  le  minimum  de  la  valeur  précédente: 
si  1  on  voulait  en  tirer  une  conclusion  pour  Uranus,  Ci) 
pour  cette  planète  devrait  être  au-dessus  de  8 . 8 t 3 3 8 .  et, 
par  conséquent,  la  durée  de  sa  rotation  moindre  que 
i3h  i5m:  ou  aurait  donc  une  limite  supérieure,  troisième 
exemple  de  la  rotation  rapide  des  planètes  situées  au  delà 
de  .Mars. 

Bernoulli  fait  déjà  la  remarque  que  le  centre  d  oscilla- 
tion B  de  la  Terre  tombe  dans  le  voisinage  de  l'orbite  de 
la  Lune. 

Videmus  hinc ,  punclum  B  taux  procul  a  Terra  exîstere. 
ut  BC  sit  ■=  circiter  60  diametris  (*)  Terres ,•  nique  adeo 
pertinsal  xisque  ad  regionexn  Lunœ.  Quod  an  sit  inter 
raro  contingent/a  numerandum,  an  vero  ex  necessilate 
aliqxia  physica,  effcctui  Lunœ  attribuendœ,  consequatur 
de  eo  dispiciant  physici.  Forlassis  repaient  aliquam  ra~ 
tionem  a  molu  et  distantia  Lunœ  repetendam,  cur  mo- 
tus annuus  et  diurnus  Terra*  vain  inter  se  liabeant  re- 
lationcm  quam  habent  •  ita  ut  aliam  habere  non  possinf 
(p.  283). 

*     Lisez  semi-diametrit. 
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Ainsi  Bernoulli  soupçonne  qu'il  existe  une  cause  pi 
sique  de  relie  coïncidence  <lu  centre  d'oscillation  de  la 

Tore  avec  l'orbite  lunaire.  Schubert  va  plus  loin. 

11  dit  :  '(  Le  phénomène  le  plus  surprenant  est  celui 
»  que  présentent  les  centres  d'oscillation  de  la  Terre  ci 
»  de  la  Lune.  Relativement  à  la  Lune,  la  distance  ;r(CB) 
»  est  220,9  demi-diamètres  de  la  Lune,  ce  qui  fait 
1  0,27293  X  220,9  ou  ^  Peu  Pr^s  soixante  demi-diamè- 
»  très  de  la  Terre.  Le  centre  d'oscillation  de  la  Lune 
»  coïncide  donc  exactement  avec  le  centre  de  la  Terre: 
»  celui  de  la  Terre  tombe  un  peu  au  delà  de  la  Lune , 
»  x  (  CB)  étant  soixante-cinq  demi-diamètres  de  la  Terre. 
»  Cette  harmonie  frappante  parait  indiquer  un  nouveau 
>  lien  qui  réunit  ces  deux  corps,  et  il  est  possible  quelle 
»  répande  un  nouveau  jour  sur  cette  partie  de  lastrono- 
»   mie  physique.    » 

M.  Hartwig  fait  observer  que  relativement  à  la  Lune 
la  coïncidence  est  une  conséquence  de  ce  que  la  durée  de 
son  mouvement  de  rotation  est  égale  à  celle  de  son  mou- 
vement de  révolution  autour  de  la  Teixe.  En  effet,  si.it  a 
la  distance  de  la  Lune  à  la  Terre,  exprimée  en  demi-dia- 
mètres de  la  Lune;  rie  demi-diamètre  de  la  Lune,  expri- 
mée en  demi-diamètres  de  la  Terre  ;  7r  la  parallaxe  solaire; 
T  la  durée  du  mouvement  de  rotation  ;  T  la  durée  du 
mouvement  de  révolution.  On  trouve 

1      a  t 
sin  T?  r  T 

exprimée  en  demi-diamètres  de  la  Lune;  ou  en  rapportant 
tout  au  demi-diamètre  de  l'orbite 


CB  =  T 


7  =  T, 
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donc 

CB  =  i; 

le  centre  d'oscillation  de  la  Lime  doit  donc  coïncider 
avec  le  centre  de  l'orbite  qui  est  celui  de  la  Terre.  Si. 
comme  il  parait  vraisemblable,  les  durées  des  deux  mou- 
vements des  satellites  de  Jupiter  coïncident ,  il  faut  que  le 
centre  d'oscillation  de  chacun  coïncide  avec  le  centre  de 
Jupiter.  M.  Poinsot  fait  deux  objections  à  la  théorie  de 
Bernoulli.  D'abord  il  est  trop  spécial  de  n'admettre  qu'une 
seule  force;  ensuite  cette  force  a  dû  être  parallèle  à  l'é- 
(juateur  de  la  planète  et  aussi  à  la  tangente  menée  à  1  or- 
bite par  le  lieu  de  la  planète ,  et  les  seuls  points  où  la  tan- 
gente est  parallèle  au  plan  de  l'équateur  sont  l'aphélie  et 
le  périhélie.  Il  faut  donc  que  la  planète  se  soit  trouvée 
primitivement  à  l'un  de  ces  points  et  que  le  choc  fui  per- 
pendiculaire à  la  ligue  des  absides.  On  peut  répondre 
que  cela  suppose  que  1" intersection  de  l'équateur  avec 
le  plan  de  l'orbite  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des 
absides;  rien  n'oblige  à  admettre  cette  supposition,  et 
alors  le  parallélisme  de  la  tangente  à  l 'orbite  avec  le  plan 
de  l'équateur  peut  avoir  lieu  hors  de  l'aphélie  et  du  pé- 
rihélie ;  quant  à  la  force  unique  .  rien  n'empêche  que  1  on 
ne  recherche  quelle  devait  être  la  force  unique  pour  pro- 
duire le  double  mouvement  observé. 

Laplace  semble  admettre  l'hypothèse  de  Bernoulli 
[Mécanique  céleste,  t.  Ier,  chap.  VII,  §  29,  et  Exposition 
fin  système  du  monde,  livre  III.  cliap.  V). 
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NOTE  SIR  LA  QUESTION  350  (WRONSKI) 

"ilr  p.  »8)  ; 

Par   M.   Ance  LE  TAUNÉAC. 


L'énoncé  de  cette  question,  tel  qu'on  le  lit  à  la  page  s>-4$. 
n'est  peut-être  ni  très-clair  ni  très-exact.  On  pourrait,  je 

pense,  le  modifier  ainsi  : 

Étant  (humée  une  équation 

x"  4-  «,  .r"-'  4-  a2  .r"---+-  .  .  .  4-  .'/„_,  .z  -f-  an  =  o 

^Oftif  /e5  racines  sont  x, ,  x2 ,  x3, Xn,  calculer  Injonc- 
tion homogène  de  degré,  p  : 

b, = 2<- *«■■*••... «s*  *  • 

Cela  posé ,  la  solution  de  M.  Brioschi  peut  rire  sim- 
plifiée et  abrégée  de  la  manière  suivante  : 

La  fonction  homogène  13,,  est  évidemment  leroeHicient 
<le  z'1  dans  le  produit  des  n  séries 

i  4-  x,  z  4-  x\  s2  -f-  x]  z3  H- .  .  .  , 
i  -+-  .r,  ;+j;jz!  +  a?J  z:i  -H  •  •  •  •> 


i  -H  .-»■„  i  +  -r*  z1  4-  j?i  z'1  4-  ... . 

D'ailleurs,  pourvu  que  le  module  de  la  variable  z  soit  suf- 
fisamment petit ,  ees  séries  ont  pour  sommes  respective- 
ment 

i  i  i 

I   —  X,  Z  I  X-,  z  l   —  X,  z 


(")  Cette  fonction  B    est  celle  que  Wronski  .\  désignée  par  la  lettre  hé- 
braïque aloph. 
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donc 

(1)  ; n *—: ; =  i  -4-  B, *-+-...  -f-  B^  zP+..  .. 

K    '    (l  —  Xxz)  (l  —  X,z)  ...  (i   —  Xnz)  ' 

Mais  évidemment 

(2)  (1  —  x,  z)  (l  —  x2z).  ..  (1  —  x„z)  =.  1  -\-  a,z  H-  ff2z5  -4-.  .  . -+-  anz"; 

donc 

[3)  l  =  (l  4-B,  z  ■+■.  .  .+  BrzP  -h...)(i  4-  rt,  7.  4-  n,ï  +...+  *„  a"). 

Cette  dernière  relation  donne  d'abord 

10  =  B,  4-  <7,  , 
o  =  B24-  B,«,  4- «2, 
o  =  B,  4-  B;  a,  4-  B,  a,  4-  «-. , 


'    o  =  B„  4-  B„_,  a,  4-  B„_3  at  4- .  .  .  4-  B,  on_,  4-  fl„ , 
et,  pour  toutes  les  valeurs  de  p  qui  surpassent  n , 
(5)  o  =  B,,  4-  B^,  0,  4-  B^.2  (h  4- .  •  •  4-  B/,_n+1  «„_,  4-  ftp~n  ««• 
Ces  dernières  formules  ont  été  données  par  Wronski. 


RECUEIL  DE  FORMULES  RELATIVES  Al  CERCLE 

voir  page  ISS); 

Par   M.   J.-Ch.   DUPAIN  , 

Professeur  au  lycée  tic  Carcassonne. 


Multiples  de  sji:. 
\/i7  =  1  ,77  245  385  090  55 1  (i  4-. . . 
2^77  =  3,54  49°  77°   '8i  4- 
3y'77  =  5,3i   736   i55  272  — 
ton  de  Maihémat.,  t.  XVI.  (Novembre  1857.  27 
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4 y/^  =  7,08  981  540  362-4- 

5v/tt=    8,86  226  925  453  — 
6 vAr  =  !o,63  47 2  3io  543  4- 

7V/7r=l2,4o    717    6g5   634  — 

8  y/V  s=  14,17  963  080  724  + 
9y/7r  =  15,95  208  465  8i5  — 

L'approximation  est  d'une  demi-unité  du  onzième  ordi  < 
décimal.  Les  nombres  trop  faibles  sont  suivis  du  signe  -f- 

Erreuv  à  corriger  dans  les  multiples  de  -  (p.  i55). 
Dans  -1  au  lieu  du  quine  92029,  il  faut  lire  92032. 

ÉQUATION  D'UNE  CONIQUE  PASSANT  PAU  CINQ  POINTS  DONNÉS. 


1.  Soient  xt,y\ 3  aSgjJg',  x3 ,  j3  ;  #*,  Jm  xh,  yh    les 
coordonnées  des  cinq  points;  l'équation  de  la  conique  est 

C(ji  —y*)*  —  ix>  —  x*) X  '■+  ^Jî-  y***] 
x  [{y  3  -*y«)*-('j*i-i*i)jr  +  ^  *3  —  -r«  -r-0 

X  [( J2  —  /a)  *s  —  (^j  —  *i  )  /i-f-  *ï  Ja  —  Jj  -r3 ] 

x\(y*  —y<)xi  —  (**  —  -^b's+^r.  —  j4-»-.] 
=  [Cr»  —  y*)x  —{x2  —  x3)y  +  *,jri  —  r,  -r3] 
X  [( J4  —  /1)  *  —  (*<  —  ^1)7  +  r<  «1  —  •**>  /«] 

X  [( J3  —  J4  ]  «S  —  (*3  —  *« )  r5-r-  *3  J4  —  /,  *4 ] 

x  [(/>  —  r»)  *»  —  (*•  —  -rOji-+-  -ri.>'2  —  >'.  *»]> 

Il  est  évident  qu'on  satisfait  à  cette  équation  en  rempla- 
çant  successivement   x  et    y  par   les    coordonnées   des 
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points;  elU  ne  change  pas  en  permutant  nautueUeinenl 
les  indices  i  et  5 ,  2  et  5  ,  3  et  5  ,  4  et  5 . 

2.  Désignons  par  a  et  y  les  deux  facteurs  en  dc,y  du 
membre  à  gauche;  par  fi  et  d  les  deux  facteurs  en  .r,  y 
du  membre  à  droite; 

a  =  o ,      7=0 

sont  les  équations  du  côté  opposé  du  quadrilatère  inscrit 
ayant  pour  sommets  les  quatre  premiers  points.  Si  d'un 
point  quelconque  de  la  conique  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires sur  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  inscrit,— 

exprime  le  quotient  du  rectangle  des  perpendiculaires 
abaissées  sur  les  côtés  opposés  a  ,  y  divisé  par  le  rectangle 
j3o  des  perpendiculaires  abaissées  sur  les  deux  autres  côtés. 
et  l'équation  montre  que  ce  quotient  est  constant;  c'est 
le  théorème  de  Newton.  Ainsi  ce  théorème  établi ,  on 
peut  s'en  servir  pour  écrire  tout  de  suite  l'équation  d'une 
conique  passant  par  cinq  points.  On  voit  donc  pourquoi 
Newton  a  pris  ce  théorème  pour  point  de  départ  et  en  a 
déduit  toutes  les  propriétés  des  coniques  en  y  joignant  le 
procédé  métamorphique  employé  sous  le  nom  d'homo-* 
graphie  dans  ce  temps-ci. 

3.  Si  d'un  point  quelconque  de  la  conique,  on  mène 
des  droites  aux  quatre  sommets  de  quadrilatère  inscrit, 
on  obtient  un  faisceau  de  quatre  droites  et  quatre  trian- 
gles ayant  pour  bases  les  quatre  côtés  du  quadrilatère; 
dans  chaque  triangle,  la  hauteur  est  égale  au  rectangle 
des  côtés  qui  comprennent  l'angle  opposé  à  la  base, 
divisé  par  la  base,  et  le  tout  multiplié  par  le  sinus 
de  cet  angle.  Faisant  usage  de  ces  valeurs  dans  le  théo- 
rème de  Newton,  on  trouve  une  relation  entre  les  si- 
nus des  angles  du  faisceau  et  qui  constitue  la  constance 
du  rapport  anharmonique  du  faisceau;  propriété  qui  es4 
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li    point  de  départ  des  admirables  travaux  de  M.  Chastes 
sur  les  coniques. 

Ainsi  les  deux  théorèmes  sonl  <lc.->  corollaires  1  un  de 

l'autre, 

4.  Posons 

A,  =(j,  —  yt)  [y3  —)\),  C,  =  x,y2  —  y,.r2t 

A 2  =  (j,  —  y3  )  [fi  — r<  )  »  C2  ==  .r2  _y3  —  J2  r, , 

a,  =  (  J7,  —  .r,  )  ( .r3  —  -r4 ) ,  C3  =  .r,  v,  —  r3  ■*<  » 

a2  =  (xt  —  jt3)  ( Xi  —  x, ) ,  G,  =  a?4 7,  —  y,  -.r, , 

Bi=  (ji  —  Ja)(#3  —  *«), 

B,  ±=  [y,  —  .r3)(.r4  —a?,), 
B,=  (*,  —  a?,)(j3  —  J«), 
£,=  (*,—  #3)(.r>  —  j,); 
on  aura 

«7  =  À.,*1  —  .rj  (B,  +  3,)  +  xlyi 

-+-  '[(y  3  —  r<)C<  —  (>>  —  jOC3] 

-+-  j[(x,  —  x7)  C3  —  (.r,  —  ar4)C|)  —  Ci  C», 
B-Î  —  k,xn-  —  xy(B,  -f-  8,)  +  a2  j2 
+  ^[(v.-J.)C2-(j2-J3)C4] 
-+-  j  [(j73  —  .r3  )  C4  —  (  xt  —  a?,  )  C,]  r-r  C,  C, . 

Désignant  par  a5 ,  jS5 ,  y5 ,  d%  ce  que  deviennent  a,  (3,  y,  J 
en  y  remplaçant  X,y  par  x5,  ^5,  on  a 

a, 7t  =  A,x;  —  *6  y\ ( B,  -h  S,  )  4-  a,  j ' 

3S  Sb  —  A2.*;  —  tf,  r5  (B,  4-  3;)  +  a,  ^ï 
+  xA  [{y,  —  y ,  )  C,  —  (  y  2  — .)',  )  C4  ] 
H-  yt  [|  j  2  —  4P,  )  C4  —  (  .r4  —  x,  )  C,]  —  C   • 
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et  l'équation  de  la  cuniijue  est 

«7  pi  <?s  =  p£«s7&, 

=  J^'3  (•»!  —  *i  )  H-  J3  r,  (  x4  —  ar,  ) 

-+-  Tiy*  (*»  —  x3)-\-  Xi  ft  [*3  —  ^i); 

de  même  pour  les  valeurs  analogues. 

o.  Si  l'on  prend  le  point  o.'5,  y%  pour  origine,  1  équa- 
tion devient 

C2  (J4  a-y  =  C,  C3  pS 
el  prend  la  forme 

Mx1  +  jN  jy  -h  Vf  -f-  .  .  .  =  o  , 

<-t  1  on  a ,  en  faisant  le  calcul , 

V_4PM  =  (C;C;H-C;c;) 

X  [{j.  —  ji )  ( x3  -—*,)  —  Cf  '  —  *»  )  (/s  ~  Jr<  )]*" 

— — *    2  L*i  i-J2  ^3  ^4 

X[(/>— jOl^  —  *«)  +(-r,  —  X,)(f3—  jrt)] 
X  [(  JT,  —  X3)  {jt  —  J,  )  +  (/,  —  Jj)  (VB4  —  Xt  )]  , 

expression  qui  donne  l'espèce  de  la  courbe. 

GÉOMÉTRIE  ALGORITHMIQUE. 

Sur  It's  polygones  iuscrits  et  circonscrits  à  des  coniques  -, 

D'après  M.  BRIOSCHI. 


Ann.  de  Tortolini ,  i85y. 


1.  Lemmc.   Soient  u.  »\  w  trois  loin  lions  linéaires  i 


deux  vai  laLles  : 

U  =  a  vw  -(-  [3  wu  -+-  7  «c , 

V  =  /'«2  4-  wV-'  +  /î2  <v'2  —  avi\>  —  £w«  —  eue , 
rU  —  V  =  viv(t<x  -+-  a)  +  «<//(*!}   +-  b)  -+-  WU7  -i-  c) 
—  P  ir  —  /»' t'2  —  ri1  w1, 

a,  j3,  7,...,  «,  &,  c,...  sont  des  constantes  données  et  £ 
une  constante  arbitraire  égalant  à  zéro  les  trois  dérivées 
de  fU  —  V  prises  par  rapport  à  û,  1%  tv:  on  obtient 

w  [ta  -+-  a)  —  2  vm*  +  (£7  -+-  c)  «  =r  o , 
—  2«'iw  +  «>(?«  -+-<?)  H-  (f  (ï  -{-  £)  m  =  o. 

Pour  que  ces  trois  équations  subsistent  simultanément, 
il  faut  que  le  déterminant  soit  nul  ;  ce  déterminant,  qu'on 
nomme  le  discriminant  de  la  fonction  t\]  —  Y  est 

av  t'-  -+-  à 1 11  -+-  aj  -+■  a3  =  o  , 
où 

a0  =  «py , 

a,  =r  l'a1  -+-  m»§s  -+-  n-</J  -+-  a  (J7  +  i  «7  +  <:ap, 

<73  =  îaa/'1  -4-  2  b  fim7  -+-  2  eyri*  +  a  &<?  +  (ica  -±-  -jab  , 

«3  =  /2a2  -H  /«2  62  -f-  //Jc2  +  abc  —  l\  P  ni1  ri1 . 

2.  L'intersection  de  la  droite  u  =  o,  avec  la  conique 
fU  —  V  =  o,  donne 

m2 <;'  -H  «2 rv 2  —  fiv [ta.  -\-  a)  ■=  Q. 

Lorsque  cette  équation  est  un  carré  parfait,  la  droite 
/i  =  o  est  tangente  à  la  conique,  ce  qui  donne 

2  m  n  —  a 


Désignons  cette  valeur  particulière  de  /  [>ai  /, .  nous  avon 


-3  ) 
dune 

a  =  2  nui  —  a.  tt . 

Désignons  de  même  par  f2,  ts  les  valeurs  particulières 
de  t  qui  rendent  les  droites  v  =  o ,  w  =  o  tangentes 
même  aux  deux  coniques  t2  U  —  V  =  o ,  f3U  —  V  =  o, 
nous  avons  les  trois  équations 

a  =  2  w/i  —  a  f , , 
b  =  2nl  —  (3  f3 , 
c  =  il  m  —  7  t  j . 
En  posant 

U  =  o, 

le  triangle  «,  y,  w  est  inscrit  dans  cette  conique  et  cir- 
conscrit aux  trois  coniques  : 

t |  U  —  V  =  o , 
t,U  —  V  =  o, 
r,tt  —  V  =  o. 

3.  Substituons  ces  valeurs  de  a,  è,  c  dans  les  coeffi- 
K  iits  du  discriminant  ,  on  obtient 

«>  =/J3—  «PtT-('i  -h 'a  H-  f»), 

a,  =  2/.y/  -f-  a^v  (*, f,  -f-  fi  f3  +  Vi  ) } 

a,  —  y-  —  xp*j  txt,t3, 
■n 

p  =  la  -f-  mfi  -+-  «7, 

y  =  4  r  —  ' x  r<  —  m$t2  —  n  y  t3 , 
r  =  /ot/ï. 
Soit 

(i)    (f_f,)(r—  r,)(?  —  rï)  =  r-,-+-  Ar7  4- B^ -+- C  =  o; 
-Tapies   les    propriétés  d'Albert   Girard,  on  a  les  rela- 
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lions 

(2)     p2  =  at  —  <70A,        2jj(/=:a. —  rt„B,        (f  =  r/3  —  «0C; 

d'où  Ion  déduit 

4  {a,  —  «,A)  («3  —  «„C)  =  («2—  «„B)% 

relation  qui  a  été  donnée  aussi  par  MM.  Cayley  et  Sal- 
mon  ,  mais  par  d'autres  raisonnements. 
4.   On  a,  d'après  les  équations  (2), 

p2?  H-  -xpqt  H-  y2  =  (/>*  ■+■  7  y  —  a0 t3  -f-  a,  f*  -h  a2 1  +-  a3 

car  celte  équation  est  satisfaite  par  les  trois  racines  /,. 
t% ,  ?3,  et  en  développant ,  on  a 


pt  -\-  q  •=.  \a0 t"  -f-  at  t1  -f-  «2  £  -f-  «à 

=  AC  +  A,f  4-A2^-+  A**3 -h.  .  .=  F(f),. 

ce  qui  donne 

A,  =  fl,, 

:>.A0A,  =«,, 

A*  +  2A,Aâ  =  a,'î 

A?  -+-  2  A,  A2  -f-  2A0  A3  =  «„...  , 

/?/,  +  7  =  A„  +  A,  t,  -f-  A,  t]  -h  A3 1\ .  .  .  , 

pt,  -4-  q  =  A0  4-  A,  t,  -h  A,f  J  4-  A3  *î  .  .\  , 

yj  =  A,  +  A3  (tt  —  f,)-r-Aa  (',  —  'ïi«»"+  fj).  ..r 

7  =  A„  —  t,  t2P, 
OU 

P=  Aj.+  As'Cf.-hf,)  -H  A,  (?;  -r-zj-t-  M»)  H-... 
La  troisième  des  équations  (  2)  donne 

q'  =  a3  —  n0ttt2t,  =  A]  —  2  A0  f ,  ^  P  +  f]  *  '  P3  ; 
a06,f,  =  «0(A«  —  7), 

Il  suffit  de  remplacer  dans  l'équation  <a      Ai     h  B  l       C  \ 

B.C.  parles  valeurs  en  />,  y,  «0,el  Tn. 
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donc 

"3  —  q* 


d'où 


3         a.  t,  t. 


t,  =  L(tlt,1P—  2A„P' 


Si  Ton  pose  tx  —  t2  =  o,  ou  si  a  =  imn ,  b—  2/1/5 
alors  les  droites  u  =  o,  w  =  o  inscrites  dans  U  =  o  sont 
tangentes  à  V  =  o  et  à  la  conique  f3L  — "\  ==  o  ;  or 
alors 

CA)  t—       2AoA»  _  gj  —  4rt'g* 

Le  troisième  côté  w  =  o  est  donc  tangent  à  la  conique 
[a\ — 4«i«3)U — 4flo«3V  =  o,  et  si  a*  =  4.aifl3j  le 
triangle  **,  y,  iv  sera  à  la  fois  inscrit  à  la  conique  U  =  o 
et  circonscrit  à  la  conique  V=:o,  et  lorsque  les  trois 
conditions  a  =  2mn,  b=inl,  a\=.  \aiaz  subsistent. 
un  triangle  circonscrit  à  \  ayant  deux  côtés  inscrits  dan? 
U  et  circonscrit  à  V  aura  de  même  le  troisième  côté. 

S.    Soit  seulement 

t,  —  o  ; 
alors 

P  =  A,  -J-A3*2  +  A4*î-h...  , 

u  =  o  est  tangent  à  la  conique  V  =  o,  et 

a0t3  =  —  2A0(A2  -+-  A3f,  -f-  Att\  -+- .  .  .), 

/i„t;t}  =  — 2A„(A,f;  4-  A3*  +  A«f*  ■+•.  . .) 

=  —  2A„[A„-+-  A,  r,  —  (A0  4-  A,*3  -+-  A,/;  -4-...)] 

=  —  2A0[A,  4-  A,ra  —  F(r,)]  (w«>  p.  4?4  , 

"»à  —  2  A* (A„  -h  A,f,)  =  —  2A,  F  (»*,); 
élevant  au  carré 

«;fi*ï  -  ï  atAè^f,(A(-f  A,*s) 


4  20 


2A0A,  ==4j,       A?=7-i- 

4  «3 


<i'où 


r 

F(f,)'  —  (A0  -t-A,*2)2  =  7^-(4«o«3?î  +  4«l«3  —  "')• 

Substituant  et  réduisant,  ou  obtient 

(4)   à]  t\  t\  —  l^a^a.t,  —  îà0aîr3t9  —  ^a0a.t2  +  4«i«:  —  "\  » 

si  1  on  avait  aussi 

1 3  =  o , 

on  retombe  sur  la  valeur  de  f3  trouvée  ci-desus  (3). 

6.  Soit  le  quadrilatère  abcd  inscrit  dans  la  conique 
U  =  o,  et  dont  trois  côtés  ab,  bc,  cd  sont  circonscrits  à 
la  conique  V  =  o. 

Dans  le  triangle  abc,  les  côtés  ab,  bc  sont  tangents  à 
la  conique  V  =  o  et  inscrits  dans  la  conique  U  =  o.  Donc, 
d'après  ce  qui  précède,  le  troisième  côté  ac  sera  tangent 
à  la  conique  aU  —  V  =  o,  ou 

a\  —  4û,«3 


3 


4flo«: 


Dans  le  triangle  acd,  le  côté  cd  est  tangent  à  la  conique 
U  =  o,  le  côté  ac  tangent  à  la  conique  aU  —  V  =  o,  le 
troisième  côté  ad  sera  tangent  à  la  conique  f3U  —  \  =  o. 
si  l'on  a  la  relation  (4),  dans  laquelle  il  faut  remplacer  t. 
par  la  valeur  de  a,  et  Ton  obtient 

_  i6rtn  (8 «oOj  4-  a]  —  4ûi«!«j) 
[a\  —  4«!«3)5 

Ainsi  le  quatrième  coté  sera  tangent  à  la  conique 
16  a    8  at  a:  +•  à\  •+■  i  «  "  "  )  U  --  '  "\  —  4  "i  rt--)J  V  =  Oj 


(  4*7  ) 

et  >i  1  ou  a 

(S  a,  a'  -+-  a  -  —  l\  ut  a .  a^  =^  o  , 

le  quadrilatère  sera  à  la  fois  inscrit  dans  U  ==  o  et  cir- 
conscrit a  V  =  o.  Mènie  observation  que  ci-dessus. 

7.  Soit  le  pentagone  al5  a2,  a3,  at,  ab  inscrit  dans  la 
conique  U=o,  et  supposons  que  les  côtés  «!«»,  a2as, 
a3a4,  a4a5  soient  tangents  à  la  conique  V  =  o,  le  côté 
a5a!  sera  tangent  à  la  conique  f5U  —  \  =  o.  Il  s'agit  de 
trouver  t5. 

Dans  le  triangle  a^j^,  le  côté  «sa4  est  tangent  à  V, 
on  a  donc  entre  t3  et  tk  la  relation  (4) 

Dans  le  triangle  y.^<Xt,a^^  le  côté  a4a6  est  tangent  à  la  co- 
nique \  =  o,  on  a  donc  encore 

al  t\t\    4   °0  at  ti  2  a*(liti  U  —    4  a<ia3fi   -H   4fl>  fl3   °3 

Soustrayant    on  a 

"îf'  ('i  ■+■  t,)  =  4«o«i  -H  2«„«,r4. 

La  première  des  équations  donne 

«o  M«  ti  —  «'  —  4fl,'a3  —  4  fl0«J  'l  , 
d  où 

4a0fl2(a  —  *«) 


*»&* 


On  connaît  z3  et  tk,  par  conséquent  ts.  et  de  même  poui 

les  polygones  de  tout  nombre  de  cotés. 

Observation.  Ce  magnifique  travail  est,  à  ce  que  jt 
sache,  la  démonstration  analytique  la  plus  simple  qu'on 
ait  donnée  du  célèbre  théorème  de  M.  Poncelet  \  généra- 
lisation du  théorème  pour  deux  cercles,  auquel  le  théo- 
rème général  peut  être  ramené,  puisque,  d  après  un  autre 


(  4^8  ) 
Lliéorème  de  Al.  Poncelet,  deux  coniques  sont  les  perspec- 
tives de  deux  cercles.  La  précédente  analyse  résout  celle 
question  :  un  polygone  de  n  côtés  étant  inscrit  dans  une 
conique;  n — i  des  côtés  étant  respectivement  des  tan- 
gentes à  un  faisceau  de  n  —  i  coniques  passant  par  les 
mêmes  quatre  points,  trouver  la  nième  conique  du  faisceau 
qui  soit  touchée  par  le  n16"1"  côté  du  polygone-,  or  l'on  peut 
trouver  les  conditions  pour  que  le  faisceau  de  n  coniques 
se  condense  en  une  seule  conique,  l'on  a  donc  le  problème 
Poncelet.  Jacobi  a  rattaché  cette  recherche  aux  fonctions 
elliptiques  [Nouvelles  Annales,  t.  IV,  p.  377). 


SOLITION  DE  LA  QUESTION  396 

(voir  p.  390); 

Par  M.   L.   DE  COINCY, 

Élève  du  lycée  Bonaparte  (classe  de  M.  Bouquet), 

Et  M.  E.  CARÉNON, 

Elève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Faurie). 


Je  désigne  par  a  l'angle  donné  BAC  et  par  cp  l'angle 
cherché  BAC. 

La  condition  à  remplir  est 

AB\BB'  =  AC'.CC 

<>u 

c'  sin  y  cos<p  =  b-  sin  (a  —  tp)  cos  (  a  —  y   , 

c'  sin  2  o  —  b*  sin  2  (  a  —  <p  ) , 

I   |><>sanl  2^1  =  (p  ,  la.  =  (5  , 

sin^  b- 

sin  1  (5  —  -M        c1 


(  4*9  ) 

Développant  et  divisant  par  costp, 

£2  sin  fi        ... 
tan<'-i=r ; — CL—   (*). 

On  a  ainsi  pour  la  valeur  de  l'angle  ty  deux  valeurs  ^  , 
180 -{-^,  et,  par  suite,  pour  <p  deux  directions  rectan- 
gulaires. 

i°.  Si  ce  =  90  degrés,  ce  sont  les  côtés  eux-mêmes  qui 
satisfont  à  la  question  en  général. 

a".    Lorsque  b  =  c,  on  a 


d'où 


c2  sin  B  fi 

tanu']/  =  — ! — —  =  tan"-- 

b'         c'(i  H-  cos  3}  &2 


3°.  Si  les  côtés  étaient  &  \J — 1,  c  sj — 1  avec  y.  \J — 1 
pour  angle  compris,  on  aurait 

62sin(8  V/— "i")  6' sin  fit 

P  '  ~  e  +  b2  cos  (  fi  ^T)  ~~  c'  +  /,?  cos  P«  ' 

c'est-à-dire  que  la  relation  entre  y  et  a  ne  changerait  pas. 

Remarque.   Sin  (3  i  est  réel ,  ainsi  que  cos2  [3  z". 

iVo/e  du  Rédacteur.  Incessamment  une  solution  de 
M.  Chaillot  (de  Versailles)  avec  une  belle  construction, 
et  une  solution  d'une  admirable  simplicité  par  M.  Lan- 
dais (lycée  Louis-le-Grand). 

Ce  qui  suit  est  de  M.  de  (oincy. 
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SECONDE  SOLUTION  DUNE  QUESTION 

Proposée  anx  examens  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique 

'  voir  pa?C  376  )  ; 

Par  M.   Marcel  JOZON, 
Élève  du  lvcée  Lonis-le-Grand. 


Trouver  le  nombre  des  racines  réelles  <jn  admet  l'é- 
quation 

x  =  A  sin  ,r  +  B 

pour  chaque  système  de  valeurs  des  coefficients  A  et  B , 
et  effectuer  la  séparation  de  toutes  ces  racines. 

Application  à  V équation  x  =  3 x 42  sinx-H  i5~- 

La  valeur  maximum  de  sin  a:  étant  i,  la  valeur  maxi- 
mum de  A  sina:  -+-  B  est  A  -4-  B \  de  même  la  valeur  mi- 
nimum de  ce  binôme  correspond  à  sin.r  =  —  i   et  est 

—  A  -f-  B.  (A  est  supposé  positif.  S'il  ne  l'était  pas.  on 
changerait  les  signes.)  Il  résulte  de  là  :  i°  que  toutes  les 
valeurs  de  x  satisfaisant  à  l'équation  sont  comprises  enirt 

—  A-f-Bet-t-A  +  B;  20  que  le  nombre  des  racinx 
impair,  car  pour  toute  valeur  de  x  inférieure  à  — A-f-  B, 
le  premier  membre  de  1  équation 

x  —  A  sin  x  —  B  =  o 

devient  négatif,  et ,  pour  toute  valeur  de  x  supérieure  à 
A-+-B,  le  premier  membre  de  cette  même  équation  de- 
vient positif. 

On  voit  de  plus  que  si  deux  valeurs  xt  et  .r,  -f-  71  com- 
prises entre  —  A  -f-  B  et  -h  A  -h  B  sont  telles  que 


[  4*<  ) 
elles  donnent  des  résultats  de  signes  contraires  i  *)  Lors 
qu'on  les  substitue  à  x  dans  le  premier  membre  de  l'é- 
quation 

x  —  A  sin  x  —  B  =  o , 

et  que  par  conséquent  elles  comprennent  une  racine.  De 
plus,  dans  cel  intervalle  de  xv  à  .r,  -4-~,  la  dérivée 
i  — A  cos.r  s'annule  au  plus  une  fois  ;  il  n'y  a  donc  qu'une 

seule  racine  comprise  entre  xt  et  .r,  -f—  7r  (**). 
Donc  si  l'on  a  la  fois 

sin  (—A  -+-  B)=±i 
et 

sin  (  A  -f-  B  )  =  rt  i  (  ***  J 

il  y  aura  autant  de  racines  comprises  entre  —  A  -f-  B  et 
A -h  B,  qu'il  y  a  de  demi-circonférences  dans  la  différence 
2 A  de  ces  arcs. 

Si  —  A -f- H  et  A -h  B  ne  vérifient  l'équation  ni  l'un 

ni  1  autre,  le  nombre  des  racines  sera  exactement 

Si  —  A  H-  B  est  racine  ,  A  -j-  B  ne  l'étant  pas  .  le  nom 

a  A 
bre   des    solutions   est h-  i .    Enfin    ce    nombre    est 

2  A 

- f-  2  ,  quand  —  A-t-Bet-f-  A  -j-  B  sont  racines 

2  * 

Pour  ramener  le  cas  général  à  celui-là  ,  on  pose 

2«  -H  i 
—  A  -+-  B  =  jt  —  a  =  C,—  a, 

2 

i  i  i tbre  y.  étant  plus  petit  que  jr,  et  de  même 

A  +  B  =  ZM  +l  *  +  B  =  D  -+-  3- 


(*)  Car  sin  (ar,  -t-  —  )  =  —  sin-r,.  Tm. 

Car  cette  quantité  ne  peut  dans  cet  intervalle  passer  du  positif  au 
négatif  qu'une  seule  fois.  Tu. 

'"    Cela  revient  à  sin  r,  =  db  i .  Tm 
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Le    nombre    <!<•->    racines   comprises   entre   C  <'t   U   est 

Maintenant  si  sin  C  =  -+-  i,  il  y  a  une  racine  comprise 
entre  C  —  a  et  C ,  car  pour  x  =  C  —  a  ,  x  —  A  sinx  —  I  ) 
devient  négatif,  et  pour  X  =  C  il  est  positif. 

Si  au  contraire  sinC  =  —  i,  il  n'y  a  pas  de  solutions 
comprises  entre  C  —  a  et  C. 

On  verrait  de  même  que  si  sinD  =  —  i ,  il  y  a  une  ra- 
cine comprise  entre  D  et  D  -f-  /3 ,  et  que  si  sinD  =  -+-  i, 
il  n'y  en  a  pas.  Le  nombre  des  racines  peut  donc  être 

D— C       D— C  D— C 

, f_  i        ou f_  2. 

On  a  donc  ainsi  le  nombre  des  racines.  Quant  à  leur 
séparation,  elle  se  trouve  naturellement  effectuée,  puis* 

„  .  ,  ,  in  —  i  2»  4-1 

que   Ion  sait  qu  entre    deux  arcs  tt  et  rr 

compris  entre  les  limites  extrêmes  —  A  -f-  B  et  A  -f-  1> . 
il  y  a  une  racine  de  l'équation  et  une  seule. 

Application  à  V équation  x  =  3i4^  sin.r  -h  i'->7- 

Tci 

A  =  3i/f2  —  iooor,     B  =  i5^  =  5o7r; 
donc 

—  A  -h  B  =—  950 tt  =  /  —  o,5o  +  -  j  tt  —  - 


et 


A  -t-  B  =  io5o77  =  (  io5o ]  77  -f-  -• 

11  y  aura  donc  déjà  iodo |-  cpo ou  1999  ra- 
ines comprises  entre  I  —  9^0  H — j  K  et  (  u>5o )  ~» 
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De  plus,  le  sinus  de  (  —  g5o  -h  -  )  tt  étant  positif,  il  y  a. 
une  racine  entre  —  930  t:  et  (  —  900  -\ —  )  7: ,  et  de  même. 
le  sinus  de  (  io5o )  tt  étant  négatif,  il  y  a  une  racine 

comprise  entre  (  iooo ]  t.  et  io5o7i. 

Il  y  aura  donc  en  tout  1999  -h  2  ou  2001  racines,  con- 
nues à  une  demi-circonférence  près,  à  l'exception  de  la 
première  et  de  la  dernière  qui  sont  connues  à  un  quart 
de  circonférence  près. 

Note  du  Rédacteur.  La  première  solution  (p.  3j6) 
est  usitée  dans  les  services  publics,  lorsqu'on  n'a  besoin 
de  connaître  approximativement  que  quelques  racines; 
le  procédé  graphique  est  alors  plus  expéditif  que  le  cal- 
cul. 


QUESTION  D'EXAMEN 

(Toir,  p.  il'1  : 

Par  M.  J.-Ch.  DUPAIN, 

Professeur  à  Carcassonne. 


On  demande  les  deux  intersections  de  deux  paraboles 
dont  on  connaît  les  directrices  et  les  foyers. 

Question  incomplète  :  il  faut  ajouter  que  les  deux  pa- 
raboles ont  le  même  axe. 

Les  paramètres  et  les  sommets  se  construiront  facile- 
ment. J<:  les  désigne  par  2/;,  ip1 ',  A  ,  A'.  Soit  M  Tune  des 
intersections  cherchées,  MP  l'ordonnée  de  M, 

M?'—  ?.p  ÂP ,     MP  =  2//  'ÂJp. 
J,iin .  de  Maihémal.,  t.  XVI.  (  Novembre  I  i"'7  .  28 
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La  question  se  ramène  à  deux  constructions  connues  : 
i°.     Trouver  sur  la  droite  A  A'  un  point  P  tel,  que 

AP  _// 

A'P~/T 

2°.  Construire  une  moyenne  géométrique  entre  ip  et 

ÂP. 

La  première  construction  donne  deux  points  P  dont 
l'un  est  à  rejeter.  Il  peut  n'y  avoir  aucune  solution  ;  il  y  a 
plusieurs  vérifications  simples. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  382 

(voirp    l 

Par  M.    RLERZY  MERRY, 
Inspecteur  des  lignes  télégraphiques  à  Blidab. 


Un  nombre  m  décomposé  en  facteurs  premiers  est  de 

la  forme 

m  =  A"B*.  ..  F/ G*  H*.  .  .  L', 

el  la  forme  générale  d'un  de  ses  diviseurs  est 

d=Aa'Bv.  .  .  F/' G*' H*'.  •  •  1/. 

Soit  q  le  nombre  des  fadeurs  premiers  de  m  qui  n'en- 
trent pas  dans  cl  à  la  même  puissance  que  dans  m.  Il 
est  évident  que 


.  M     m  />, 

d  divise/»,    —,  jj'-'  -j 


Glf"         CL 


et  nv  (h vise  pas  —  •>  —  ?••••   , 
'        A     B  r 


ni        m  m 


Ali     AL 


BL 


et  que,  par  conséquent,  si 
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/  {(l)  est  contenu 

i   fois  dans  F  [tu), 


Dans  la  somme 


'<->-2*  ï)-2'vn, 


le  coefficient  y  (//)  est 


<7  (</  1 

I  —  q  -' 


I  .  2 


Si  q  est  différent  de  zéro,  ce  coefficient  est  nul  ;  si 
q  =  o,  alors  ^  =  m,  et  ce  coefficient  devient  égal  à  l'u- 
nité; donc  la  somme  ci-dessus  se  réduit  à  f(m). 

C.     Q.     F.     D. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  570 

(  Toir  p.  137' . 

Par   M.    BLERZY   MERRY, 
Inspecteur  des  lignes  télégraphiques  à  ftlidah. 

Soit 

P  -+-  Q  \/-  . 

la  valeur  du   déterminant,  P  et  (^  étant  des  quantités 
réelles. 

a8. 
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En  remplaçant  y/ —  i  par  —  y/ —  i,  cette  valeur  devient 

p_Qs/:z7; 

mais  le  déterminant  ne  change  pas ,  car  cette  substitution 
revient  à  prendre  les  lignes  pour  colonnes  et  réciproque- 
ment ;  donc 

P  -H  Q  s/^ï  =  P  —  Q  v7--» 
d'où 

Qz=o. 


DÉMONSTRATION 
D'une  Proposition  relative  au  calcul  numérique  des  racines  de  l'équation 

ax2  -f-  b.r  -\-  c  =  o , 

quand  a  est  très-petit.  (Programme  officiel.) 


Dans  une  première  Note  sur  cette  question  du  Pro- 
gramme officiel,  j'ai  énoncé  (page  i58)  la  proposition 
suivante  : 

Lorsque  l'équation  considérée 

ax3  -h  bx  —  c  =  o 

a  des  racines  de  signes  contraires,  pour  que  la  méthode 
des  approximations  successives  donne  des  valeurs  de  plus 
en  plus  approchées  do  la  racine  positive  de  cette  équation, 
il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  : 

ae 
Je  \;ii->  démontrer  relie  proposition. 
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Dans  réquation  numérique 

ax'  -+-  bx  —  c  =  o , 

les  lettres  tf,  £,  c  représentent  des   nombres  positifs;   la 
racine  positive  a  pour  expression 

—  b  -+-  v/&2  +  4oc. 


je  nommerai  j:'  la  valeur  exacte  de  cette  racine. 

L'application  de  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessives à  l'équation  numérique  considérée  consiste  en  un 
calcul  cpie  je  rappelle  ici. 

L'équation 

ax1  -\-  bx  —  c  t=  o 

donne 

c        a       , 

*■■  =  *- V; 

En  négligeant  d'abord  le  terme  V^'S  on  a,  pour  pre- 

C 

mière  valeur  approchée  de  x' ,  le  nombre  ri  que  je  dési- 
gnerai par  .r,. 

En  remplaçant  x'  par  le  nombre  x,   dans  la  formule 

Xn,  on  a,  pour  seconde  valeur  approchée  de  x\  le 

b        0 

nombre  7  —  T  *'*5  j°  'e  désignerai  par  à:^. 

De  même,  si  l'on  substitue  la  seconde  valeur  approchée 

x«   à  x'  dans  la  formule  T  —  yX1'1^  il  en  résultera  une 

b        b  1 

troisième  valeur  approchée -Tj.  et  ainsi  de  suite. 
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On  a  donc  Jes  égalités  numériques 


*.-**" 


__C  U        7 


X'~b  h"*' 


c        a 
~b~~b' 


Cela  posé,  cherchons  quelle  condition  doit  être  rem- 
plie par  les  coefficients  n,  b,  c  pour  que  #2  approche  plus 
de  x'  que  xx. 

Les  relations 

c  ,       c        a    , 

a?,  =  T,        x  =  -  —  -  x2 
b  b        b 

montrent  que  xx  surpasse  x\  et  comme  .r,  et  x'  sont  des 
nombres  positifs.  1  inégalité 

x,  ^>  x' 
donne 

x]  >  x'\ 
et,  par  suite, 

c        a     ,        c        a    .  .     , 

Ainsi,  les  erreurs  commises  en  prenant  pour  x'.  les 
valeurs  approchées  ar,,.r2  sont  exprimées  par  les  dilïé- 
rences 


et,  par  conséquent,  il  faut  que  F  inégalité 

>:'  —  Xj  <^  .r,  —  ,«' 
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ait  lieu  pour  que  la  seconde    valeur  JCS  soil  plus   appro- 
chée de  x'  que  la  première  x: . 
Mais  les  relations 

, c        a     ,2  _   c         a     2 

x—h         h.r.   ,        *,_____*, 

donnant 

7*  -  Xt  =  j  (*?  -  *")  =  | (*,  -+-  a')  (.t-:  -  *'), 
l'inégalité 

se  transforme  en  celle-ci  : 

-  (x,  -h  .*')  [x,  —  x')  <<  X,  —  Xf, 

et  se  réduit  à 

(»)  ?(«• +  *')<!, 


parce  que  xt  —  x'  est  un  nombre  positif. 
D'ailleurs 


__   lac — fr-t-b  \jb7  H-  4  ac  ^ 
lab 
11  s'ensuit 


a  i  ac  —  b'1-{-  b  \J  b7  ~\-  ^  ac 


i  /  lac 
ô\~br 


v,+v 


ou.  en  nommant  //  Le  rapport  -j-  > 


-  (x,  +  *'  ;  = ■ - 2-. 

b v  2 


(    4-4'-' 

Donc  l'inégalité  (i) 

"b  (*,  +  *')  <  i 

revient  à 

7.n  —  i  +  v/i  +  4"    ^ 
_ <1; 

d'où 


\/ \  ■+■  {[  n  <^  3   —in.. 

Ce  qui  exige  que  3 —  iji  soit  positif,  c'est-à-dire  qu'on 
ait 

-4 

En  admettant  que  celte  première  condition  soit  rem- 
plie, on  pourra  élever  au  carré  les  deux  membres  de  l' iné- 
galité 


y  i  H-  4  «  <C  3  —  2  « , 
et  il  en  résultera  successivement 

i  +  4  «  <C  9  —  i2n-v-4/iï> 

4«5—  i6n  -+-  8>>o, 
/r  —  4  n  4-  2  ^>  o  , 

(«  —  2  —  v'2)  ;  /î  —  2  •+•  v/2)  ;>  o. 
3 

Or,  n  <C-  donne 
2 

«  —  2  —  s/ 2  <C  o  ? 
il  faut  donc  qu'on  ait 

n  —  2  4-  Va  <  o  ; 

cl  1  >u 

«  <.  2  —  \j-f.     et     t:  <C  2  —  V'2'- 
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De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  que  1  inégalité 


ac  ,— 


exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  xt 
soit  une  valeur  plus  approchée  de  x'  que  X\. 

Car,  en  supposant  que  les  nombres  a,  Z>,  c  satisfassent 
à  la  condition 

ac  ^  >  r 

j%  <  2  —  V  2 ,        ou       «  <  2  —  V  2  » 

on  aura 

*<>  -+-  V2; 

d'où 

(«  —  2  —  ^2)  («  —  2  +  \]:>.  )  ]>  o. 

Et  il  s'ensuivra 

(  T  T^i+a'Xi)        ■*'  —  .r2  ■<  a:,  —  .r'. 

Il  reste  à  faire  voir  que  si  l'inégalité 

7-<2  V  ■  2 

existe,  tous  les  nombres  arl5  jr2>  ^35  ^i-,  etc.,  convergeront 
vers  x'. 

Remarquons  d'abord  que  les  termes  de  rangs  impairs 
.r,.,  :r3,  x5,...  auront  des  valeurs  plus  grandes  que  x'  et 

décroissantes,  et  que  les  termes  de  rangs  pairs  Xî,x4,.r6 

auront  des  valeurs  croissantes  moindres  que  x' . 

En  eifet,  quels  que  soient  a,  b,  c\  on  a 

.r,  ^>  .r'        et        .r2  <^  .r'. 

F.n  outre,  si  —  est  moindre  que  2  —  ya,    le  nombre  »? 
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ement  pos 
dans  l'égalité 


sera  nécessairement  positif.  Car,  en  substituant  •?  à  xt 


c        a 


il    Vient 


'~   b  b   \b)     —  b    \  b^J 

Le  facteur  1  —  —   est  positif,  puisqu'on  suppose 

ac  ,- 

gr  <  2  —  V2  ; 

on  a  donc 

xt  >  o. 
Alors  de  l'inégalité 

x7  <^  x' 
on  peut  conclure 

et  il  en  résulte 

caca 

b-ïX>>-b--bX'       ou       ^>X- 

On  a  d'ailleurs  évidemment 

x3  <>•■.. 
L'inégalité 

Xi  <  xt 

donne 

parce  que  ,r,  et  jCj  sont  positifs;  d'où 
el  •!( 

'■  ; 
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on  conclura 

'■,  <  •'■', 
©t  ainsi  de  suite. 

On  voit  donc  que  les  valeurs  de  Xi,  x9,  xz,  etc.,  sont 
plus  grandes  que  x'  et  décroissent,  et  que  les  valeurs  de 
Xa,  jr4,ar6,...  croissent  en  restant  moindres  que  x'.  Ainsi, 
de  tous  les  termes  de  la  suite  xt,  x2,  xs,...,  le  plus  grand 
est  Xi . 

Il  est  maintenant  facile  de  reconnaître  qu'un  terme 
quelconque  xin+1  a  une  valeur  plus  approchée  de  x'  que 
le  terme  précédent  x2n,  c'est-à-dire  que 

car 

Mais  on  vient  de  voir  que  x<>n  est  moindre  que  x{  ;  donc 

-{x  -+-  x7n)  <;-  [x  -h x,). 

D'ailleurs  l'inégalité  supposée 
ac 


donne 


¥<*-sfr 


1  (^ +  *■)<!  ; 


par  conséquent .  on  a 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer.  (i, 
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NOTE  SIR  UNE  PROPOSITION  DE  GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE. 


Théorème.  La  somme  algébrique  des  perpendiculaires 
abaissées  des  sommets  d'un  polygone  régulier  ABCDE 
sur  une  droite  XY  menée  par  le  centre  O  du  polygone 
est  nulle,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  droite. 


— -vs  —  T    x 


Lorsque  le  nombre  des  côtés  du  polygone  est  pair,  les 
perpendiculaires  abaissées  de  ses  sommets  sur  une  droite 
quelconque  passant  par  le  centre  sont  deux  à  deux  égales 
et  de  signes  contraires ,  il  est  alors  évident  que  leur  somme 
est  nulle.  Il  n'y  a  donc  lieu  à  démonstration  que  dans  le 
cas  où  le  nombre  des  côtés  est  impair.  Toutefois,  la  dé- 
monstration suivante  s'applique  indistinctement  aux  deux 
cas. 

Par  les  sommets  A,  B,  C,  D,  E  je  mène  des  tangentes 
à  la  circonférence  circonscrite  au  polygone  considéré. 
Cette  construction  détermine  un  nouveau  polygone  régu- 
lier FGHIK  semblable  au  premier  et  circonscrit  au  cercle 
dont  le  rayon  est  OA.  Ensuite,  je  conduis  les  droites  OF, 
OG,  OH,  01,  OK  qui  passent  par  les  milieux  L,  M,  N,  P. 
Q  des  côtés  du  polygone  inscrit.  Puis  je  nomme: 

s  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  sur  la  droite 
XY  des  sommets  du  polygone  inscrit  ; 
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s'  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  sur  XV  dés 
sommets  du  polygone  circonscrit  : 

s"  la  somme  des  perpendiculaires  menées  à  là  même 
droite  par  les  points  L,  M,  N,  P,  Q. 

Comme  les  sommets  du  polygone  ABCDE  sont  les  mi- 
lieux des  côtés  du  polygone  FGHIK,  on  aura 


et  de  même 

s    z=z  s  , 

puisque  les  points  L,  M,  2s,  P,  O  sont  les  milieux  des 
côtés  du  polygone  ÀHCDE. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  reconnaître  qu'en  désignant 
par  ce  le  rapport  des  lignes  OF,  OL,  on  aura  aussi 

s'  =  s"  X  a- 

Car  le  rapport  des  perpendiculaires  abaissées  des  point-* 
F  et  L  sur  XY  sera  égal  à  a.  Et  le  même  rapport  existera 
entre  les  perpendiculaires  menées  par  les  points  G,  M, 
puisque 

OG  _OF_ 

ÔM~~  ÔL  — "" 

Et  ainsi  de  suite.  Donc 


Si  maintenant  on  substitue  s  à  s'  et  à  s"  dans  l'égalité 

s'  =  s" .  a. , 
il  viendra 

x  =z  s .  a. , 
d'où 

(  y.  — ■  l).f  =  O. 

Vlais  a  —  r  n  csl  pas  nul ,  donc 
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La  proposition  est  ainsi  démontrée,  quel  que  soit  le 
nombre  des  sommets  du  polygone  considéré. 

Corollaire  I.  La  somme  algébrique  des  projections 
des  rayons  OA,  OBv..,  OE  sur  un  axe  recliligne  XY 
passant  par  le  centre  O  est  nulle;  car  ces  projections 
sont  précisément  égales  aux  perpendiculaires  abaissées 
des  points  A  ,  B,...,  E  sur  un  second  axe  rectiligne  mené 
par  le  centre  et  perpendiculaire  au  premier  XY. 

Corollaire  IL  Si  Ion  décrit  avec  un  rayon  quel- 
conque une  circonférence  ayant  le  même  centre  que  le 
polygone  régulier,  la  somme  des  carrés  des  distances  des 
sommets  du  polygone  à  un  point  quelconque  de  cette 
circonférence  sera  une  quantité  constante. 

En  effet,  nommons  r  le  rayon  OA  du  polygone;  n  le 
nombre  de  ses  côtés;  /•'  le  rayon  de  la  circonférence  dé- 
crite; S  un  point  quelconque  de  cette  circonférence.  Et 
concevons  que  des  différents  sommets  du  polygone  on  ait 
mené  des  droites  au  point  S ,  et  qu'on  ait  projeté  sur  Taxe 

OS  les  rayons  OA  ,  OB,  etc.  En  désignant  par  Oa,  Ob 

ces  projections,  les  triangles  OAS,  OBS,  etc.,  donneront 

AS  =  r-  +r'!±2r'.0«,      BS  =  r>  -+-  r's  zfc  ?.  /•' .  O  b ,  .  .  .  , 
ou  plus  simplement 

AS  =  r2  +  r"  +  2  r  .  O  a ,      BS=  r -f  r'5  +  2r'.0/;,.  .  .  , 

en  convenant  de  considérer  les  projections  Oa,  OZ»,  etc., 
comme  positives  ou  négatives  suivant  qu'elles  seront  diri- 
gées en  sens  contraire  de  OS  ou  dans  le  même  sens  que  OS. 
Si  l'on  additionne  toutes  ces  égalités,  dont  le  nombre 
est  // ,  en  ayant  égard  à  ce  que  la  somme  algébrique  des 
projections  OA,  OB,  etc.,  est  nulle  (corollaire  I) ,  ou 
aura 

AS+  BS-+-.    .  =  n  ir  +  /!;. 
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Celle  dernière  égalité  montre  que  la  somme  des  carrés 
des  distances  des  sommets  A,  B,  ete.,  an  point  S,  est  in- 
dépendante de  la  position  de  ce  point  sur  la  circonférence 
décrite.  G. 


SOLITION  DE  LA  QUESTION  3M 

(voir  pa?e  312) ; 

Par   M.    P. -A. -G.   COLOMBIER, 

Licencie  es  Sciences,  Professeur  à  Paris. 


Soient 


m,,      m2,      m3,      m4 

les  coefficients  angulaires  de  quatre  diamètres  formant  le 
premier  faisceau,  et 

F»n      V-n     P*i     y- 

les  coefficients  angulaires  respectifs  des  quatre  diamètres 
conjugués  formant  le  second  faisceau.  Ces  huit  coefficients 
sont  tels ,  que  l'on  a 

///,  pt,  =  m2  u-î  —  m3  u,,  =  ni-,  u..,  =  Zll  —  ; 

le  signe  supérieur  se  rapporte  à  l'ellipse  et  le  signe  infé- 
rieur à  l'hyperbole,  a  et  b  sont  les  demi-axes  de  la  co- 
nique considérée. 

On  sait  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  droites 
concourantes  en  un  même  point  est  égal  au  rapport  anhar- 
monique des  quatre  points  qu'une  transversale  quelconque 
détermine  sur  ces  quatre  droites.  On  sait  aussi  que  ce 
dernier  l'apport  est  le  même  que  le  rapport  anharmo- 
nique des  projet  lions  de  ces  quatre  points  sur  une  droite 
quelconque,  sur  l'axe  des  X  par  exemple. 

Cela  posé,  1  équation  d  une  transversale  étant  repré- 
sentée par 


(  w  ) 

désignons  par 

X  |  ,         Xt  ,         X^  ,         .T^  , 

les  abscisses  des  points  d'interseetion  qu'elle  détermine 
sur  les  droites  du  premier  faisceau.  On  a 


m, — p  '    m2 — p  m-i — p  '  w4  —  p 

Le  rapport  anharmonique  du  premier  faisceau  est  égal  à 

(  3-\  "^1  ,)  (  & 3  "^2  ) 

'  J7j  X?)  \X-j  X$) 

Remplaçons  xti   x2,  x3,  x<,  par  leurs  valeurs,  ce  qui 

donne 

(mt  —  mi)(m2  —  nrh) 
[nti  —  mi)(tn1  —  /»,) 

D'après  la  symétrie  des  calculs,  on  voit  que  le  rapport 
anharmonique  du  second  faisceau  est  égal  à 

Si  l'on  remplace  dans  ce  rapport  {j.t ,  p.2 ,  p3 ,  li.u  par 
leurs  valeurs  en  fonction  de  iMj ,  ra2 ,  //z3 ,  w4 ,  on  recon- 
naît après  quelques  simplifications  que  le  rapport  anhar- 
monique du  premier  faisceau  est  égal  au  rapport  anhar- 
monique du  second.  ,  C    Q.    F.    D. 

Note  du  Rédacteur.  Ce  théorème  est  un  corollaire  de 
ce  théorème  :  Soient  une  conique  et  un  faisceau;  chaque 
rayon  du  faisceau  coupe  la  conique  en  deux  points  5  le 
faisceau  qui  passe  par  ces  points  d'interseetion  et  qui  a 
pour  sommet  un  point  quelconque  de  la  conique  est  un 
faisceau  en  involution.  Les  rayons  qui  passent  par  les 
deux  points  d'intersection  d'un  même  rayon  du  premier- 
faisceau  avec  la  conique  sont  des  rayons  correspondants. 
M.  de  Jonquières  fait  mention  de  ce  théorème  ,  mais  pour 
les  diamètres  conjugués  seulement.  On  en  déduit  intui- 
tivement le  théorème  général. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  Ô97 


kvoir  |i 


Pam   M.   CHANSON, 

Élève  du  lycée  de  Versailles  (classe  de  M.  \  annsnn}. 


Discuter  la  courbe  du  quatrième  degré   donnée  par 
l'équation 

y  =  y  ax  -f-  \  ax  —  x-. 

On  remarque  d'abord  que  si  l'on  prend  une  longueur 
OA  =  M  dans  le  sens  des  x  positifs,  et  qu'on  mène  par  le 


point  A  une  parallèle  à  l'axe  des  >  ,  la  combe  est  tout  en- 
tière comprise  entre  ces  deux  parallèles.  De  plus  la  courbe 
est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  .r ,  car  en  rétablis- 
sant le  double  signe  devant  chaque  radical,  les  valeurs  de 
y  correspondantes  à  une  même  abscisse  sont  deux  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires, 

y  =  dl  y  a  x  zh  y  x  (  a  —  x). 

Ann.  d<-  Hathêmai ..  t.'WI.  (Décembre  1857.)  29 
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Je  discute  donc  la  partie  de  courbe  située  au-dessus  de 

Taxe  des  x 


y  =  sjax  ±  y  «  (  a  —  x  ) . 

La  parabole  j'  =  \/«x  est  une  courbe  diamétrale  pour 
des  tordes  parallèles  aux  y.  Or,  si  je  prends  à  partir  du 
point  A  une  longueur  AG  égale  au  paramètre  a  ,  la  pa- 
rabole passera  en  G;  en  appelant  cp  la  longueur  qu'il  faut 
porter  en  dessus  et  en  dessous  à  partir  de  la  parabole,  on 
a  y  =  o  pour  x  =  a  (  *  ) . 

Donc  le  point  G  est  un  point  de  la  courbe.  De  même 
pour  x  =  o ,  on  a  çp  =  o ,  et  comme  entre  x  =  o  et  x  =  à 
<p  reste  positif,  il  passe  par  un  maximum,  qui  s'obtient 
en  égalant  les  deux  facteurs  sous  le  radical,  puisque  leur 
somme  est  constante. 

Si  donc,  au  milieu  A'  de  OA,  j'élève  une  perpendicu- 
laire à  l'axe  des  x,  et  qu'à  partir  du  point  I,  où  elle 
coupe  la  courbe ,  je  porte  deux  longueurs  IK'  et  IK  égales 
à  OA'  ou  a ,  j'aurai  les  deux  points  de  la  courbe  pour  les- 
quels <p  atteint  son  maximum.  A  partir  de  là,  et  x  crois- 
sant jusqu'à  a,  L  diminue  jusqu'à  o,  il  est  donc  facile  de 
construire  approximativement  la  courbe. 

Occupons-nous  maintenant  des  tangentes. 

Le  coefficient  angulaire  donné  par  la  formule 

tanga  =  <p'  [x] 
est  ici 

a  —  ix 


tanga  =r 


■?.  \jax       2  \Ja  [o  —  x] 


Pour  x  =  o  et  a=  a,  tang  a'  —  co  ,  ce  qui  prouve  que 
les  tangentes  à  l'origine  et  au  point  G  sont  Taxe  des  y,  et 
sa  parallèle  menée  par  le  point  A. 

[*)  y  =  \/a  (  a  —  a     représente  un  cercle.  lu 


I  $1  ) 

Si  je  fais 


a 

x  =  -? 
1 


je  trouve 


f;inil  a  =: 

6 


Donc  les  tangentes  aux  points  K  et  K'  sont  parallèles  ,  et 
la  tangente  de  leur  angle  avec  l'axe  des  x  est  donnée  par 
la  formule  précédente.  Il  est  donc  facile  de  les  construire. 

On  peut  se  proposer  de  chercher  le  point  de  la  courbe 
pour  lequel  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  des  x.  Il  suffît 
pour  cela  d'annuler  tanga  ,  et  on  trouvera  en  même  temps 
la  valeur  de  x  pour  laquelle  l'ordonnée  correspondante 
est  maximum. 

Posons  donc 


a 
tang  x  —  o      < 


\  ax       \jax  —  x"- 
Mii,  en  réduisant  au  même  dénominateur  et  simplifiant, 


3« 


et  la  valeur  correspondante  de  çp  est  -.  \/3. 


On  prendra  donc 


3 

0A"  =  7rt, 

4 


on  élèvera  parle  point  A."  une  perpendiculaire  à  l'axe  des 
a:,  et,  à  partir  du  point  où  cette  perpendiculaire  coupera 

la  parabole,  on  portera  une  longueur  —  — —  • 

La  tangente  au  point  S  est  parallèle  à  l'axe  des  x. 
Si  l'on  considère  la  branche  de  courbe  OKG,  il  est  fa- 

29 


(  452  ) 
cile  de  voir  que  lauy  y.  reste  toujours  posilif  :  il  doit  pas- 
ser par  un  minimum  entre  a;  =  oelJt;=rt. 

Ce  minimum  correspond  à  un  point  d'inflexion,  et  on 
l'obtiendrait  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  langa. 

On  peut  vérifier  quelques-uns  des  résultais  précédent 
par  une  autre  méthode. 

Si  nous  coupons  la  courbe  par  des  parallèles  représen- 
tées en  général  par 

les  abscisses  des  points  d'intersection  nous  seront  données 
par  l'équation  du  quatrième  degré 

x'*  -p  ili2  x2  —  /\li'  ai  +  A!=o. 

Dans  celte  équation  il  manque  un  terme  entre  deux  de 
même  signe  ,  ce  qui  nous  permet  d'affirmer  l'existence  de 
deux  racines  imaginaires.  Une  parallèle  à  l'axe  des  .< 
coupera  donc  jamais  la  courbe  plus  de  deux  fois. 

On  voit  aussi  qu'il  est  des  valeurs  de  h  pour  lesquelles 
elle  ne  la  coupera  pas  du  tout  5  car  si  l'équation  précédente 
a  deux  racines  réelles,  celle  que  l'on  obtiendra  en  égalant 
à  zéro  la  dérivée  du  premier  membre,  aura  toujours  une 
racine  réelle,  mais  celte  racine  devra  donner  un  résultat 
négatif.  Si  on  la  substitue  à  x  dans  l'équation  en  .*'. 
puisqu'une  des  racines  de  cette  dernière  est  comprise 
entre  -f-  co  et  celle  delà  dérivée,  et  l'autre  entre  celle-ci 
et  —  go  ,  en  résolvant  l'inégalité  on  trouverait  une  va- 
leur maximum  pour  h. 

L'équation  en  xk  fait  voir  également  que  la  courbe 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x\  car  pour  deux  \a- 
leurs  de  h  égales  et  de  signes  contraires,  elle  est  identi- 
quement la  même. 


(  453  ) 

SIR  LA  CONSTRUCTION 

Des  racines  de  l'équation  du  quatrième  degré  par  l'intersection  d'il  ne 
parabole  et  d'un  cercle  ; 

Par  M.    Jules  VIEILLE. 


Soit  l'équation 

(i)  .'  '  -t-y;u;-  -f-  <fx  -+-  / ■  =  o, 

dont  on  se  propose  de  construire  géométriquement  les 
racines. 

Le  moyen    le  plus   simple  consiste,    comme  on  sait, 
à  employer  la  parabole  ayant  pour  paramètre  l'unité,  et 

le  cercle.  A  cet  effet,  on  pose 

(2)  r=r. 

En  remplaçant  x~  par  >'  dans  1  équation  (i),  on  a 

(3)  y1  +pr  -h  qx-\-  r  =  o, 

puis  si  l'on  ajoute  membre  a  membre  les  équations  (a)  et 
(3) ,  il  vient 

(4)  3  +«*+  [p  —  i)r+  <ix  +  '==o, 

équation  d'un  cercle  dont  les  points  d'intersection  avec 
la  parabole  représentée  par  1  équation  (a)  ont  pour  ab- 
scisses les  racines  de  l'équation  (i).  Mais  ce  cercle  n'est 
pas  toujours  réel.  Si  l'on  écrit  son  équation  sous  la  foruje 

on  voit  qu'il  sera  imaginaire  toutes  les  fois  qu'on  aura 

(5)  r  ><£=£+£; 


(  4r>4  ) 

Et  alors  se  présentent  ces  deux  questions  : 

i°.  Quand  le  cercle  défini  par  l'équation  (4)  est  ima- 
ginaire ,  l'équation  (i)  a-t-elle  ses  racines  imaginaires? 

2°.  Réciproquement,  quand  V équation  (i)  a  ses  ra- 
cines imaginaires,    le  cercle  est-il  toujours  imaginaire? 

La  réponse  à  la  première  question  est  affirmative  : 
toutes  les  fois  que  le  cercle  est  imaginaire,  il  est  vrai 
que  l'équation  (i)  a  ses  racines  imaginaires.  En  effet,  à 
une  valeur  réelle  de  x  qui  vérifierait  l'équation  (i),  cor- 
respondrait une  valeur  réelle  de  jv"  tirée  de  l'équation  (2)  ; 
et  comme  les  solutions  du  système  (1)  et  (2)  vérifient 
nécessairement  l'équation  (4),  il  s'ensuivrait  que  cette 
dernière  admettrait  une  solution  réelle,  ce  qui  est  contre 
L'hypothèse. 

Ainsi,  quand  l'inégalité  (5)  aura  lieu,  on  sera  certain 
que  l'équation  proposée  n'a  que  des  racines  imaginaires, 
et,  par  conséquent,  toute  autre  combinaison  de  lieux 
géométriques  réels  serait  inutile  à  chercher,  en  vue  de 
construire  ces  racines. 

Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  seconde  question  :  de  ce 
que  l'équation  (1)  a  ses  racines  imaginaires,  il  ne  s  eusuit 
pas  que  le  cercle  défini  par  l'équation  (4)  soit  nécessaire- 
ment imaginaire.  On  conçoit  en  effet  que,  pour  certaines 
valeurs  des  coefficients  p,  q.  i\  le  cercle,  quoique  réel, 
puisse  ne  pas  couper  la  parabole,  dont  l'équation  ne  dé- 
pend pas  de  ces  mêmes  coefficients.  Pour  éclaircir  ee 
point,  attachons-nous  à  l'équation  plus  simple 

.*■'  +  y.r  -f-  r  =  o, 

dans  laquelle  le  terme  en  x*  manque,  i.a  condition  pour 
qu'elle  ait  ses  quatre  racines  imaginaires  est  aisément 
fournie  par  le  théorème  deSturm.  La  voici 

->5(w-  --  ?-<p  y-  0 


(   4:>'>    ) 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(6  r>S(j 

D'autre  part,  linq^alilé  (5)  se  réduit ,  pour/?  =  o,  à 

(7)  '->'+'! 


4 

D'après  ce  que  nous  avons  démontré  plus  haut,  1  iné- 
galité (6)  doit  être  une  consequence.de  l'inégalité  (7)* 
C'est  ce  que  uous  allons  d'abord  vérifier,  en  faisant  voir 
qu  ou  a  toujours 


4     "    \iJ 

OU 

Fn  effet ,  si  Ton  développe  le  cube  et  qu'on  pose 

<r  =  z-> 

le  premier' nieinbrc  de  cette  inégalité  prend  la  forme 

4  Z3  —   l  5  Z2  +12  3  +  4, 

et  1  on  reconnaît  que  z  =  2  le  réduit  à  zéro;  de  plus,  le 
quotient  par  z —  2  est  encore  annulé  pour  z  =  2  ;  en 
sorte  qu*1  l'on  trouve 

4z3  l5z2-hI2Z+4=(z—    2)2(4z+l     ■ 

Par  suite,  en  rétablissant  <72  à  la  place  de  z,  on  voit 
que  l'inégalité  précédente  peut  s'écrire 

(f-  2):(47!+  0>o. 
Sous  cette  forme,   elle  est  évidemment   satisfaite   pour 
toute  valeur  numérique  de  </  ,  à  l'exception  de  ^=±^2 
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double  \aleur  pour  laquelle  le  premier  membre  se  réduit 

à  zéro.  Quand  on  suppose  f/=±  y/a,  les  inégalités  (6) 

3 
et  (7)  s'accordent   à  donner   j    pour   limite   inférieure 

de  /■. 

En  résumé,  lorsqu'on  cherche  à  construire  les  racines 
de  l'équation  du  quatrième  degré  par  l'intersection  de  la 
parabole  x2  =  y  avec  un  cercle,  et  qu'on  rencontre  un 
cercle  imaginaire,  l'équation  proposée  a  aussi  ses  racines 
imaginaires.  Mais  cette  analyse  prouve  que  la  réciproque 
n'est  pas  vraie  :  que  si  léquation 

x''  -+•  qx  -+-  r  =  o 
a  ses  racines  imaginaires  ,  le  cercle  sera  néanmoins  réel 


tant 

i  -H  q* 


et 


que  /'  aura  une  valeur  positive  comprise  entre  3  I  j  \ 
•j-^—  Ces  deux  limites  coïncident  quand  on  a  q~=  2: 


.    3 


et,    dans  ce  cas,  pour  toute  valeur  de  /supérieure  à  j-, 

le  cercle  et  les  racines  de  l'équation  proposée  sont  ima- 
ginaires à  la  fois. 


SOLUTION  DE  L4  Ql'ESTION  592  (PROMET) 

(  oir  page  311); 

Par  M.    CBANSON, 

Élève  du  lycée  de  Versailles  (  classe  de  M.  ^  annson 


Si  l'équation 
(i)  /(*.)  =  « 

de  degré  pair,  et  si  ses  racines  peinent  se  partager  en 


I      !•>?    ) 
couples  donnant  la  même  somme  -is ,  1  équation 

(2)  /'(*)  =  (> 

admettra  la  racine  5,  et  ses  autres  racines  se  partageront 
en  couples  donnant  la  même  somme  as. 

Si  l'équation  (1)  est  de  degré  impair,  ayant  une  racine 
égale  à  s  et  toutes  ses  autres  racines  pouvant  se  partager 
en  couples  dont  la  somme  égale  2.v  ,  les  racines  de  l'équa- 
tion (2)  se  partageront  aussi  par  couples  donnant  la  même 
somme  is. 

Dans  le  premier  cas  ,  les  équations 

/'(*)  =  o,     f'"(x)  =  o,     /*(*)=  o, 

et  dans  le  second  les  équations 

/(*)  =  o,     /"(*)  =  o,     /"(*)  =  o 

auront  en  commun  la  racine  5. 

Je  m'occupe  d'abord  du  premier  cas.  Puisque  les  ra- 
cines se  partagent  par  couples  donnant  la  même  somme 
25,  le  polynôme/" (a:)  peut  se  décomposer  de  la  manière 
suivante 

f[x)  =  (x  —  a)[x  —  (2*  —  a)](.v  —  b)[x  —  :  2.v  —  b)]. 
ou  bien 

j  (  x  )  =  [  x '  —  isx  «+•  «  (  a  .y  —  a  '] 

X  \x2 —  2.ÇJ7  4-  b[is  —  b)). 

Prenant  la  dérivée  d'un  produit  suivant  la  règle,  j'ai 

f'x  =   2  (X   S  ) 

X 


A  /.(■*) 


—  2  *a;  -+-  «  (2.V  —  r/)        .»•'■'  —  rxsx  -f-  b  (  is  —  b 
Je  remarque  d'abord  que  l'équation 
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admet  bien  la  racine  f,' puisque  f  (a?)  est  divisible  par 

{x  — s). 

De  plus,  si  ayant  supprimé  le  facteur  commun  (x —  5), 
je  considère  l'équation  composée  dune  somme  de  produits 

[  x2  —  2  sx  +  a  (  2  s  —  a  )]  [x2  —  2  m:  +  h  (  2  s  —  £)]•••  =0, 

je  vois  que  le  premier  membre  ne  change  pas  quand  on 
y  remplace  x  par  is  —  x.  Si  donc  un  nombre  x'  est  ra- 
cine, is  —  x'  le  sera^aussi,  et  les  racines  se  distribueront 
bien  par  couples  donnant  la  même  somme  25,  comme  il 
fallait  le  démontrer. 

Je  passe  au  second  cas. 

Le  polynôme  peut  se  mettre  sous  la  forme 

fx  =  (x  —  s)[x2  —  2 , sx  -+•  a  (2 s  —  a)] 

X[X-—   2SX  -t-$(2S—    P)].   .  .    ; 


dune 


fx  i{x—s)fx 


+ 


x  —  s        x-  —  2  sx  +  a  (  2  s  —  a ] 
i(x  —  s)  fx 

h . . .  . 

.f"  —  2  SX  +   p  (  2  S  P  ) 


Comme  précédemment,  si  je  remplace  dans  ce  polynôme 
x  par  (is  —  .r),  il  ne  changera  pas  de  valeur. 

Car  dans  le  premier  terme  les  deux  termes  de  la  frac- 
tion changent  de  signe  en  conservant  la  même  valeur  ab- 
solue. La  fraction  reste  donc  la  même. 

Il  en  est  de  même  des  autres. 

Ainsi  donc  encore,  si  un  nombre  x'  est  racine  de  l'é- 
quation 

/*(*)  =  o, 
■is  —  x'  l'est  aussi.  Autrement  dit,  les  racines  de  cette 
équation   se  partagent   par  couples   donnant    la    même 
somme  25  :  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Or  maintenant  f  x  est  un  polynôme  <le  degré  pair. 
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«{oui  les  racines  se  partagent  par  couples  donnant  la  même 
somme  2S.  Donc  ,  d'après  la  première  partie  du  théorème, 

admet  la  racine  s  ,  s  est  de  degré  impair. 

Et  les  autres  racines  se  distribueront  par  couples  don- 
nant la  même  somme  is.  Donc,  d'après  la  seconde  par- 
tie du  théorème,  l'équation 

/*(*)  =  o 

sera  de  degré  pair  et  ses   racines  jouiront  de   la  même 
propriété.  On  en  conclura  encore  que  l'équation 

/"  (*)  =  o 
admet  la  racine  s. 

Alors  on  voit  que  si/(x)  =  o  est  de  degré  impair, 
les  équations 

/(*)  =  <>,     f"(x)  =  o,     f"(x)  =  o,y. 

admettent  en  commun  la  racine  s. 

Et  on  ferait  voir  de  la  même  manière  que  s\f[x)  est 
de  degré  pair,  les  équations 

/'(*)  =  o,  r>(x)  =  o,  r[x)=o,... 

admettent  la  racine  s. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  VIII  DE  M.  V.  DE  LAFFITTE 

(voir  pasc  206 i ; 

Par  M.   LEGRANDAIS, 
Élève  du  lycée  Saint-Louis    classe  de  M.  .1.  \  ieille  . 

Soit  un  triangle  ABC;  on    j<>ini  le  centre  G  du  cercle 
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inscrit  au  milieu  M  de  AB,  et  par  le  point  C  on  mène  CI 
parallèle  à  GM ,  et  on  prend  sur  cette  parallèle  ÇI=  2GM. 
11   s'agit  de   démontrer  qne  la  plus  courte  dislance  du 
point  I  au  cercle  circonscrit  de  centre  O  est  égale  à  2J-: 


r  étant  le  rayon  du  cercle  inscrit  (*).  Ainsi 
IR  =  2  r. 

En  effet,  si  je  mène  la  médiane  CM,  cette  ligue  coup» 
la  ligne  GI  en  un  point  D  tel,  que  l'on  a 


GM 

CI 


DM 
CD" 


Donc  le  point  D  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 
Cela  posé,  je  remarque  que  si  je  mène  OD  et  que  je 
prenne  DH  =  2OD,  le  point  H  sera  le  point  de  ren- 
contre des  trois  hauteurs  et  le  milieu  K  de  OH  le  centre 
de  la  circonférence  qu'on  nomme  en  géométrie  la  circon- 
férence des  neuf  points.  Or  on  sait  que  la  distance  des 
centres  des  cercles  inscrits  et  circonscrits  à  un  triangle 
estime  moyenne  proportionnelle  entre  les  diamètres  du 
cercle  circonscrit  et  la  distance  du  centre  du  cercle  in- 


(*)  La  ligne  IDG  oïncide  pas  a.ve<  OKH. 


IM 


(  46i  ) 
scril  au  centre  du  cercle  des  neuf  points  [Nouvelles  An- 
nales, 1. 1,  p.  79  et  199). 
On  a  donc 

OG2  =  2RX  GK. 
Mais 

OG  =  R(R  —  2r); 
donc 

R  —  2  /• 


GK 


2 


Mais  les  deux  triangles  DRG,  DIO  sont  semblables,  cai 
on  a 

DI                                           3  DO  n        DO 

GD  =  — ,      KD  =  KO  —  DO  = DO  =  —  : 

2  22 

donc  on  a  aussi 

GK  =  °X 

2 

et,  par  conséquent, 

01  =  R  —  2  /  ; 
donc 

ÎR==2r. 

Note  du  Rédacteur.  M.  Louis  Cremona  ,  professeur 
au  gymnase  de  Crémone  ,  dans  un  Mémoire  sous  le  titre  : 
Mot  a  intorno  ad  alcuni  teoremi  di  eeometria  seginen- 
taria,  in-4  de  i4  pages ,  démontre  les  sept  théorèmes  de 
M.  Laffitte,  à  l'aide  des  procédés  de  la  géométrie  algo- 
rithmique: prenant  pour  axes  les  trois  droites  doubles  de 
deux  figures  homographiques  et  faisant  usage  de  coordon- 
nées trilinéaires,  l'auteur  parvient  avec  une  extrême  fa- 
cilité à  des  formules  dune  symétrie  et  d'une  élégance 
admirables.  Le  Mémoire  est  extrait  du  Programme  pu- 
blie à  Crémone  à  la  fin  de  Tannée  scolaire;  de  1 8 5  j . 

Rome  possédera  en  i  858  un  journal  mathématique  ré- 
digé par  MM.  Betii,  Brioschi,  Genocchi ,  Tortolint,  et 
faisant  suite  aux  savantes  Annales  de  ce  dernier.  Ce  jour- 
nal sera  principalement  consacré  à  propager  les  théorie.'- 
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symboliques  de  la  géométrie  el  <J<'  1  arithmétique  univer- 
selles . 

M.  Rey,  professeur  à  Paris,  traduit  l'ouvrage  capital 
du  Rév.  Robert  Carmichael  sur  les  calculs  symboliques 
(voir  Bulletin,  t.  I,  p.  83).  Trouvera-t-il  un  éditeur? 
Ce  n'est  pas  une  production  7170V  uùçitov  . 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  391  (PROMET) 

(voir  page  311) ; 

Par   M.  TRAVERSE, 
Elève  de  l'institution  Favart  (classe  de  M.  Colombier 


Désignons  par  a  le  rapport  de  DC  à  DE  et  par  9 
l'angle  D.  Je  construis  le  triangle  ADB  :  ce  qui  fait  con- 
naître les  positions  des  trois  sommets  A,  B,  D  du  penta- 
gone. Des  points  À,  B  comme  centres,  et  avec  des  rayons 
respectivement  égaux  à  AE,  BC,  je  décris  des  circonfé- 
rences. Je  joins  le  point  D  à  un  point  quelconque  K  pris 
sur  l'une  de.  ces  circonférences,  sur  la  circonférence  A 
par  exemple,  et  je  détermine  le  point  M  de  manière  que 
l'on  ait 

^  DM 

KDM  =  6      et      —  =  a. 

Le  lieu  des  points  tels  que  M  est  toujours  une  ligne 
semblable  à  celle  qui  a  servi  à  la  construire.  Dans  le  cas 
actuel,  ce  lieu  est  une  circonférence.  Pour  la  déterminer, 
eu  grandeur  et  eu  position,  prenons  DH  et  HI  de  telle 

t-jtt  ni 

sorte  que  —  =  a  =  -—  (*).  Menons  DF  de  manière  que 

1      DA  AE  x    '  * 

l'angle  ADF  soit  égal  à  B\  puis  prenons  DF  égal  à  DH. 
Le  point  F  ainsi  déterminé  sera  le  centre  de  cette  cir- 
conférence, et  son  rayon  sera  égal  à  HI. 


(*)  HI  est  parallèle  à  AI<:  e(  I  est  sur  le  cdté  DF..  Tm. 
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La  circonférence  F  coupe,  je  suppose,  en  deux  points 
C  et  C  la  circonférence  B.  Prenons  un  quelconque  de 

ces  deux  points,  c  par  exemple,  pour  quatrième  sommet 
du  pentagone.  Je  mène  la  droite  DN  faisant  avec  DC  un 
angle  égal  à  6.  La  droite  DC  et  la  circonférence  F  auront 
autant  de  points  communs  que  la  droite  DÏN  et  la  circon- 
férence A.  En  supposant  que  DC  ait  deux  points  com- 
muns avec  la  circonférence  F,  j'appelle  E  celui  des  deux 
points  d'intersection  de  DÏN  avec  la  circonférence  A  qui 

DC 
satisfait  à  —  =  a.  Le  point  E  sera  le  cinquième  sommet 

du  pentagone  demandé. 

Scolie.  Le  nombre  de  points  communs  aux  circonfé- 
rences B  et  F  donne  le  nombre  des  solutions  du  problème. 


NOTE  POi'R  LA  PAGE  316 

Par  M.    E.   CATALAN. 


En  adoptant  les  raisonnements  de   l'auteur,  on  doit 


(m  —  i )  ( m  —  2 ) 

]N  — — ■  i 


et  la  formule  est 


x  = -,  m  (m  —  i  )  (  m  —  2  )  i  /»  —  3  )  ( m  —  4 

i 29b      v  '  v  '  K 

X  [rn*  H-  m*  —  73  m7  ■+-  3.57  m  —  102). 


RECTIFICATION  (pages  432  et  \"y 


Le  nombre  des  racines  de  l'équation 

X  I  OOO  T.  .  Sill  X  5o  7T  =  o 


m  ) 

h  esl  pas  aooi,  mai  s  1999.  Cette  équation  n'aaucune  racine 
comprise  entre  —  9007:  et  (  —  930  -f--j  ~-  ('^('  ua  au> 

cime  racine  comprise  entre  (  io5o J  n  et  io5o~. 


G. 


THEOREME  SIR  LES  NORMALES; 

Pau  M.   DEVVULF, 
Offii  ier  du  Génie 


Si  dans  le  plan  d'une  courbe  de  degré  n  on  décrit  un 
cercle  quelconque  et  que  par  les  in  points  d'intersection 
on  mène  les  normales  à  la  courbe,  le  centre  du  cercle  est 
le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  in  points  d'in- 
tersection des  in  normales  avec  un  diamètre  quelconque 
du  cercle. 

Démonstration . 

F  =  o  équation  de  la  courbe,  cp  =  x~  -+-  y-  —  C  =  <> 
équation  du  cercle-,  r  étant  l'ordonnée  à  l'origine  d'une 
normale,  on  a 

r/F 
1  dx 

r  d<p  <7F       d'j  dV 

'  dy  dx        dx  dv 

et,  d'après  le  théorème  de  Jacobi  (Nouvelles  Annales, 

t.  VII,  p.  124) ,    A-=°-  c-   <>•   F-   D- 

./F 
Nota.  Je  préviens  derechef  les  élèves  que  —  est  la  dé- 

rivée  de  r  par  rapport  a  x,  de  même  —  >  et  les  prie  de 

vouloir  bien  faire  usage  de  celte  notation  dans  les  travaux 
qu'ils  m'adressent;  ils  en  tireront  de  grands  avantages. 
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BIBLIOGRAPHIE,  D'HISTOIRE 

ET    DE 

BIOGRAPHIE  MATHÉMATIQUES. 


SIR  L'EXISTEXCE  PRÉTENDUE , 

dans  la  Masserai),  d'un  nombre  exprimé  selon  un  système  de  position. 
Epoque  présumée  d'admission  chez  les  Arabes.   Origine  du  signe  c 


On  sait  que  les  Israélites  attachent  une  importance 
extrême  à  la  conservation  du  texte  de  l'Ancien  Testament 
et  ont  pris  des  précautions  minutieuses  pour  qu'on  n'y 
puisse  faire  aucune  addition,  aucune  soustraction  ,  fût-ce 
même  d'une  lettre,  d'un  point- voyelle ;  qu'on  ne  puisse 
changer  une  lettre  majuscule  en  minuscule  et  vice  versa, 
etc.  A  cet  effet  et  à  diverses  époques,  des  scribes  se  sont 
occupés  de  compter  dans  chaque  livre  de  la  collection 
biblique  le  nombre  des  mots,  le  nombre  des  versets,  le 
nombre  de  fois  qu'un  même  mot  se  rencontre,  etc.  Le  re- 
cueil de  toutes  ces  données  numériques  forme  un  ou- 
vrage appelé  la  Massorah,  ce  qui  signifie  la  tradition. 
L'époque  de  la  formation  et  les  auteurs  de  ce  recueil  sont 
également  inconnus.  Une  opinion  l'attribue  à  Esdras  ; 
mais  la  critique  historique  assigne  l'intervalle  du  111e  au 
vie  siècle  de  l'ère  vulgaire.  S'il  existait  donc  dans  cet  ou- 

Rulletin  mathématique,    t.  III.  (Janvier  1857.)  I 
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vrage  un  nombre  écrit  suivant  noire  système  de  numé- 
ration, ce  serait  la  plus  ancienne  apparition  de  ce  sys- 
tème. Voici  ce  qui  a  fait  croire  à  l'existence  d'un  tel  fait. 
Les  nombres  sont  représentés  chez  les  Hébreux  ,  ainsi  que 
chez  les  Arabes  ellesOrccs,  par  des  lettres  de  l'alphabet  : 
de  sorte  que  chaque  mot  de  la  langue  a  une  valeur  nu- 
mérique. D'après  cela,  les  Massorètes,  pour  fixer  un 
nombre  donné  dans  la  mémoire,  indiquent  un  verset  de 
la  Bible  où  se  trouve  un  mot  qui  a  cette  valeur  numéri- 
que. C'est  ee  qu'on  nomme  le  sitnn,  le  signe  du  nombre  (*) . 
Or  le  nombre  des  versets  du  Pentateuque  est  5845;  les 
Massorètes  donnent  pour  simn  lé  verset  16  du  chap.  3o 
d  Isaïe  r  veor  hachamah  jehcje  scivazaïme,  la  lumière  du 
soleil  sera  septuplée;  chaînait  [ch  guttural)  est  un  des 
noms  du  soleil  (**)  ;  le  ha  remplace  le  génitif  du.  Ce  mot 
renferme  quatre  lettres  écrites  de  droite  à  gauche  :  lie  va- 
lant 5  ,  chet  valant  8  ,  ment  valant  4o,  lie  final  valant  5. 
Mais  ce  mot  doit  rappeler  le  nombre  5845  :  d'où  Ion  in- 
fère qu'en  partant  de  la  droite  5  vaut  5ooo,  8  vaut  800. 
Il  y  a  donc  ici  une  valeur  de  position.  Mais  c'est  là  une 
rencontre  fortuite.  Les  Massorètes  ne  pensaient  pas  à  une 
telle  numération  :  s'ils  avaient  eu  celle  intention  ,  ils 
auraient  remplacé  le  ment,  dont  la  valeur  effective  est  4o, 
par  le  dalelh  qui,  comme  le  délia  grec,  vaut  4 5  on  aurait 
eu  hachadak. D'ailleurs  il  n'y  avait  aucune  erreur  à  crain- 
dre ;  en  prenant  la  valeur  absolue  des  lettres,  le  hachamah 
vaudrait  58  ,  et  personne  ne  s'avisera  de  croire  qxi'ù  n'y  a 
que  58  versets  dans  le  Pentateuque. 

La  valeur  numérique  des  leltres  chez  les  Grecs  et  les 
Arabes  a  beaucoup  nui  aux  progrès  de  la  science.  Ces 


(*)  Simn  en  grec  Squac/i».  Cette  prononciation  est  favorable  au  système 
des  itistes. 

(*')  Chamah,  littéralement  la  chaleur;  en  grec  K.a.u[ix,  brûlure. 


(  3  ) 
peuples  connaissaient  et  cultivaient  comme  nous  une  ana- 
lyse algébrique,  mais  ils  n  ont  jamais  pu  parvenir  à  une 
écriture  algébrique,  par  la  raison  toute  simple  que  les 
lettres  avant  une  valeur  numérique  déterminée  ne  pou- 
vaient servir  à  représenter  des  nombres  quelconques,  1! 
est  à  remarquer  que  les  Grecs  possèdent  une  double  let- 
tre, le  sti,  qui  n'a  pas  de  valeur  numérique  (*)  5  aus>i  Dio- 
phantea  pris  le  sti  pour  représenter  l'inconnue  du  pro- 
blème, le  X  des  modernes.  Dans  les  questions  à  plusieurs 
inconnues,  il  a  soin  de  chercher  d'abord  les  relations 
entre  les  inconnues  et  celle  qu'il  désigne  par  le  sti.  C'est 
dans  ces  occasions  qu'il  déploie  les  ressources  variées  de 
son  génie  si  éminemment  analytique.  Quelquefois  poui  - 
tant  il  désigne  dans  la  même  question  des  inconnues 
différentes  par  la  menu1  figure  sti,  et  cela  rend  souvent  la 
lecture  pénible  et  le  raisonnement  dillicilc  à  suivre.  Il 
fait  déjà  usage  d'abréviations  qui  portent  chez  les  rabbins 
le  nom  de  rasch  hatebath,  lèles  de  mots.  Ainsi  il  écrit  <5V. 
*w,  au  lieu  de  JW«^«j?,  carré,  xuÔW,  cube.  Pour  désigner 
le  manque  (notre  moins)  ,  il  prend  la  lettre  ^  renversée 
(j\)  tirée  du  mot  XeiJ"?}  mais  il  n'a  pas  de  signes  pour  les 
autres  opérations. 

L'alphabet  latin  n'est  pas  généralement  numéral:  sept 
lettres  seulement  sont  devenues  constamment  numérales, 
savoir  C,  D,  I,  L,  M,  V,  X.  Ce  sont  d'anciens  signes 
numériques  transformés  peu  à  peu  en  lettres  (**);  mais 
les  Romains  n'avaient  pas  de  dispositions  pour  les  ma- 
thématiques: toutefois  Cicéron  nous  parle  d  un  patricien 
ami  du  premier  Scipion ,  et  qui  était  plonge'1  nuit  et  jour 
dans  les  méditations  géométriques  et  astronomiques. 


(*)  11  ne  faut  pas  confondre  cette  double  lettre  avec  le  s  gne  1  p  s< 
représente  le  nombre  6,  auquel  elto  ressemble. 
"     Voit   Probus,  pag 
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Mori  perte  videbamus  in  studio  dirnetiendi  cœli  atque 
terras  C.  Gallum,  familiarem  patris  tui}  Scipio.  Quoties 
illum  luxnoctu  aliquid  describere  ingressum,  quoties  nox 
oppressif  qiium  marte  cœpisset!  Quant  delectabat  euirt, 
defectiones  solis  et  hutœ  niulto  nobis  ante  prœdicere  (De 
Senect,  §49)- 

Ainsi  ce  Gallus  savait  calculer  et  prédire  les  éclipses. 
Souvent  il  fut  surpris  par  la  nuit  dans  une  opération  de 
géométrie  commencée  au  matin;  surpris  par  le  jour  dans 
une  opération  commencée  la  veille  au  soir.  On  raconte  la 
même  chose  de  Viète,  véritable  inventeur  de  l'algèbre 
symbolique,  trois  siècles  après  que  Fibonacci  eut  im- 
porté l'algèbre  discursive  des  Arabes. 

D'après  un  manuscrit  de  la  Bibliothèque  impériale  de 
Paris  (o/52e  supplément  arabe),  M.  Woepckeest  d'opinion 
qu'au  commencement  de  la  seconde  moitié  du  xe  siècle  de 
notre  ère,  des  géomètres  de  l'Orient  (principalement  de 
Chiràz)  se  servaient  déjà  de  chiffres  indiens  avec  valeur 
de  position  et  emploi  d'un  signe  pour  zéro  (*  ),  et  ce  signe 
est  un  petit  cercle.  On  peut  facilement  faire  dériver  les 
figures  de  nos  chiffres  de  celles-ci ,  excepté  le  8 ,  qui  res- 
semble à  notre  7  ,  tandis  que  le  7  est  représenté  par  notre 
h  renversé  (£)•,  l'origine  de  notre  8  présente  des  diffi- 
cultés. 

M.  Prouhct ,  remarquant  que  le  00  couché  désignait 
mille  chez  les  Romains  et  que  ce  mot  mille  se  dit  quelque- 
fois par  emphase  pour  un  nombre  très-considérable ,  émet 
l'ingénieuse  conjecture  que  c'est  l'origine  du  signe  employé 
pour  l'infini. 


(*)  Annali  Ut  Scienze  ma  tenta  tiche  et  fisiche  di  Tortolini,   t.    VU,  pages 
xi  i  —  1 88,  en  français. 
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Valerius  Probus  a  composé  un  opuscule  sur  la  signifi- 
cation des  abréviations  usitées  dans  les  actes  publics  et 
judiciaires.  On  possède  plusieurs  manuscrits  de  cet  opus- 
cule que  M.  Mommsen  décrit  et  discute.  Voici  ces  manu- 
scrits : 

i°.  Cyriaque  d'Ancône  ;  il  est  le  premier  chez  lequel  on 
rencontre  le  nom  de  Probus  attaché  aux  Notas.  Cyriaque 
parait  avoir  copié  en  i442  à  i443  un  manuscrit  de  Pro- 
bus. 

u°.  Giovanni  Marcanova ,  médecin  mort  à  Pavie  en 
1467.  Il  a  fait  copier  calligraphiquement  les  manuscrits 
de  plusieurs  épigraphistes,  entre  autres  Feliciano  et  Cy- 
rianus.  Un  de  ces  manuscrits  existe  à  Berne  \  ce  manuscrit 
contient  201  pages.  Aux  pages  160-162 ,  on  trouve  le  Pro- 
bus légitime  (aecht)  distribué  selon  l'ordre  méthodique 5 
aux  pages  iô'4-i65,  une  explication  des  signes  des  nom- 
bres depuis  1  jusqu'à  1  000000,  explication  qui  com- 
mence ainsi  :  Quoniam  mentio  cœpitde  numeris  breviter 
ost.cndamu.s  quajigura  guis  mimeras  reprœsentetur.  Oin- 
nis  numerus,  ut  ait  Boctius,  par  Figurant  unitatis  repree- 
sentari  débet.  Ceci  est  imprimé  dans  l'édition  de  Probus 
par  Ernst  comme  formant  le  chapitre  XXV,  et  aussi  dans 
l'édition  de  1 499 5  mais  sans  citer  Boëce.  Mommsen  n'a 


pu  découvrir  ce  passage  dans  Boéce.  De  170  à  190,  de 
Notis  antiquis,  de  Pierre  Diaconus;  page  191,  Sequilui 
de  numéro  litterarum:  c'est  l'alphabet  numérique  de  E 
jusqu'à  Z,  mais  non  en  vers 5  aux  pages  194  a  201,  les 
iNotes  de  Probus  arrangées  selon  l'ordre  alphabétique. 
Ce  manuscrit  a  été  écrit  par  Mercanova  ou  sous  sa  direc- 
tion, de  14^7  à  1460. 

3°.  Manuscrit  de  Vienne.  Il  est  du  xe  siècle,  contient 
des  gloses  sur  Priscieu  et  Venautius  Forlunatus;  niais  les 
quatre  premières  pages  sont  de  la  main  du  bibliothécaire 
Conrad  Celtes  (1459-1508).  Elles  contiennent  M.  Yalerii 
Probi  de  Notis  antiquis  opusculum,  et,  après  la  phrase  fi- 
nale, tsàoî  6îm  xaP'^  5  on  lit  l°s  vers  mnémoniques  suivants 
sur  l'alphabet  numérique  ',  ces  vers  sont  reproduits  dans 
deux  autres  manuscrits  plus  récents.  Mommsen  dit  qu'il 
les  imprime  parce  qu'il  ne  sait  pas  qu'on  les  ait  déjà  pu- 
bliés; on  les  trouve  pourtant  dans  la  prima  parle  del  gê- 
nerai Trailato  de  Tartaglia  (  1  5 5 6 ) <  page  4« 


A.    Possidet  A  numerum  quingenties  ovetine  recto 
R.    Et  B  ter  centum  prose  retinere  probatura 

C.  Et  sibi  C  centum  jam  constat  habere  connexum 
Non  plus  quani  centum  C  numéro  constat  habere 

D.  Alpha  D  et  compar  duo  et  tria  nomina  portât 

E.  E  quo  ducenticum  quinquaginla  tenetur 

F.  Sexta  quafr  decem  ;jerit  F  que  distat  ab  alpha 

G.  Ergo  quaicr  centum  C  mine  caudula  réservât 

II     Litera  H  quondam.  ducentum  notaque  quondam 
1.     I  retinet  unum  vocalibus  unque  tenetur 
K.   centenarium  médium  servat  et  unum 
L.    Quiquies  E  decem  monstrat  numerantibus  ecce 
M.  M  caput  est  iiumeri  quem  scinius  mille  teneri 
O.    O  numerum  gestat  qui  nunc  undt  cimus  estât 
0.    Nonaginta  canat  qua?  sic  0  caput  esse  videtur 
P.    P  similem  qui  g  numerum  monslratur  liabere 
Q.   Q  sicut  D  sequetur  numerum  similemque  lenendo 
R.    Ociaginiu  facit  numerum  qui  dicitur  R 
S.    Hebdomade  speciem  S  suscipil  liée  quoque  sepiem 
f,    C,  ntum  tollit  de  sexaginla  bicornis 


V 

CGC 


ccccc 

CCL 
XXX  X 

cccc 

ce 
I 

Cl 

\\\x\ 

Mille 
XI 

xc 

cccc 
cccoc 

LXXX 
LXX 
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V.    V  vero  pessundans  numéro  plus  quam  quinquï  redund-as  V 

X.   Duplex  X  solito  deçern  jam  niorem  pulato  VY 

Y.    Argolicum  callem  graditur  facitque  caracter  XCL1 

Z.    Ultima  Z  canit  fidem  bis  mille  tenere. 

Tartaglia  présente  dans  l'ouvrage  cité  ci-dessus  des  va- 
riantes importantes  aux  lettres  suivantes  : 

B.  Au  lieu  de  prohatwn,  il  a  conetur. 

C.  Il  n'a  que  le  second  vers  :  Non  plus  quam  cenlum 
C  constat  habere  connexion. 

D.  jélphœ. 

I.     Retinens  centum  vocalibus  una  tenettir  ccnto. 

N"   Nonaginta  capit  quœ  si  caput  esse  videtnr. 

P.   Similis  quoque. 

T.    ...  Tollit  cum  sexaginta. 

V.    ...  Non  plusquam. 

X.   More  pulatur. 

Y.  Argolicum  callem  graditur  K;  Y  que  caracter. 
Cent  cinquante. 

Z.   ...  Tenetur. 

Le  texte  de  Tartaglia  est  plus  conforme  aux  règles  de 
la  prosodie. 

Probus,  cité  par  Tartaglia,  donne  les  raisons  suivantes 
pour  les  valeurs  numériques  des  six  lettres  \,  X,  L,  C, 
D,M. 

V  est  la  cinquième  voyelle; 

X  la  dixième  consonne; 

L  se  change  souvent  en  N,  ainsi  Lytnpha,  Nymplia,  et 
N  signifie  cinquante  chez  les  Grecs  ; 

C  initiale  de  cenlum  ; 

D  pour  plusieurs  raisons  :  il  y  a  cinq  consonnes  entn 
f)  cl  M;  autre  raison:  D  lettre  initiale  de  dîmidium 
moitié  de  mille. 

M  initiale  i\c  mille. 


Tartaglia  réfute  ces  raisons  et  en  donne  d'autres  qui  ne 
valent  guère  mieux. 

M.  Soleirol,  chef  de  bataillon  du  Génie,  en  retraite, 
déduit  ces  six  signes  des  instruments  qui  ont  pu  servir  à 
les  trouver,  surtout  de  la  taille^  instrument  encore  en 
usage  chez  les  boulangers  [Mémoires  de  V Académie  de 
Metz,  i854-i855)  (*). 

C'est  à  la  page  1 19  du  Mémoire  de  M.  Mommsen  qu'on 
trouve  l'opuscule  de  V.  Probus.  Les  mots  sont  rangés 
systématiquement  sous  quatre  rubriques. 

1.  In  monumentis  publicis  et historiarum  libris  sacrisque 
publicis  reperiuntur. 

Contient  vingt-quatre  notes.  Exemples  : 
P.  .  .  .      Publicies. 
L .  .  .  .      Lucius . 
P.C..      Patres  conscripti. 
S.N.L     Socii  nominis  latini. 

2.  Litteras  singulares  in  Jure  civile  de  Legibus 
et  Plebiscitis  nunc  ponimus. 

Contient  aussi*vingt-quatre  notes.  Exemples  : 

P.I.R.  .  .  Populum  jure  rogavit. 

L.P.C.R.  Latini  prisci  cives  Romani. 

S.  F.  S...  Sine  fraude  sua. 

V.F Usus  fructus. 

3.   In  legis  action ib us  hœc. 
Contient  onze  notes.  Exemples  : 

A .  T .  M .  D .  0 Aio  te  mihi  dare  oportere . 

Q.N.T.S.Q.P Qunndo  ncgas  te  sacramento  quinge- 

nario  provoco. 
T.PR.I.  A.V.  P.  V  D.     Te  prœtor  indicem  arbitramve  poslulo 

uti  des. 

(*)  On  lit  une  explication  plausible  de  ces  signes  dans  the  Philosopha  of 
arithmetic  «le  Leslie,  introduction. 
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4.  De  edictis  perpétua  hœc, 

Contient  vingt-trois  notes.  Exemples  : 

V.B.A.  .  .      Viri  boni  arbitrant. 
Q.S.S.S  .      Quae  supra  scripta  surit. 

Probus  a  été  édité  par  Ernst,  Lindenbrog,  Gothefred, 
Putsch. 

Suétone,  dans  sa  Biographie  (De  illust. gramm.,ç.  24). 
parle  de  Probus  de  Beryte,  grammairien  ,  et  il  dit  :  Multa 
exernpîaria  contracta  emendare  ac  distinguerc  ac  adno^ 
tare  curant,  soli  huic  nec  ulli  prœterea  grammatices 
parti  dedïtuSj  et  qu'il  a  aussi  publié  :  Pauca  et  exigua  de 
quibusdam  minutis  quœstionibus.  Mommsen  croit  que  ces 
minutis  quœstionibus  sont  les  JSotœ  et  qu'ainsi  l 'auteur  des 
Notes  a  vécu  sous  Néron  et  sous  Domitien.il  a  publié  aussi 
Commet  itarius  satis  curiose  factus  de  occulta  Utterarum 
signcjicatione  epistolarum  C.  Cœsaris  scriptarum  (Gell., 
17,  95  Suet.  Cses.,  56).  Existe-t-il  des  monuments  où  l'on 
rencontre  des  valeurs  numériques  exprimées  par  les  let- 
tres indiquées  par  Probus  ?  Il  est  possible  que  ces  signes 
numériques  aient  été  purement  usités  dans  les  opérations 
financières  ou  dans  les  actes  commerciaux  privés  et  non 
dans  les  actes  publics. 


Bulletin  mathématique ,  t.  III.  (Février   1857.") 
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DÉNOMINATIONS  ET  REPRESENTATIONS  DES  FRACTIONS 
CHEZ  LES  ROMAINS. 


Premier  système.  —  L'as  est  l'unité. 
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Second  système.  —  L'once  est  V unité. 
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As,   terme  tarentin,    d'où    e-ç,    un,   divisé    eu   douze 
parties  ou  onces. 


Deunx,  un  douzième  ôté,  reste  — 

I  2 

r-.  .  .      .,  IO 

Dextans,  un  as  moins  un  sixième  .  sextans ,  reste  — 

Dodra,  doôpa.,  breuvage  de  neuf  ingrédients. 
Be-as ,   binœ  partes  assis  =■  deux  tiers  de  Tas  =  bi- 
iertius. 

Semi ,  de  yjf/t. 

Sicilicus,  mesure  de  longueur,  -  du  pouce  de  super- 

4 

ficie,  t^  du  jugcrum  (journal  de  terre),  -^  de   1  heure; 

monnaie  de  deux  drachmes. 

Drachme  ,  petite  monnaie  grecque  équivalente   à  peu 
près  au  denier  romain. 

Sent p us  f  petite  pointe  de  rocher. 

T remis  si  s ,  trois  vingt-quatrièmes  d'once. 


TABLES  DE  BARRER. 


Ces  Tables  citées  par  Gauss  (voir  Bulletin,  tome  II, 
page  16) ,  quoique  datant  de  1757  et  d'une  grande  utilité 
pour  le  calcul  des  orbites  paraboliques  ,  sont  presque  in- 
eonnues  en  France.  Elles  ont  été  données  pour  la  première 
fois  dans  l'ouvrage  suivant  : 

An  account  of  the  discoveries  concerning  cornets, 
with  the  way  to  find  their  orbits,  and  some  improvements 
in  construefing  and  calculating  their  places,  for  which 
reason  are  hère  added  new  Tables,  fitted  to  those  pur- 
poses  iparticulary  with  regard  to  that  cornet,  which  is  soon 
expected  to  relum  ;  In    Thomas  Barker.  Qènt.   Lbnddn. 
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J.  Whiston  and  13.  White,  1757,  grand  in-4  de  54  pages 
et  une  planche. 

Il  s'agit  du  retour  de  la  comète  de  1682,  d'après  la 
méthode  de  Newton.  C'est  la  célèbre  comète  périodique 
de  Halley.  Les  nombres  de  Barker  sont  avec  5  décimales 
et  les  logarithmes  avec  6  décimales. 

La  seconde  de  ces  Tables  donne  l'aire  parabolique  cor- 
respondante à  l'anomalie  vraie,  croissant  par  5  minutes, 
ainsi  que  les  logarithmes  des  distances  de  la  comète,  avec 
les  différences  premières  ,  la  distance  périhélie  étant  prise 
pour  unité.  Lalande,  dans  sa  Bibliographie  astrono- 
mique (page  469)  ,  cite  une  édition  format  in-8  de  1709. 

Ces  mêmes  Tables  ont  été  reproduites  textuellement 
et  sans  révision  dans  cet  ouvrage  : 

On  ihe  détermination  of  îhe  orbits  oj' cornets,  accor- 
ding  to  tlie  melhods  offather  Boscowich  and  M.  de  La- 
place  with  new  and  complète  Tables  and  examples  of 
the  calculation  by  bolh  melhods  ;  by  sir  Henri  Engle- 
field,  bar.  t.  F.  R.  S.  et  F.  A.  S.  London.  Printed  by 
Richie  and  Sammels  for  Peler  Elmsly  in  the  Strand  1379, 
1779,  204  pages  sans  les  Tables,  4  planches. 

Dans  la  préface,  l'auteur  dit  avoir  donné  connaissance 
de  l'écrit  de  Barker  à  Pingre  et  à  Méchain  et  que  ce  der- 
nier avait  fait  un  grand  éloge  des  Tables  cométaires  para- 
boliques. 

En  1797,  de  Zach  ayant  public  le  célèbre  Mémoire 
d'Olbers  sur  le  calcul  parabolique,  et  cela  à  Finsu  de 
l'auteur,  mais  avec  son  consentement  tacite,  il  y  joignit 
les  Tables  de  Barker,  revues  par  «ne  personne  qui  a 
voulu  garder  l'anonyme.  Enfin  ,  en  1847,  ^e  célèbre  di- 
recteur de  l'observatoire  de  Berlin  donna  une  nouvelle 
édition  du  Mémoire  d'Olbers  sous  ce  titre  : 

/tbhandlung  ùber  die  Leichtesle  und  bequemste  un ■- 
thode   die  bahn   eincs    (omelen    zu  brrrehnen  .    von    D' 
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Wilhem  Olbers.  Mit  berichtingung  and  erweiterung  des 
Tafeln  and  Fortselzung  des  Cometen-\  erzeichnisses  bis 
zum  Jahre  1847,  von  neuen  herausgegeben  von  J.-F. 
Encke,  director  der  Berliner  Sterwarte,  mit  déni  Bildniss 
von  Olbers  und  einer  Figuren-Tafel.  Weimar.  Drueknnd 
Verlag  des  Landes-Industrie-comptoirs  ,  1847. 

Mémoire  sur  la  méthode  la  plus  facile,  la  plus  com- 
mode pour  calculer  l'orbite  dune  comète,  par  le  D1  Guil- 
laume Olbers,  avec  rectification  et  augmentation  de 
Tables  et  continuation  du  catalogue  des  comètes  jusqu'à 
Tannée  1847,  éditées  de  nouveau  par  J.-F.  Encke  ,  direc- 
teur de  l'observatoire  de  Berlin,  avec  le  portrait  d'Olbers 
et  une  planche.  Weimar;  in-8  de  xxiv-25o  pages. 

Les  Tables  de  Barker  ont  été  calculées  de  nouveau  par 
M.  Luther,  l'astronome  qui  a  reçu  l'année,  dernière  le 
prix  Lalande  pour  la  découverte  de  l'astéroïde  Bellonc. 

La  Table  de  Barker,  troisième  du  Mémoire,  remplit 
les  pages  de  87  à  147. 

Voici  la  disposition  (voir  Bulletin,  t.  II)  : 

L,  =  '   _   ==l  0,91 22791  =  constante; 

V2 
logC  =  9,9601277; 

q  =  la  plus  petite  distance; 

ni  =  —  =  mouvement  moyen  diurne; 

t —  T  =  nombre  de  jours  moyens  comptés  à  partir  du 
périhélie; 

v  =  anomalie  vraie; 

M  =  m(t  —  T). 

Chaque  page  contient  sepi  colonnes.  Ces  colonnes  sont 
d i visées  par  des  lignes  horizontales  formant  des  rectan- 
gles; chaque  rectangle  contient  six  indications .  et  chaque 
page  six  rectangles. 
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La  première  colonne  contient  les  valeurs  de  v  depuis  o 

pisqu'à  1790  6o',  croissant  par  i'4o".  Les  six  antres  co- 
lonnes contiennent  les  valeurs  de  M  correspondant  aux 
v  et  à  côté  les  différences  premières  :  de  sorte  que  chaque 
page  contient  trois  colonnes  M  -,  les  degrés  se  lisent  au  haut 
de  la  page.  A  partir  de  3o  à  180  degrés,  on  trouve  non 
les  valeurs  de  M,  mais  celles  delogM.  Connaissant  f ,  on 
trouve  donc  M,  et  vice  versa;  connaissant  q  et  t  —  T.  on 
c 'aïeule  M,  et  la  Table  donne  ensuite  la  valeur  de  P  cor- 
respondant à  M. 

Delambre  reproche  aux  Tables  de  Barker  de  ne  pas 
donner  assez  de  précision  ;  mais  ces  Tables  procèdent  par 
3oo  secondes,  tandis  que  celles  de  Luther  procèdent  par 
ïoo  secondes,  et  lés  logarithmes  ont  8  décimales  (De- 
lambre, Astronomie  théorique  et  pratique,  tome  III,  pa- 
ges 2i3-455). 

Parlant  de  la  méthode  d'Olbers,  il  dit  que  c'est  une 
des  plus  simples  et  des  plus  ingénieuses  qu'on  ait  imagi- 
nées [ibid,  p.  348).  Ce  Mémoire  n'est  pas  encore  traduit. 
La  Commission  supérieure  d'Instruction  publique  devrai! 
faire  dresser  une  liste  des  Mémoires  importants  à  traduire 
et  qu'on  pourrait  présenter  comme  thèses  dans  les  exa- 
mens. On  n'a  pas  besoin  d'insister  sur  l'utiK té  d'une  telle 
mesure. 

Les  Tables  contenues  dans  le  Mémoire  d 'Encke  sont  : 

Tables  I  et  II.  Conversion  des  parties  décimales  du 
jour  en  parties  sexagésimales. 

Table  III.   Celle  de  M.  Luther. 

Table  IV.  Table  auxiliaire  pour  le  calcul  de  l'anoma- 
lie vraie  lorsqu'elle  approche  de  180  degrés. 

Table  V.  Pour  passer  de  la  parabole  à  l'ellipse  ou  à  1  hy- 
perbole ,  d'après  le  Theoria  motus  corporum  ccvlcs/ium. 

Table  IV.  Eléments  de  toutes  les  comètes  calculées 
jusqu'ici  (1847).  réunis  par  le  Dr  Galle. 
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Ces  comètes  sont  au  nombre  de  cent  soixante-dix-huit. 
Les  éléments  sont  : 

i°  Temps  de  passage  au  périhélie,  temps  moyeu  de 
Paris;  2°  longitude  du  périhélie;  3°  longitude  du  nœud 
ascendant;  4°  inclinaison;  5°  logarithme  de  la  distance 
périhélie  ;  6°  logarithme  du  mouvement  moyen  ;  70  excen- 
tricité; 8°  direction.  On  donne  les  noms  des  divers  cal- 
culateurs. Les  comètes  sont  disposées  par  ordre  chronolo- 
gique. Chaque  comète  périodique  conserve  le  même 
numéro.  La  plus  ancienne  comète,  portant  le  n°  t,  est 
de  — 371;  calculée  par  Pingre  [Cometœgr.  I ,  p.  ?.5o,); 
d'après  les  données  d'Aristote. 

La  comète  de  Halley,  faisant  sa  révolution  dans  environ 
soixante-seize  ans,  porte  le  n°  19.  On  la  trouve  pour  la 
première  fois  en  i3~5.  ensuite  eu  i456,  1 53 1 ,  1607, 
1682,  1759.  i835  (voir  Laugier.  Connaissance  des 
Temps,  1846,  p.  99  ;  Comptes  rendus,  t.  X\  I,  p.  ioo3). 
Comète  d'Enehe  (  n°  96),  1786,  1790,  i8o5,  1819, 
1822,  1825,  1829,  i832,  !835,  i838,  1842,  1845 
(révolution  en  1207  jours). 

Comète  de  Biela  (n°  84)-  1 77^  ,  1806,  1826  (révolu- 
tion en  6  |  années). 

Table  VII.  Plus  petites  distances  des  orbites  eomé- 
taires  à  l'orbite  de  la  Terre  pour  les  comètes  calculées 
jusqu'en  1795  ,  par  M.  le  professeur  Prosperin  ,  d'Upsal. 
L'unité  est  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil.  La  comète 
qtti  s'est  le  plus  rapprochée  de  la  Terre  est  celle  de  1680 
(n°  4^);  sa  distance  est  0,0048.  Elle  a  été  découverte  par 
Halley,  en  France,  à  moitié  chemin  de  Calais  à  Paris 
[Éloge  de  Halley,  par  Mai r an  ,  dans  les  Éloges  des  aca- 
démiciens de  l'Académie  royale  des  Sciences  morts  dans 
les  années  1741,  !742:  1743,  page  124  (révolution  en. 
575  années). 
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SIR  L'ORIGINE  Dl  MOT  MOMENT 


_  Les  mots  primitifs  sont  généralement  monosyllabiques 
ou  dissyllabiques:  aussi  en  latin  la  forme  primitive  de 
tnoin'mentum,  mouvement,  est  monte n.  On  rencontre  celte 
forme  chez  Lucrèce.  Ainsi ,  lorsque  l'illustre  poète  du 
système  atomistique  fait  cette  distinction  capitale  entre 
l'agent  intellectuel  (animuni)  etla  force  vitale  [anima)  (*), 
il  dépeint  la  subordination  de  la  matière  à  cet  agent  su- 
prême en  ces  beaux  vers  : 

Cœtcra  pars  anima?,  per  totum  dissita  corpus, 
Paret,  et  ad  numen  mentis  momenque  movetur. 

(Lib.  III,  v.  144.) 

a  L'autre  partie  de  l'àme,  animes,  répandue  dans  tout 
le  corps ,  obéit  aux  ordres  et  se  dirige  d'après  l'impulsion 
de  l'esprit.  »  Plus  loin,  parlant  de  l'extrême  facilité  des 
particules  à  se  prêter  au  mouvement ,  il  dit  : 

lUomine  uti parvo  possent  impulsa  inoveri 

N  unique  movetur  aqua  et  tantilluo  momine  Jlutat. 

(Lib.  III,  v.  191. ) 

if 

De  momett  on  a  fait  momentum  pour  exprimer  le  mou- 
vement que  prend  une  balance  quand  on  met  un  excès  de 
poids  dans  un  des  bassins.  On  connaît  ce  passage  de  la 
Sapience  si  souvent  cité: 

Quoniam  tanquam  momentum  staterœ,  sic  est  ante  te 
orbis  terrarum  (Sap.  XI  ,23). 

(*)  On  rencontre  une  distinction  analogue  dans  le  Pentateuque:  nc- 
fesch,  anima,  neschamah,  animus.  On  sait  que  anima  et  anintus  viennent  de 
avt/itos,  souille  et  vent,  et  en  hébreu  aussi  rouach  (guttural  )  signifie  vent  et 
esprit. 
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La  grandeur  de  ce  mouvement  de  balance  dépend  du 
poids  excédant  et  du  bras  de  levier,  de  sorte  que  ce  mou- 
vement a  pour  mesure  le  produit  du  poids  excédant  et  du 
bras  de  levier;  on  a  donné  ensuite  à  cette  mesure  le  nom 
de  l'objet  (momentum)  qu'il  mesure.  C'est  ainsi  qu'en 
géométrie  carré  désigne  à  la  fois  l'objet  et  sa  mesure,  de 
même  pour  le  cube;  mais  en  mécanique  le  mot  moment 
a  cessé  de  désigner  l'objet ,  et  l'expression  mouvement  dé- 
rive de  movimenlum,  mot  de  la  basse  latinité. 

Comme  la  rupture  d'équilibre  dans  la  balance  produit 
aussitôt  le  momcntum,  on  a  donné  ce  nom  à  un  intervalle 
de  temps  très-court,  tempo  ris  momentum  :  c'est  le  dt  de 
la  dynamique,  qui  désigne  un  temps  infiniment  petit, 
tempusculum ;  mais  il  ne  faut  pas  le  confondre  avec  le  mot 
instant,  pure  conception  mentale,  un  point  d'arrêt  du 
temps:  l'instant  correspond  au  point  de  l'espace  et  le  dt 
correspond  au  dx  qui  désigne  une  longueur  infiniment 
petite  et  non  pas  un  point.  Il  y  a  un  nom  spécial  pour  le 
dt,  c'est  moment;  il  n'y  en  a  pas  pour  le  dx:  cela  provient 
peut-être  de  ce  que  le  temps  n'a  qu'une  dimension. 

Le  dt  est  compris  une  infinité  de  fois  dans  l'unité  de 
temps  -,  le  dx  une  infinité  de  fois  dans  l'unité  de  longueur. 
Le  rapport  de  ces  deux  infinis  considérés  simultanément 

i 

n    .  i ,  .  dt         dx 

est  nui,  se  désigne  par  —  =  —    et  se    nomme  vitesse: 
°        r  I  dt 

dx 

l'accroissement  d\>  de  cette  vitesse  est  contenu  une  infinité 

de  fois  dans  l'unité  de  vitesse:  on  a  encore  le  rapport 
i 

entre  deux  infinis  —  =  —  qu'on  nomme  force  accéléra* 

i  dt    L 

tricc. 
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LIVRES  D'ARITHMÉTIQUE  D'EUGLIDE. 


Les  IIe,  VIIe,  VIIIe  et  IXe  livres  d'Euclidc  ne  traitant 
que  des  nombres  appartiennent  à  l'arithmétique  ;  le  Xe  li- 
vre, relatif  aux  lignes  irrationnelles,  quoique  dénature 
géométrique,  peut  encore  être  classé  parmi  les  travaux 
numériques.  Même  quand  il  s'agit  de  nombres,  Euelide 
les  représente  toujours  par  des  lignes  et  raisonne  sur  des 
lignes.  Nous  qui  possédons  dans  la  métliode  arabe  une 
excellente  notation  pour  les  nombres,  nous  trouvons  un 
grand  avantage  à  représenter  les  lignes  par  des  nombres; 
privés  de  cette  notation ,  les  Anciens  ramenaient  au  con- 
traire les  nombres  aux  lignes.  Nous  faisons  de  même  au- 
jourd'hui ,  lorsque  dans  les  sciences  expérimentales  on 
figure  les  résultats  numériques  par  les  coordonnées  d'une 
ligne.  Euelide  étant  un  auteur  presque  inconnu  en 
France,  le  résumé  suivant  peut  avoir  quelque  intérêt. 

Livre  II. 

Ce  livre  a  quatorze  propositions-,  les  dix  premières 
sont  arithmétiques  et  reviennent  à  ces  formules  modernes. 


1. 

ab  -h  ne  -+-  ad  -{-...  =  a(b-\-c-\-d 

2. 

(a-\-by=  (a -h  b)a-h  (a  +  b)  b. 

3. 

{a  -h  h)  a  —  ab  -+-  rr. 

\. 

[a  -h  b)-  =  à1  -+-  b2  -+-  lab. 

5. 

--('T'H'îT- 

6. 

(«  +  6)  *  +  £«••=  (;«+*)*■ 

(  '9  ) 

8.   4(a-j- b)a-\- ù2=[2a-h  h)'. 

.    a*  +  b%  =  2      4-  2 


io.  ^'24-(«4-^)3=2(^y+2  (la 


Livre  FIL 

Ce  livre  débute  par  ces  vingt-deux  définitions. 

1.  Unité.  Chaque  objet  est  un. 

2.  Nombre.  Pluralité  formée  d'unités. 

3.  De  deux  nombres,  le  moindre  est  une  partie  unique 
du  plus  grand,  lorsqu'il  mesure  exactement  le  plus  grand. 

•4.  De  deux  nombres,  le  moindre  est  une  partie  mul- 
tiple du  plus  grand  lorsqu'il  ne  le  mesure  pas  «exacte- 
ment. 

5.  De  deux  nombres  ,  le  plus  grand  est  un  multiple  du 
plus  petit  lorsqu'il  en  est  exactement  mesuré. 

6.  Nombre  pair  (2  a). 

7.  Nombre  impair  [2a  -4-  1). 

8.  Nombre  pairement  pair  (4") 

9.  Nombre  pairement  impair  (4«+  2). 

10.  Nombre  i  ni  pairement  impair  {2a  -+-  1)  (2^  -+-  1). 
H.  Nombre  premier  qui  n'est  mesuré  que  par  l'unité. 

12.  Nombres  premiers  entre  eux  qui  n'ont  que  l'unité 
pour  mesure  commune. 

13.  Nombres  composés  ( abed. ..). 

li.  Nombres  composés  entre  eus  sonl  ceux  qui  ont 
un  nombre  pour  mesure  commune. 

15.    Un  nombre  multiplie  un  autre  nombre  quand  ce- 
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lui-ci  est  ajouté  autant  de  lois  à  lui-même  qui:  le  premier 
contient  d'unités. 

16.  Lorsque  deux  nombres  se  multiplient,  le  résultat 
se  nomme  produit  ou  nombre-sur j ace  ;  les  nombres  qui 
se  multiplient  se  nomment  côtés  du  produit. 

il.  Lorsque  trois  nombres  se  multiplient,  le  résultat 
ou  le  produit  est  nombre-solide  ;  les  nombres  qui  se  mul- 
tiplient en  sont  les  côtés. 

18.  Nombres  carrés. 

19.  Nombres  cubes. 

20.  Des  nombres  sont  proportionnés  lorsque  le  pre- 
mier est  la  même  partie  unique  ou  la  même  partie  mul- 
tiple du  second  que  le  troisième  du  quatrième. 

21 .  Des  nombres-surfaces  aussi  bien  que  des  nombres- 
sulides  qui  ont  les  côtés  proportionnés  sont  semblables. 

22.  Un  nombre  parfait  est  celui  qui  est  égal  à  toutes 
ses  parties. 

Viennent  ensuite  quarante  et  une  propositions. 

1.  Etant  donnés  deux  nombres  inégaux  et  si  1  on  re- 
tranche toujours  le  plus  petit  du  plus  grand,  sans  que  le 
reste  mesure  exactement  le  nombre  précédent  et  jusqu'à 
ce  que  ce  reste  soit  égal  a  l'unité,  ces  deux  nombres  sont 
premiers  entre  eux. 

2.  Trouver  la  plus  grande  commune  mesure  de  deux 
nombres. 

3.  Trouver  la  plus  grande  commune  mesure  de  trois 
nombres. 

A.  De  deux  nombres,  le  moindre  est  toujours  une  par- 
tie unique  ou  multiple  du  plus  grand. 

n     c.  a         c  a  -f-  c         a 

0  et  O.   ÎM  T  =  -j  on  ;i   ,     — ,  =  t- 

b        d  b  4-  d        b 


(  21  ) 


-7    .  o     c-  "        c  a  —c 

i  et  o.   oit  =  -.i  ou  a 


b       d  b  —  d       b 

9\i\     <?•  a        c  a        b 

et  10.   Si  T  =  -j  on  a  -  =  -• 
b        d  c         ri 

m  m      e-  a  -+-  °        a  a        b 

1 1 .  Si =  -i  on  a  -  =  -y 

c  -\-  a        c  c         a 

12.  Si  a  :  b  y.  c  '.  <:/,  on  a  a  l  b  II  a-\~  c  l  b  -+•  <L 

13.  Si  a  l  b  il  c  l  d ,  on  a  a  l  c  II  b  l  d. 

14.  Si  a  l  b  il  c  l  d  et  b  l  e  II  dl  j\  on  a  aie'.:  c  '.  /. 

15.  T=  -,  alors  T  =  — 
b        ri  b         a 

16.  rt£  =  &«. 

17.  <2&  t  ac  il  b  l  c. 

18.  bal  ca  II  b'.c. 

19.  Si  a  ;  b  il  c  '.  d,  alors  ad—  bc ,  et  si  r^/  =  Z>c  ,  alors 
a'.b  il  cl  d. 

20.  Si  trois  nombres  a,  &,  c  sont  proportionnés,  alors 
b-  =  ac ,  et  si  b-  =  ac,  les  trois  nombres  sont  propor- 
tionnés. 

21 .  Si  le  rapport  j  est  donné  dans  les  plus  petits  nom- 
bres et  si  -r  =  -i  alors  a  mesure  c,  et  Z>  mesure  r/. 

22.  Si  a  l  b  II  c  l  d,  b  le  if  l  c  ,  alors  aie  II  f'.d. 

23.  Si  a  et  b  sont  premiers  entre  eux,  le  rapport  - 
est  exprimé  dans  les  plus  petits  nombres. 

24.  Lorsque  le  rapport  y  est  exprimé  dans  les  plus  pe- 
tits nombres,  a  et  b  sont  premiers  (Mitre  eux. 

25.  Si  a  et  b  sont  premiers  entre  eux,  un  nombre  c 
qui  mesure  «  est  premier  avec  b. 


(  m) 
20.  Si  deux  nombres  a,  b  sont  premiers  avec  un  troi- 
sième c  ,  le  produit  ab  est  premier  avec  c. 

27.  Si  deux  nombres  a,   £   sont  premiers  entre  eux, 
alors  a2  est  premier  avec  b. 

28.  Si  deux  nombres   a,  6    sont   premiers    avec   c   et 
aussi  avec  r/,  alors  «&  et  cd  sont  premiers  entre  eux. 

29    Si  deux  nombres  a  et  b  sont  premiers  entre  eux, 
a2,  b-  5  a3,  b3  sont  aussi  premiers  entre  eux. 

30.  Si  deux  nombres  a  et  b  sont  premiers  entre  eux, 
a  -h  b  est  premier  avec  a  et  b. 

31.  Tout  nombre  premier  est  premier  avec  tout  nom- 
bre qu'il  ne  mesure  pas  exactement. 

32.  Si  le  produit  ab  est  mesuré  par  un  nombre  pre- 
mier c,  un  des  deux  nombres  a  ou  b  est  mesuré  par  c. 

33.  Tout  nombre  composé  est  mesuré  par  un  certain 
nombre  premier. 

34.  Tout  nombre  est  un  nombre  premier  ou  mesuré 
par  un  certain  nombre  premier. 

35.  Etant  donnés  plusieurs  nombres,  trouver   Leurs 
rapports  exprimés  dans  les  plus  petits  nombres. 

36.  Etant  donnés  deux  nombres  ;  trouver  le  plus  petit 
nombre  qu  ils  mesurent. 

37.  Un  nombre  a  mesuré  par  les  deux  nombres  c,  d 
est  aussi  mesuré  par  leur  plus  petit  multiple. 

38.  Etant  donnés  trois  nombres,  trouver  le  plus  petit 
nombre  qu'ils  mesurent. 

39  et  40.  Si  a  =  mb  ,  alors  —  =  — 

m         i 

il    Trouver  le  plus  petit  nombre  qui  a  pour  parties 

-i  Ti  -.  c'est-à-dire  que  .v  est  divisible  par  a  ,  b  .  c 

abc  l 

La  suite  prochainement. 


(  *3  ) 
PROBLEME  D'ANALYSE  1KDETEKMI\EE,  DE  DIOPHANTE. 

(  Livre  V,  page  33.) 


Ce  problème  étant  propre  à  donner  une  idée  de  l'es- 
prit de  la  méthode  de  l'illustre  Grec,  nous  allons,  d'a- 
près Nesselmann ,  donner  la  traduction  littérale  du  pro- 
blème et  de  sa  solution .  L'énoncé  du  problème  est  en  vers 
dans  l'original. 

Deux  sortes  de  vin  ,  l'un  à  8  dragmes  la  mesure,  l'autre  moins  bon  à 

[  5  dragmes  seulement, 
Voilà  le  mélange  que  prépara  un  bon  maître  pour  ses  serviteurs  dans 
Ce  qu'il  a  payé  pour  les  sortes  était  un  nombre  carré.  [  un  festin  . 
Si  tu  ajoutes  encore  6o  ii  ce  carré, 

Regarde,  lu  auras  un  second  carré  ;  maintenant  remarque, 
La  racine  (de  ce  carré)  te  montre  combien  l'autre  a  acheté  de  me- 
Et  maintenant  dis-moi  combien  du  meilleur  vin  [sures; 

Et  combien  à  5  furent  mêlés  ensemble. 

Le  sens  de  cette  épigramme  est  celui-ci  :  Quelqu'un  a 
acheté  deux  tonneaux  de  vin  :  de  l'un  la  mesure  coûte 
8  dragmes  et  de  l'autre  5  dragmes.  Le  prix  qu'il  paye  poul- 
ie tout  est  un  nombre  carré ,  et  si  l'on  y  ajoute  6o  ,  ce  sera 
encore  un  carré  dont  la  racine  indique  le  nombre  total 
des  mesures.  Combien  y  avait-il  de  mesures  à  8  dragmes  , 
combien  à  5  dragmes? 

Soit  le  nombre  total  de  mesures  x,  alors  le  prix  est 
x2 — 6o  et  x2  —  6o  doit  être  un  rarré  ;  il  fait  la  racine 
égale  à  x  moins  un  certain  nombre  ;  mais  x2 —  6o  est  com- 
posé de  deux  nombres,  et  égal  au  prix  du  vin  à  8  dragmes 

et  au  prix  du  vin  à  5  dragmes.   Le  ■=  de  celui-ci  est  le 
nombre  des  mesures  à  5  dragmes  et  le  -  de  celui-là  est  le 
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nombre  dos  mesures  à  8  dragmes;  mais  comme  le  nombre 
des  mesures  de  deux  sortes  doit  être  x,  il  s'agit  donc  de 

partager  x~  — 60  en  deux  nombres,  de  manière  que  le-= 

de  l'un  et  le  -  de  l'autre  fassent  ensemble  x.  Cela  n'est 
o 

possible  qu'autant  que  x  est  plus  grand  que  ~  de  x2 —  60 

et   plus    petit  que   ~  de   xz  —  60;   ainsi   x9  — 60  sera 

plus  grand  que  Sx  et  plus  petit  que  Sx.  Comme  x2 —  60 
doit  être  plus  grand  que  5x,  ajoutant  de  part  et  d'au- 
tre 60,  x2  doit  être  plus  grand  que  5x  -+■  60  :  ainsi  x~  est 
plus  grand  que  5x  plus  un  nombre  plus  grand  que  60 } 
x  sera  donc  plus  grand  ou  du  moins  plus  petit  que  11. 
Ensuite  comme  x2  —  60  est  plus  petit  que  Sx,  si  l'on 
ajoute  des  deux  parts  60,  alors  x2  sera  égal  à  Sx  plus  un 
nombre  plus  petit  que  60 ,  d'où  il  suit  que  x  ne  peut  sur- 
passer 12.  Mais  il  a  été  montré  que  x  ne  peut  pas  être 
moindre  que  1 1.  Donc  x  sera  plus  grand  que  1 1  et  plus 
petit  que  12.  Mais  si  nous  voulons  rendre  x2  —  60  un 
carré,  nous  formons  la  racine  de  ce  carré  avec  x  moins 
un  certain  nombre  et  l'on  obtient  x  en  ajoutant  60  au 
carié  de  ce  certain  nombre  et  divisant  la  somme  par  le 
double  de  ce  nombre  (*).  jNous  devons  donc  chercher  un 
nombre  tel,  que  si  l'on  ajoute  à  son  carré  60  et  qu'on  la 
somme  par  le  double  de  ce  nombre,  le  quotient  doit  être 
plus  grand  que  1 1  et  plus  petit  que  12.  Si  l'on  nomme 

00^    1     00 

x  (**)  le  nombre  cherché,  alors  doit  être  plus- 


s'  +  fn 
(*J   x'-  —  60  =  ( X Zj,    x— 

(**)  Ne  pas  confondre  cet  x  avec  le  précédent.  Diophante  n'a  qu'on  seul 
signe  pour  toute  espèce  d'inconnues.  Cet  rest  le  1  de  la  note  précédente. 
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grand  que  1 1  et  plus  petit  que  1 2  ;  soit  d'abord ■ —  ^>n, 

alors  x*  -+-  60  ^>  22X.  Ainsi  22X  est  égal  à  x2  plus  un 

nombre  moindre  que  60 ,  donc  x  ne  peut  être  moindre 

,  .             .     x1  +  60     .  , 

que    19  j    ensuite   on    doit     avoir <^  12,    donc 

x*  -+-  60  <^  24x5  ainsi  24^  est  égal  à  x5  plus  un  nom- 
bre plus  grand  que  60;  conséquemment,  x  doit  être 
plus  petit  que  ai,  mais  il  doit  en  outre  être  plus  grand 
que  19.  Ainsi,  si  nous  voulons  rendre  x2 —  60  un  carré,  il 

faut  poser  la  racine  égale  à.r  —  20;  de  là  on  tire.r  =  i  1  — » 
x-  =  i32-^;  soustrayant  60,  il  reste  72  y  (*)  :  il  fautdonc 
décomposer  72  y  en  deux  nombres  tels,  que  le  -p  du  pre- 
mier plus  le  3  du  second  fassent  ensemble  1 1  -•  Suppo- 
sons que  le  -p  du  premier   soit  x ,  alors  le  -r  du  second 

sera  11 x;  les  nombres  eux-mêmes  sont  donc  5x  et 

2  ' 

02 — 8jc  et   leur  somme  doit  être   72  y,  donc  x  =  —  : 

**  '    4  I2 

ainsi  le  nombre  des  mesures  à   5  draemes  est  —  et  le 

0  12 

5q 
nombre  des  mesures  à  8  draemes  —  :  le  reste  est  évident. 

12 

Avec  le  symbolisme  moderne  la  solution  s'abrège,  mais 

la  logique  reste  la  même.  Il  n'y  a  d'abréviation  que  dans 

l'écriture.  Il  fallait  un  génie  transcendant  pour  découvrir 

celte  logique  sans  le  puissant  auxiliaire  du  symbolisme. 

(*)  C'est  le  carré  de  — ■ 
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M.  F.  Frenet,  ancien  élève  de  l'Ecole  Normale,  pro- 
fesseur à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon.  Ouvrage 
destiné  aux  élèves  de  l'École  Polytechnique,  à  ceux  de 
l'Ecole  Normale  et  aux  auditeurs  des  cours  de  mathé- 
matiques dans  les  Facultés  des  Sciences  (*). 

Je  considère  ce  recueil  comme  un  ouvrage  des  plus 
utiles  et  des  mieux  faits.  Il  contient,  sous  un  volume 
restreint  (220  pages),  les  solutions  de  plus  de  5oo  ques- 
tions qui  se  rapportent  aux  différentes  théories  du  Pro- 
gramme de  la  Licence  es  Sciences  mathématiques.  L'ou- 
vrage se  compose  de  trois  parties,  divisées  chacune  en  deux 
sections.  Dans  la  première  section  de  chaque  partie,  on 
trouve  les  énoncés  des  questions  à  résoudre  présentés 
dans  un  ordre  méthodique  ;  et  dans  la  seconde,  les  solu- 
tions exposées  d'une  manière  succincte,  mais  très-claire. 
Quant  aux  méthodes  adoptées  pour  la  résolution  des 
questions  principales,  nous  n'en  dirons  qu'un  mot  :  c'est 
quelles  appartiennent  à  des  géomètres  dont  les  noms  font 
autorité. 

Cet  ouvrage  n'a  pas  été  destiné  aux  candidats  à  l'Ecole 
Polytechnique  5  nous  croyons  toutefois  pouvoir  leur  re- 
commander les  paragraphes  relatifs  aux  dérivées  de  diffé- 
rents ordres,  à  la  recherche  des  vraies  valeurs,  au\ 
questions  de  niaxima  et  de  minima,  à  la  théorie  des  tan- 
gentes, des  points  singuliers ,  à  la  construction  des  cour- 
bes. G. 


(*)  Paris,  Mallet-Bachelier,   imprimeur-libraire  de  l'École  impériale 
Polytechnique,  du  Bureau  des  Longitudes,  quai  dos  Augustins,  55. 


(  *7) 
SIR  LORTUOGRAPIIE  M  NOM  DE  KEPER 

(voir  Bulletin  ,  t.  I",  p.  106). 


Un  abonné  du  Mans  nous  écrit  que  dans  les  ouvrages 
anglais  destinés  à  la  jeunesse  le  nom  de  l'inventeur  des 
logarithmes  est  orthographié  Napier  et  pasNeper.  Mênye 
dans  les  ouvrages  publiés  par  l'illustre  Anglais,  le  nom 
est  diversement  écrit;  cela  tient  à  la  capricieuse  pro- 
nonciation des  voyelles  chez  les  Anglais.  La  prononcia- 
tion moderne  est  Napier,  mais  je  crois  qu'en  France  il 
faut  conserver  le  nom  de  Neper  attaché  aux  logarithmes 
népériens. 


SIR  LA  NÉRLLEUSE  D  ORI0N. 


Dans  1  ouvrage  suivant  de  Jean-Baptiste  Cysat  de  Lu- 
cerne:  Mathemata  aslronomica  de  loco,  motu,  magnitu- 
dine  et  causis  cornet  ce  annwwn  1618  c/  1616,  Ingoldstadl, 
in -4  ;  on  lit  à  la  page  y 5  : 

Cœlcruni  huic  phœnomeno  similis  stellarum  congeries 
est  injîrmamento  ad  ultitnam  slcllam  gladii  Orionis,  i/>i 
enim  cernere  est  (per  tnbum)  congestas  /idem  aliquot 
stellas  angustissimo  s  patio  et  circumcirca  interque  ipsas 
selluias  instar  albœ  nabis  candidum  lumen  affiisum. 

Ainsi  Cysat  a  observé  celle  nébuleuse  en  1619,  ;iu 
moins  trente  années  avant  llnvghens,  qui  passe  pour  l'a- 
voir découverte  en  i656. 

C'est  le  savant  directeur  de  L'observatoire  de  Berne, 
M  Rudolf  Wolf,  qui  est  l'auteur  de  cette  curieuse  col- 
lection, et  qui  prépaie;  une  Notice  sur  les  œuvres  et  sur 


(  *8) 
Ja  viedeCysat  {Aslronoviische  Nachrichlen ,  t.  XXXVIII, 
n°  895,  p.  110;  i854). 

Cysatus  est  né  à  Lucerne  en  i588  ,  était  professeur  de 
mathématiques  à  l'université  d'Ingolstadt,  et  est  mort  le 
3  mars  1657.  Il  était  fils  de  Rennward ,  historien  de  la 
Suisse.  Cysat  est  un  des  premiers  qui  aient  observé  le  pas- 
sage de  Mercure  sur  le  Soleil. 


SUR  OTHON  DE  MAGDEBOURG 

(voir  Bulletin,  t.  1°',  p.  11J. 


Extrait  (Tune  Lettre  du  prince  Baldassap.e  Boncompagnï. 


Dans  l'ouvrage  de  Kastner  intitulé  :  Geschichte  der 
Mathematik,  t.  I,  p.  6o4,  on  lit  :  «  L.  Yalentini  Othonis 
»  Parthenopolitani  de  triangulis  globi  sine  angulo  recto 
»  libri  quinque,  quibus  tria  meteoroscopia  numeror.  ac- 
»  cesserunt.  »  Il  faut  remarquer  que  Valentinus  Otlion 
est  appelé  ici  Parthenopolitanus,  c'est-à-dire  de  Parthe- 
nopolis. Or  Parthenopolis  est  le  nom  latin  de  la  ville  de 
Magdebourg  d'Allemagne  (*).  En  effet,  dans  le  Lexicon 
geographicum,  in  quo  univers i  orbis  Urbes,  Provinciœ , 
Régna,  Maria  et  Flumina  recensenlur.  Illudprimum  in 
lucem  edidit  Philippus  Ferrarius  Alexandrinus,  in  Ti~ 
cinensi  Academia  Mathematices  prof  essor.  Nunc  Mi- 
c/iael  Antonius  Baudrand  Paris  in  us  Prior  Commenda- 
tarius  de  Roboribus,  de  Novo-Mercato,  et  de  Gessenis, 
hanc  editionem  emendavit ,  illustravit,  et  dimidia  parte 
auctiorem  fccit .  Parisiis,  apud  Franciscum  Muguet,  Ré- 
gis et.   Illust.rissimi  Archiepiscopi  Parisiensis  typogra- 


(*)  Magdebourg  signifie, en  allemand,  la  ville  des  jeunes  filles;  c'< 
qu'exprime  aussi  en  grec  le  mot  Parthenopolis.  Tm. 


(  *9  ) 
phum  MDCLXX .  Cum  prîvilegio  Régis,  tome  II,  page  39, 
col.  1,  011  lit:  «  Parthenopolis  itéra  (ex  antiquis  urbis 
»  Magdeburgensis  monumentis ,  teste  Munstero)  Magdc- 
»  burgum,  nrbs  procclara  Gerrnania;,  in  Saxonia,  ad  Al- 
»  bim  fluvium,  libéra  et  arcbiepiscopalis  anno  salutis 
»  p4r  effecta,  inter  Brunopolim  ad  occasum  II  et  Berli- 
»  num  ad  ortum  16  leucis.  Dicta  est  quod  ibi  Diana  virgo 
»  culta  fuerit.  Eadem  Poetis  Gemianis  Partbenope,  et 
»  Magdeburga  dicitur.  »  Il  paraît  donc  que  ^  alentinus 
Otbon  était  de  Magdebourg  et  non  pas  de  Naples. 


THÉORÈMES 

Sur  les  équatioDs  contenues  dans  le  Ars  magna  de  Cardan  (1545). 
(Cossali,  t.  II,  p.  325.) 


1.  m  étant  une  quantité  qui  vérifie  V équation,  elle 
est  divisible  par  x  —  ni. 

Cardan  connaît  ce  théorème  pour  le  troisième  degré  et 
le  démontre  ainsi. 
Soient 

x3  =■  px  -f-  <y  ,      a?  +  mz  =  px  -+-</  +  ni-  ; 

xz  -f-  m3  est  divisible  par  x  -f-  ni  ;  le  second  membre 
donne  pour  quotient  p  et  pour  reslc  m*  — pm  —  r/,  qui 
est  zéro  par  hypothèse:  de  là  Cardan  déduit  les  deux 
autres  racines.  Mais  il  ne  considère  pas  le  cas  où  les  trois 
racines  sont  négatives  (Pratica  gêner,  aut.,  cap.  LI). 

2.  Le  coefficient  du  deuxième  terme  est  égal  eu  gran- 
deur à  la  somme  des  racines  [Ars  magna,  cap.  XMII). 

Toujours  appliqué  seulement  au  troisième  degré;  il 
sait  même  que  lorsque  x~  manque,  la  somme  des  racines 
positives  est  égaie  à  la  racine  négative,  ou  la  positive  égale 
la  somme  des  négatives.    [Et  palet  etiam  quod  omnes 


(  3o  ) 
modii  addidonem  semper  referri possuht,  quamvis  minus ^ 
cum  additur,  vicem  gerat  plus,  cum  detrahitur.) 

3.   Le  dernier  terme  connu  est  le  produit  des  racines. 

Cardan  ne  connaît  pas  ce  théorème  5  il  a  pourtant  une 
foule  d'exemples  et  de  passages  qui  font  voir  qu'il  avait  un 
pressentiment  non  exprimé  de  ce  théorème.  Cela  provient 
de  l'usage  du  temps,  qui  ne  permettait  pas  de  transpor- 
ter tous  les  termes  dans  un  seul  membre  ;  il  fallait  n'avoir 
que  des  termes  positifs  dans  chaque  membre,  usage  venu 
des  Arabes. 

Bacines  positives,  négatives,  imaginaires. 

Il  appelle  les  positives  racines  vraies,  et  les  négatives 
racines  feintes,  fausses. 

Cap.  XMII.  De  régula  fais um  ponendi.  Il  résout  des 
problèmes  où  il  adopte  pour  inconnue  une  quantité  né- 
gative en  posant  l'inconnue  égale  à  —  x. 

Racines  réelles  et  imaginaires. 

Cardan  distingue  deux  genres  de  racines  fausses ,  ïes 
négatives  et  les  racines  carrées  des  quantités  négatives  et 
itn  troisième  qu  il  explique  obscurément,  et  on  voit  qu'il 
s'agit  de  —  a  —  V" —  ^  ou  l°s  Jeux  faussetés  sont  réunies  : 
il  donne  un  exemple,  mais  dont  le  résultat  est  inexact. 

Une  équation  de  degré  pair  n  a  aucune  racine  réelle 
ou  en  nombre  pair. 

Cardan  connaît  ce  théorème  pour  les  équations  du  se- 
cond degré  et  ses  dérivées  X'"'-\-  px"1  =  q. 

Une  équation  de  degré  impair  a  toujours  un  nombre 
impair  de  racines  réelles. 

Cardan  connaît  ce  théorème  pour  le  troisième  degré; 
il  trouve  que  les  équations 

•     I-  '/  =  px,      x     |    px        '/  , 


'(  3i  ) 

ont  Uois  raeines  réelles  si  —  />2^>r/  ou  =f/,  et  n'en  ont 

27  '    "^  '  ' 

•  4     . 

quunesi  —  p-  <  7. 


?•  -\-  q  =  nx"1 ,      .r3  -4-  w.r2  =  y 
t  trois  racirn 


ont  trois  racines  réelles  si  —  >r  ^>  q  ou=c/,  et  une  seule  si 


2- 


»  <  <7- 

Relations  entre  le  nombre  des  racines  positives  et 
négatives  et  les  signes  des  termes. 

Cap.  I  de  X  Ars  magna.  Cardan  dit  que  dans  les  équa- 
tions 

.r3  =  px  H-  7  ,      x?  -f-  px  =  q  ,      x3  -f-  «x2  =  </ , 

X*  -+-  IIX-1  -fr  px  =  <y  ,        r-  ==  «x2  -f-  /?.r  -f-  q  , 
.r3  -+-  «.r1  =  px  -J-  j>- ,      a?  +  />#  ==  ^  , 

il  n'existe  qu'une  seule  racine  réelle  positive  \  et  il  change 
les  racines  positives  en  négatives,  et  vice  versa,  en  rem- 
plaçant x  par  —  x.  Il  étend  même  ce  théorème  à 

x*  -f-  mx3  -+-  fix-  =  q ,      xi  -4-  ma?  -4-  «x2  =  px  +  <7- 

Cardan  connaît  la  règle  de  Descartes  pour  le  troisième 
et  quatrième  degré,  quelques  cas  exceptés. 

Racines  égales. 

Cardan ,  dans  l'équation 

x3  =  17.X  -4-  16, 

dit  expressément  qu'elle  a  deux  racines  égales  4-2,-4-2 
et  une  racine  fausse  —  4- 

Transformation  des  équations. 
\  oici  comment  Cardan  réduit  la  résolution  de  l'éqùa- 


(  **  Y 

lion 

x"-  ■+-  q  =  px 
à  celle  de  l'équation 

z-  =  pz  +  q , 
et  vice  versa.  On  a 

q  =  px  —  xz  =  z3  —  p  z , 

d'où 

/?#  -+-  /?z  =  z3  -f-  .r3  ,     p=z  z7  —  xz  •+-  x'2  ; 

connaissant  z ,  on  connaît  donc  x,  et  vice  versa. 
Résolution  de  Cardan  des  équations  du  troisième  degré. 

i  ° .  x*  +  /.?#  =  q  , 

comme  et  d'après  Tartaglia. 

2".  x3  =  /?#  -+-  q  <, 

comme  et  d'après  Tartaglia. 

3°.  r  +  j=/?j;, 

la  ramène  k  z*  —  pz  -\-  q. 

4°«  a:3  =  nx"-  +  </ , 

il  fait  x  =  z  4-  -  n  et  revient  à  la  forme  zz  =  pz  -{-  q. 

5°.  xz  +  «x2  =  y, 

il  fait  x  =  z  —  ^  rc  :  ainsi  x  ==  z?  —  «5   d'après  Louis 

Ferraro. 

6°.  x3-h  q  =nx*i 

il  fait  x  =  — • 

z 

7°.  A'3  -f-  «XJ  -f-  />.l'  =  q, 
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8° 

9° 
io° 

12° 

i3» 


x3  -4-  px  =  nx-  -4-  <j , 
X3  -r-  /?x*  =  />x  +-  7 , 
x3  =  nx"-  -+-  px  -4-  7  , 
3  -f-  r/  =  «.r2  -4-  /;.r , 
a;'  H-  y?x  -f-  7  =  /?  x2 , 
x"  -f-  nx-  -+-  q  =■  px. 


Il  fail  partout  disparaître  le  second  terme. 
Il  ne  traite  pas  ces  trois  cas  : 

.r1  -f-  px  -f-  q  —  O , 

x5  -f-  na?  -f-  7  =  o , 

x3  -4-  «x-  -H  px  -4-7  =  0. 

Cardan  enseigne  diverses  transformations  :  Cap.  XXI 
Arithmetices  :  De  permutalione  capitulorum  invicem; 
Cap.  "N  II ,  De  regulis  algebraicis,  de  capitulorum  trans- 
mutatione.  Cap.  XXMI. 

î1*  Transformai  ion .   Il  fait 

•r  =  y  ±  a  ; 

et  s'en  sert  pour  faire  disparaître  le  terme  px  dans 

x3  -4-  7  =  />x. 

2'   Transformation. 

a     ,  . 
x  =  -  réciproque. 
J 

3e  Transformation.   Soit  l'équation 
x3  =  «x2  -4-  7  =  px  ; 
si  a  et  b  sont  deux  racines  >  l'équation 

x3  -4-  X' x2  —  (/?  —  a  —  b)[k  —  n  )  x  -+-  7  -4-  <7 &  ( X'  —  n )  =  © 
aura  aussi  les  deux  racines  a  et  /».  A  est  arbitraire. 
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Racines  irrationnelles . 

Cardan  cherche  quelles  peuvent  être  les  formes  des 
équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré  qui  ont 
pour  racines  les  irrationnelles  d'Euclide. 

Binôme  de  troisième  et  de  sixième  espèce  \jt  ±  \Jn. 

Théorème  I.  (\Aî  ±  y  m)  '"  ,  tous  les  termes  renfer- 
ment \t  ou  V"  '■>  (v^  -h  V«)  '"■>  tous  les  termes  renferment 
\/-\-  u  ou  bien  sont  rationnels. 

Théorème  II„    \J  t  zb  \u  ne  peut  être  racine  de 

x-  ■+-  px  =  q  , 

ni  d'aucune  équation  du  troisième  degré,  ni  de  l'équation 

xi  -j-  px2  -+-  qx7  =  r 
ou 

X^  -+-  px1  -f   qx  —  r  t 

mais  bien  de  l'équation 

X*  -f-  px7  =.  q 

ou  de  l'équation  complète 

xi  -+-  px   -f-  qx7  -+-  rx  =  s. 

Il  a  d'autres  théorèmes  du  même  genre  qui  ne  présen- 
tent plus  aucun  intérêt,  et  que  Fibonacci  avait  déjà 
connus;  mais  il  passe  à  des  radicaux  d'un  degré  beau- 
coup plus  élevé.  Il  démontre  que  ni  \/s  -+-  \[t  -f-  \u  ni 
Il  s  -h  yjt  ■+■  \ju  ne  peuvent  être  racines  de  l'équation 

.r3  =.  px  -+-  q . 
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HIKU!Kilt\lMIII<: 


Théorie  des  Déterminants  et  leurs  principales  appli- 
cations-, par  le  Dr  F.  Brioschi,  professeur  de  mathé- 
matiques appliquées  à  l'université  royale  de  Pa\ie 
Traduit  de  l'italien,  par  M.  Edouard  Combescure, 
professeur  de  mathématiques.  Paris,  1 856 ^  in-8  de 
xn-216  payes. 

La  géométrie  segmeutaire  dite  supérieure  (*),  la  géo- 
métrie infinitésimale,  les  déterminants,  les  formes  ho- 
mogènes, le  calcul  des  fonctions,  des  symboles,  des 
nombres  complexes,  changeront  complètement,  dans  peu 
d'années,  la  face  de  la  science  ,  non-seulement  dans  les 
hauteurs,  mais  aussi  dans  la  plaine.  Les  théories  princi- 
pales étant  autrement  exposées,  les  formules  principales 
autrement  écrites ,  les  résultais  autrement  énoncés,  nos 
traités  élémentaires  auront  h  subir  une  totale  transforma- 
tion. Ceux  qui  par  inertie  ne  \eulent  pas  ou  par  caducité 
ne  peu\ent  plus  suivre,  seront  tentés  de  décrier,  d'arrê- 
ter ce  mouvement.  Cela  ne  s'applique  heureusement  pas 
à  ceux  qui  entrent  dans  la  carrière.  Ils  accueillent  avec 
reconnaissance  toui  ee  qui  prépare  la  voie  aux  nouvelles 
méthodes.  Tel  esi  l'ouvrage  du  célèbre  analyste  qui  manie 
avec  tant  d'habileté,  avec  de  si  beaux  succès,  la  féconde 
théorie  des  déterminants. 

On  part  des  définitions   les  plus  simples  el   l'on  arrive 


(*)  Puisse  le  retour  à  la  santé  du  célèbre  auteur  de  la  géométrie  supé. 
rieure  lui  permettre  de  nous  don  ne  i  !<•  second  volume  si  ardemrnenl  dé- 
siré. 
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aux  applications  les  plus  générales.  Le  nom  de  détermi- 
nant, réservé  longtemps  aux  seules  fonctions  cramé- 
riennes ,  aux  dénominateurs  des  inconnues  dans  les  équa- 
tions du  premier  degré,  désigne  aujourd'hui  bien  d'autres 
fonctions  :  on  a  les  déterminants  fonctionnels  de  Jacobi, 
les  déterminants  de  Gauss,  autrement  dit  discriminants, 
les  déterminants  de  Hcsse  ou  invariants,  etc. 

Ces  diverses  fonctions  jouissent  de  propriétés  spéciales, 
ont  des  relations  mutuelles  qui  ont  des  conséquences  nom- 
breuses pour  la  géométrie,  l'analyse  des  équations  et  le 
calcul  des  intégrales  définies.  Une  graduation  intelligente 
permet  au  lecteur  de  suivre  sans  peine  ces  divers  déve- 
loppements. Nous  engageons  a  prendre  toujours  pour 
exemple  un  déterminant  formé  d'un  petit  nombre  de 
termes,  d'y  appliquer  le  raisonnement  de  l'auteur,  qu'on 
étendra  ensuite  avec  facilité  à  un  nombre  quelconque  de 
termes,  moyen  d'étude  à  conseiller  dans  les  méthodes 
d'une  vaste  généralité. 

Ce  qui  n'est  pas  moins  précieux  dans  cette  production, 
c'est  l'uniformité  des  procédés,  la  symétrie  extrême  des 
résultats,  l'élégance  des  dispositions  tvpographiques ;  ce 
sont  des  qualités  mnémoniques  qui,  lorsqu'elles  man- 
quent, rendent  les  foi  mules  disgracieuses ,  les  font  oublier 
et  les  frappent  de  stérilité. 

L'auteur  italien  a  eu  le  rare  bonheur  de  rencontrer  un 
traducteur  qui  connaît,  qui  domine  le  sujet;  pour  s'en 
convaincre,  il  suffit  de  lire  les  deux  Notes  terminales 
qui  font  regretter  qu'il  n'en  ait  pas  mis  un  plus  grand 
nombre. 

La  France  possède  donc  enfin  un  ouvrage,  et  il  est  le 
seul,  où  l'on  peut  apprendre  la  théorie  la  plus  importante 
de  toute  l'analyse;  c'est  une  lacune  comblée,  un  service 
rendu.  Un  jour,  j'énumérais  devant  un  géomètre  éininenl 
de  notre  Académie  des  Sciences    les   endroits  des    ma- 
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thématiques  où  l'on  rencontre  des  déterminants  depuis 
les  équations  du  premier  degré  jusqu'aux  équations  des 
perturbations  planétaires  ;  il  m'interrompit  en  me  disant 
que  j'aurais  plus  tôt  fait  en  désignant  les  endroits  où  l'on 
ne  rencontre  pas  de  déterminants. 


Papiers  de  Descartes 5   par  AI.   ProuJwt. 

(Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Tcrquem.  ) 

Dans  1  édition  de  M.  Cousin  ,  on  donne  au  tome  X  un 
fac-similé  de  l'écriture  du  grand  philosophe  en  disant  que 
c'est  la  seule  trace  qui  en  reste.  Que  sont  donc  devenus 
ses  manuscrits?  D'après  Baillet,  les  minutes  de  ses  lettres 
avaient  été  apportées  en  France  par  AI.  Chanut  et  avaient 
servi,  quoique  bien  altérées  par  un  séjour  au  fond  de 
l'eau  (*) ,  à  faire  l'édition  de  Clerselier.  Quant  aux  origi- 
naux des  lettres  au  P.  Alersenne,  d'abord  tombés  aux 
mains  de  Roberval  qui  n'avait  voulu  les  communiquer  à 
personne,  ils  étaient  échus  à  Lahire  qui  en  avait  fait 
cadeau  à  l'Académie  des  Sciences.  Ces  Lettres  paraissent 
avoir  été  remises  à  Baillet  pour  composer  la  vie  de  Des- 
cartes,  et  ensuite  à  un  nommé  J.-B.  Legrand  qui  prépa- 
rait une  édition  complète  des  œuvres  du  philosophe 
(Baillet,  Vie  de  Descartes ,  préface,  p.  xxn).  C'est  proba- 
blement ce  Legrand  qui  est  l'auteur  des  notes  marginales 
inscrites  sur  l'exemplaire  de  l'Institut,  dont  AI.  Cousin 
s'est  servi.  A  partir  de  là,  je  perds  la  trace  des  manus- 
crits de  Descartes.  Quel  est  ce  Legrand?  Pourquoi  n'a- 
t-il  pas  donné  l'édition  qu'il  projetait?  On  trouverait 
peut-être  quelques  renseignements  à  ce  sujet  dans  les  an- 
ciens registres  de  l'Académie. 

Le  bateau    qui  tes  apporta  il  avait  lait  naufrage  au  port  <le  l'Ecole  , 
et  on  n'avait  pu  les  retirer  que  trois  jours  apr<  s. 
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Note  du  Rédacteur.  Je  répèle  qu  il  serait  fort  utile  de 
publier  une  Table  des  matières  de  l'édition  Cousin.  Celle 
qu'on  y  trouve  est  d'une  maigreur  inouïe,  surtout  pour  la 
partie  scientifique.  Exemple  :  Vous  y  chercherez  vaine- 
ment les  ovales  de  Descartes  -,  la  Table  des  noms,  qui  faci- 
lite tant  les  recherches  historiques,  manque  complète- 
ment. Que  sont  devenus  les  éditeurs  tels  que  Baillet?  Des 
œuvres  volumineuses  sans  tables  n'existent  pas,  non  plus 
qu'une  bibliothèque  sans  catalogue. 


ARAIGNÉE  PERTURBATRICE; 

D'après  M.    IIANSTEEN, 
Directeur  de  l'observatoire  de  Christiania. 


(Astr.  Nach.,  i85G,  n°  1020,  p.  nji.) 


Le  Bureau  des  Longitudes  avait  fait  établir  à  l'Obser- 
vatoire de  Paris  une  boussole  consacrée  exclusivement 
aux  variations  diurnes  de  la  déclinaison.  Dans  le  courant 
de  1819,  le  barreau  d'acier  qui  était  suspendu  à  plat, 
éprouva,  sans  aucune,  causa  appareille ,  un  changement 
subit  de  direction;  les  variations  diurnes  se  trouvèrent  en 
même  temps  réduites  presque  au  dixième  de  leur  valeur 
primitive  ,  tandis  que  l'intensité  magnétique  s'était  consi- 
dérablement accrue. 

Le  même  fait ,  savoir  une  diminution  subite  dans  la  di- 
rection ,  les  variations  diurnes  et  dans  le  temps  d  une  os- 
cillation, s'est  aussi  présenté  une  fois  à  Gauss  dans  l'obser- 
vatoire magnétique  de  Gottingue  et  deux  fois  à  M.  Hans- 
teen,  à  Christiania.  Mais  Gauss  devina  bientôt  la  cause. 
Une  araignée  s'était  glissée  dans  la  boite  unifilaire,  et, 
par  un  lil  très-fin  presque  invisible  ,  avait  lié  1  extrémité 
de  1  aiguille  à  la  paroi  de  la  boite ,  ce  qui  changea  subite 
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ment  la  position  moyenne  de  l'aiguille  ,  de  même  que  les 
mouvements  diurnes  et  le  temps  dune  oscillation.  Au 
Heu  d'en  déduire  qu'un  changement  subit  s'était  produit 
dans  le  magnétisme  terrestre  et  de  là  une  augmentation 
dans  le  moment  magnétique  de  l'aiguille,  il  se  contenta 
d'ôter  le  couvercle,  et  faisant  glisser  un  crayon  le  long 
des  parois  de  la  boite ,  l'aiguille  reprit  aussitôt  sa  position 
ordinaire,  et  les  variations  et  la  durée  d'oscillation  re- 
vinrent à  leurs  grandeurs  précédentes. 

M.  Hansteen  découvrit  de  même  le  fil  d'araignée  qui 
avait  produit  les  deux  perturbations  dans  son  observa- 
toire. Le  fil  ôté,  tout  fut  rétabli,  et  le  célèbre  directeur 
crut  qu'il  est  plus  vraisemblable  qu'une  même  cause  ait 
produit  le  même  effet  dans  la  boussole  d'Arago. 


SUR  LE  CIRQUE  NUMÉRIQUE  DES  PYTHAGORICIENS. 


On  sait  que  le  carré  d'un  nombre  entier  est  la  somme 
de  deux  nombres  triangulaires  consécutifs.  Le  pythago- 
ricien Jamblique  énonce  ainsi  ce  théorème  (p.  107)  dans 
l'ouvrage  cité  [Bulletin,  t.  I,  p.  186). 

«  L'unité  est  l'élément  fondamental  dans  la  génération 
»  des  carrés....  Pour  engendrer  un  carré,  on  part  origi- 
»  nairement  de  l'unité  comme  delà  barrière  (u<7îr-As?yl) , 
»  en  quelque  sorte  jusqu'à  la  borne  [icu^r^p)  (*),  côté 
»  du  carré  à  engendrer,  et  puis  on  retourne  de  nouveau 
»  vers  elle  (l'unité)  comme  vers  un  but  (vuttcc)  ,  en  tou- 
»  chant  tous  les  nombres  et  l'unité  elle-même  deux  fois, 
»  excepté  la  borne,  côté  du  carré  à  engendrer.    » 

(*)  Le  verbe  grec  ki /j-tc* ,  je  courbe,  est  l'origine  de  ces  mots  français: 
camus,  camard,  cambrure,  chambre,  chambranle ,  concamération,  camèrîer 
chambellan,  camarade. 
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La  figure  suivante  éclaircit  cette  course  numérique. 

Barrière .    i  .  .  .  2  .  .  .  3 .  .  .  4  •  •  •  5  .  . 

•  6.    Borne. 
But i  .  .  .  2  .  .  .  3 .  .  .  4  •  .  •  5  •  •  " 

La  somme  de  tous  ces  nombres  est  36  carré  de  la  borne. 

Il  représente  ainsi  sous  forme  de  cirque  le  nombre  100 
carré  de  io,  puis  aussi  iooo,  en  prenant  io  pour  bar- 
rière et  pour  but;  les  nombres  étant  io,  20,  3o,  etc.,  et 
la  borne  est  100  ,  etc. 

Le  véritable  cirque  arithmétique  qvii  est  le  fondement 
de  toute  continuité  numérique  est  celui-ci  : 

Imaginons  une  circonférence  de  rayon  infini.  Inscri- 
vons le  chiffre  zéro  sur  un  point  de  rette  circonférence  ; 
par  ce  point  et  le  centre  menons  une  droite  et  inscrivons 
l'infini  (00)  sur  l'autre  extrémité  de  ce  diamètre.  Conce- 
vons que  sur  la  demi-circonférence  à  droite  de  ce  diamètre 
on  ait  rangé  toutes  les  quantités  numériques  possibles 
croissant  par  gradation  de  o  à  co  ,  et  de  même  sur  la 
demi-circonférence  à  gauche;  distinguons  les  quantités 
à  droite  par  un  signe  quelconque ,  soit  -h,  et  les  quan- 
tités à  gauche  par  un  autre  signe,  soit  —  -,  un  point  par- 
tant de  zéro  et  se  dirigeant  vers  -f-  00  sera  obligé  de  par- 
courir la  demi-circonférence  de  —  pour  revenir  à  zéro, 
et  l'on  «voit  que  -f-  co  et  —  co  désignent  le  même  point; 
de  même  que  -h  o  et  —  o:  là  est  le  principe  de  la  conti- 
nuité, et  l'hyperbole  en  fournit  un  exemple  élémentaire. 
Soient  A  et  A'  les  deux  sommets,  A  le  sommet  à  droite  et 
A'  le  sommet  à  gauche;  désignons  par  AB  ,  A'C  respecti- 
vement les  demi-branches  au-dessus  de  Taxe  forai ,  et  Ab, 
A'c  les  demi-branches  au-dessous;  un  point  A  partant 
de  A  et  se  dirigeant  vers  Ï3  décrira  celte  demi-branche,  et 
arrivé  à  l'extrémité  de  celte  longueur  infinie,  il  sera  aussi 
sur  l'extrémité  de  la  branche  A  c',  et  continuant  son  mou- 
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vement,  il  vient  vers  A' et  delà  vers  l'extrémité  de  À'  C  '; 

il  sera  alors  aussi  à  l'extrémité  de  Ab,  et ,  continuant,  il 
revient  en  A.  L'équation  polaire  de  la  courbe,  le  centre 
pris  pour  pôle,  fait  parfaitement  ressortir  ce  mouvement 
continu. 

Il  y  a  donc  toujours  deux  chemins  pour  passer  d'un 
nombre  à  un  autre  -,  par  exemple,  pour  passer  de  -+■  2  à 
-f-  1,  on  peut  se  diriger  vers  zéro,  on  peut  aussi  se  diriger 
vers  00  et  passer  par  cet  infini  et  zéro  pour  arriver  à  1: 
Jacobi  fait  souvent  usage  de  ce  dernier  chemin  pour  con- 
server l'uniformité  de  direction.  Soient,  par  exemple, 
les  quatre  nombres  oc ,  j3  ,  y  ,  3  rangés  selon  l'ordre  ascen- 
dant 5  on  va  de  oc  vers  jS  ,  de  (3  vers  7,  de  y  vers  3  dans  la 
même  direction^  et  on  conserve  la  même  direction  en 
allant  de  3  à  a  en  passant  par  l'infini  {Fundamenta, 
page  11).  Ceci  explique  aussi  le  mouvement  du  point 
d'application  de  la  résultante  de  deux  forces  parallèles 
4-  P ,  —  Q ,  où  P,  d'abord  plus  grand  que  Q,  décroit  sans 
cesse,  passe  par  zéro  et  devient  négatif,  et  beaucoup 
d'autres  mouvements  de  va-et-vient  du  même  genre. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Mélanges  de  Géométrie  puue,  comprenant  diverses  ap- 
plications des  théories  exposées  dans  le  Traité  de  Géo- 
métrie supérieure  de  M.  Chasles,  au  mouvement  infi- 
niment petit  d'un  corps  solide  libre  dans  l'espace  ,  aux 
sections  coniques,  aux  courbes  du  troisième  ordre,  etc. , 
et  la  traduction  du  Traité  de  Maclaurin  sur  les  courbes 
du  troisième  ordre  j  par  M.  E.deJonquièrcs,  lieutenant 
de  vaisseau.  Paris,  i856}  chez  Mallet-Bachelier;  in-8 
de  vm-261  pages,  avec  planches.  Prix  :  5  francs. 
M.   de  Jonquières  est  bien  connu  d<>  nos  lecteurs  par 
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les  excellents  articles  dont  il  a  enrichi  les  Nouvelles  An- 
nales. L'ouvrage  dont  nous  niions  rendre  compte  ne  peut 
qu'ajouter  à  la  réputation  de  l'auteur  et  contribuera,  nous 
l'espérons  ,  à  répandre  le  goût  de  la  géométrie  moderne. 

L'auteur  débute  par  une  préface  modeste  ,  trop  modeste 
peut-être  si  1  exemple  pouvait  être  contagieux.  Nous  fe- 
rons remarquer  à  M.  de  Jonquières  que  la  science  ,  et  Ion 
doit  s'en  féliciter,  n'est  pas  la  propriété  d'une  corpora- 
tion :  elle  n'est  pas  indispensablement  attachée  à  un  di- 
plôme ou  à  une  position  officielle  :  Spiritus  ubi  vult  spi- 
rat.  D'ailleurs  M.  de  Jonquières  se  charge  de  nous  prou- 
ver qu'on  peut  être  excellent  marin  et  bon  géomètre. 

Comme  l'indique  son  titre,  l'ouvrage  est  une  collection 
d'études  sur  différents  sujets.  Chaque  chapitre  forme 
comme  un  traité  à  part. 

Le  Chapitre  Ier  (i-54)  est  consacré  aux  propriétés 
géométriques  relatives  au  mouvement  infiniment  petit 
d'un  coj'ps.  C'est  le  développement  d'une  théorie  dont  le 
programme  seul  a  été  donné  par  M.  Chasles  dans  les 
Comptes  rendus  (26  juin  1 843). 

Le  mouvement  infiniment  petit  d'une  figure  plane  se 
réduit  à  une  rotation  du  plan  de  la  figure  autour  d'une 
droite  de  ce  plan,  pendant  que  cette  droite  tourne  elle- 
même  autour  d'un  point  fixe  sans  sortir  de  la  position 
primitive  du  plan.  La  droite  se  nomme  caractéristique  et 
le  point  fixe  foyer  4  La  trajectoire  du  foyer  est  perpendi- 
culaire au  plan  primitif  qui  contient  les  trajectoires  des 
différents  points  de  la  caractéristique.  Une  droite  D  étant 
considérée  comme  faisant  partie  d'un  corps,  il  existe  une 
seconde  droite  A  sur  laquelle  se  trouvent  les  foyers  de 
tous  les  plans  menés  par  la  première,  et  réciproquement. 
Un  cas  intéressant  est  celui  où  l'une  des  deux  droites 
conjuguées  esl  à  l'infini. 

A  l'aide  de  ces  considérations  et  par  les  démonstrations 
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les  plus  simples,  l'auteur  parvient  à  ec  théorème  que 
le  mouvement  infiniment  petit  d'un,  corps  se  réduit  à  un 
mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe,  qui  pendant 
cette  rotation  glisse  sur  lui-même;  ou,  en  d'autres  ter- 
mes, au  mouvement  dune  vis  dans  son  écrou.  Le  géo- 
mètre qui  le  premier  a  traeé  cette  belle  image  du  mou- 
vement, a  pu  dire  avec  un  légitime  orgueil  :  Ancliio 
sono  pittore. 

De  ces  principes  fondamentaux,  l'auteur  déduit  toutes 
les  propriétés,  soit  descriptives,  soit  métriques,  relatives 
aux  trajectoires  des  points  d'un  corps  en  mouvement.  Il 
rattache  la  théorie  des  (igures  en  mouvement  à  celle  des 
ligures  corrélatives,  et  montre  ensuite  les  analogies  qui 
existent  entre  les  rotations  d'un  corps  autour  de  divers 
axes  et  les  systèmes  de  forces.  C'est  le  propre  des  bonnes 
théories  de  n'être  point  isolées  dans  leur  objet  et  d'ouvrir 
à  l'esprit  des  horizons  nouveaux.  Ajoutons  que  c'est  la 
plus  grande  jouissance  que  procure  leur  étude. 

Le  Chapitre  II  (55 -112)  est  relatif  aux  arcs  d'une 
section  conique  dont  la  différence  est  rectijîable  et  aux 
propriétés  des  arcs  égaux  de  la  lemniscate.  Les  théo- 
rèmes qu'on  y  rencontre  ont  été  énoncés  sans  démonstra- 
tion par  M.  Chasles. 

L'auteur  nomme  associés  les  arcs  dont  la  différence 
est  rectifiable ,  dénomination  que  l'on  doit  préférer  à  celle 
d'arcs  semblables.  Il  commence  par  démontrer  ce  théo- 
rème : 

i°.  Quand  deux  arcs  d'une  section  conique  sont  as- 
sociés, les  sommets  de  leurs  angles  circonscrits  sont  situés 
sur  une  seconde  conique  décrite  des  mêmes  foyers  que  la 
première  ,•  20  et  la  différence  des  deux  arcs  est  égale  à 
la  somme  des  côtés  de  l'angle  circonscrit  au  premier, 
moins  la  somme  des  côtés  de  l'angle  circonscrit  au  se 
coud. 
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Le  raisonnement  de  M.  de  Jonquières,  en  ce  qui  con- 
cerne la  première  partie  de  cet  énoncé,  ne  nous  a  pas  paru 
à  l'abri  de  toute  objection.  L'auteur  montre  que  si  le 
théorème  n'avait  pas  lieu,  on  pourrait  rectifier  un  arc 
elliptique,  ce  que  l'on  sait  être  impossible.  ÎSous  ferons 
remarquer  que  si  la  rectification  indéfinie  de  l'ellipse 
est  impossible,  c'est-à-dire  si  l'on  ne  peut  exprimer  une 
intégrale  elliptique  de  deuxième  espèce  en  fonction  expli- 
cite de  l'amplitude  ou  du  module,  à  l'aide  des  seuls  signes 
algébriques,  exponentiels  et  logarithmiques  (*),  il  n'en 
est  pas  de  même  de  la  rectification  d'un  arc  déterminé; 
car  l'impossibilité  d'intégrer  en  général  une  fonction 
n'empêche  pas  qu'on  puisse  l'intégrer  entre  certaines 
limites  particulières. 

Quoi  qu'il  en  soit,  si  l'on  se  contente  de  dire  que  les 
arcs  assujettis  aux  conditions  indiquées  plus  haut  ont 
leur  différence  rectifiable,  il  reste  encore  un  fort  beau 
théorème  que  l'analyse  transcendante  avait  seule  abordé, 
mais  en  le  présentant  sous  une  forme  moins  simple  et 
moins  élégante.  La  méthode  purement  géométrique,  ap- 
pliquée à  cet  ordre  de  questions,  présente  des  avantages 
incontestables.  «  Elle  est  la  même  pour  les  trois  courbes 
qui  exigent,  en  analyse,  des  formules  et  des  calculs  dif- 
férents; elle  fait  connaître  des  relations  immédiates  et 
fort  simples  entre  les  arcs  comparés,  relations  restées 
inaperçues  jusqu'ici  :  elle  conduit  à  diverses  propriétés 
de  ces  arcs,  d'autant  plus  curieuses,  qu'il  y  entre  des 
relations  de  périmètres  et  des  conditions  de  maximum  et 
de  minimum,  qu'on  sait  être  presque  toujours  difficiles  «à 
traiter,  même  par  l'analyse;  enfin  cette  marche  synthé- 


(*)  Voir  Journal   de   Mathématiques  pures  et   appliquées,    l.  V,   p,    \\\ 

M.   Liouville  est ,  je  crois,  le  premier  et  le  seul  qui  ;tit  démontré  ce  il 

rème. 
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tique  a  encore  ici  un  avantage  particulier,  c'est  quelle 
s'applique  aux  coniques  spliériques ,  sujet  d'un  ordre  plus 
relevé  sous  le  point  de  vue  analytique  »    (*). 

On  peut  donc  considérer  la  théorie  actuelle  comme  une 
conquête  de  la  géométrie  sur  l'analyse,  heureuse  conquête 
qui  n'appauvrit  pas  l'analyse  et  qui  enrichit  la  science. 

Le  Chapitre  III  (ii3-i52)  a  pour  objet  la  générali- 
sation des  propriétés  des  foyers  et  des  diamètres  conju- 
gués des  sections  coniques. 

La  première  généralisation  a  pour  principe  le  théorème 
suivant  : 

Etant  donnée  une  conique  A  et  étant  pris  un  point  fixe 
S  dans  son  plan ,  on  peut  mener  par  ce  point ,  d'une  in- 
finité de  manières,  deux  droites  telles,  que  le  pôle  de 
l'une  soit  sur  l'autre.  Ces  deux  droites  sont  toujours  en 
direction  deux  diamètres  conjugués  d'une  certaine  co- 
nique 2  qui  est  relative  au  point  S,  qui  change  de  forme 
quand  on  passe  à  un  autre  point  et  qui  devient  un  cercle 
quand  le  point  S  est  un  des  foyers.  Au  point  S  correspond 
un  second  point  S'  situé  sur  le  même  diamètre  de  la 
courbe  A ,  mais  de  l'autre  côté  et  à  égale  distance  du 
centre,  et  la  conique  S  est  aussi  relative  à  ce  point. 

Les  points  S  et  S'  sont  désignés  sous  le  nom  de  foyers 
de  la  conique  A  relatifs  à  la  conique  S. 

De  là  résulte  une  théorie  générale  dont  celle  des  foyers 
proprement  dits  n'est  plus  qu'un  cas  particulier,  et  par 
théorie  il  faut  entendre  non-seulement  l'ensemble  des 
théorèmes  relatifs  aux  foyers  proprement  dits,  mais  en- 
core les  propositions  non  moins  nombreuses  qui  se  rap- 
portent aux  coniques  homofocales. 

Le  défaut  d'espace  nous  oblige  à  indiquer  seulement 
l'objet  des  autres  chapitres. 

(*)  Comptes  rendus,  t.  XVII,  p.  83r). 
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Le  Chapitre  IV  (152-196)  traite  du  principe  de  cor- 
respondance anharmonique  et  de  ses  applications  aux 
courbes  du  deuxième,  troisième  et  quatrième  ordre. 

Le  Chapitre  V  (197-261)  est  consacre  tout  entier  à  la 
traduction  du  Traité  de  Maclaurin  sur  les  courbes  du 
troisième  ordre.  Cette  traduction  fidèle  et  élégante  est 
accompagnée  de  notes  qui  ne  laissent  rien  à  désirer  pour 
l'intelligence  du  texte. 

En  résumé,  M.  de  Jonquières  a  fait  un  livre  excellent. 
Nous  le  recommandons  vivement  à  nos  collègues  et  aux 
élèves  intelligents  qui ,  par  une  curiosité  bien  naturelle  à 
leur  âge,  veulent  savoir  s'il  y  a  quelque  chose  au  delà 
des  Programmes.  Au  delà ,  en  effet ,  il  y  a  tout  un  monde, 
et  ce  que  nous  avons  de  mieux  à  faire,  ne  pouvant  les 
y  conduire,  c'est  de  leur  indiquer  un  bon  guide. 

E.  Prouhet. 


GRAND  PRIX  DE  MATHÉMATIQUES  PROPOSÉ  POUR  18!>8. 
(Académie  des  Sciences  de  Paris.) 


Soil  la  suite  naturelle  des  nombres  premiers  impairs 

1.3.5.7.11.13.17.19.23.29.31,    .    ; 

désignons  le  rième  terme  de  cette  suite  par  P(n) }  prenons 
dans  cette  suite  n  —  1  termes  dans  un  ordre  quelconque. 
Pour  fixer  les  idées ,  soit 


P,=  17. 
Prenons  donc  dans  cette  suite  (w  —  1)  ou  six  termes  quel- 
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conques  .  par  exemple 

3.13.19.31.59.101, 
et  P(6)  =  i3. 

Si  dans  la  progression  arithmétique  quelconque 

A  — C,     2A— C,     3A  — G,     4A  —  C,..., 

A  et  C  étant  premiers  entre  eux  ,  on  prend  P(n_i)  termes 
consécutifs,  et  dans  l'exemple  treize  termes  consécutifs, 
il  faut  démontrer  qu'ait  moins  un  de  ces  termes  ne  sera 
divisible  par  aucun  des  six  nombres  premiers  ci-dessus. 
Soient 

A  =  5,      C=3; 
la  progression  est 

2 . 7 . 1 2 . 1 7 . 22 . 27 . . . . 

Prenons  treize  termes  consécutifs 

12.17.22.27.32.37...   62. 

17,  nombre  premier,  n'est  divisible  par  aucun  des  six 
nombres  premiers.  Il  y  a  donc  un  terme  non  divisible  par 
i,3,5,y,  11,  i3,  ^es  s*x  premiers  nombres  de  la  suite 
des  nombres  premiers.  (Legendre,  Théorie  des  nombres, 
t.  II,  p.  76,  édit.  i83o.) 


NUMÉRATION  DES  GRECS 


»  fi  y  ï  t  r£»j  0 

l  23456*789 

/  X.  X  f*.  V  Ç  0  7T  L, 

10       20       3o       4°       5°       6°       70       80       90 

100     200     3oo     400     5°°     600     700     800     900 
Les  mômes  lettres  avec  le  iôta  souscrit  prennent  une  va- 
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leur  mille  fois  plus  grande.  Ainsi  a,  (S,  y,  etc.,  désignent 

c     <     t 

1000,  2000 ,  3ooo,  etc.  \  ce  sont  les  xl^'oi'i  '>  v-i  ^5  etc., 

t    <     t 
désignent  ioooo,   20000,  3oooo  ,  etc.,  ou  les  £<A<«^/««<; 

et  jo,  <7,  T,etc,  représentent  100  000,  900000,  3ooooo, 

1     t     t 
etc.  La  valeur  de  chaque  caractère  peut  être  augmentée 

dix  mille  fois  en  plaçant  au-dessous  la  lettre  M,  initiale 

du  mol  Muptx.  Ainsi  p  désigne  un  million. 

M 

Une  autre  manière  de  présenter  les  grands  nombres  est 
de  placer  des  points  sur  la  lettre.  Ainsi  «  exprime  1  o  000  ; 
c'est  le  commencement  de  la  série  des  myriades  :  /uvpiovT*- 
à'ix.a)  &7rXcti;  et  a  dénote  100  millions  et  commence  la  série 
des  pvpiovTxfiKtti  è~i7iXut  ou  les  carrés  des  termes  de  la  pre- 
mière série.  Ainsi  les  Grecs  auraient  écrit  3  280  196  529 

A./3    v).i.b.F.<p.x..Q. 

7itvrctK6<riu  iiKoriv  em*.  (Leslie,  Philosophy  of  Arithnu  tic, 
p.  219.) 

Le  signe  s-  se  nomme  vau  ou  i^ta-tiftov . 

Le  signe  ly  se  nomme  hopha  (x.op*i)\  il  ne  faut  pas  le 
confondre  avec  le  sigma  final,  ni  avec  la  double  lettre 
st:,  s. 

Le  signe   ^  se  nomme  sampî. 

Ces  trois  noms  sont  empruntés  à  l'alphabet  hébreu 
ainsi  que  tous  les  noms  de  l'alphabet  grec. 

Les  fractions  ayant  pour  numérateur  l'unité  étaient 
désignées  par  le  dénominateur  avec  un  accent  à  droite  5 

ainsi  c?' est  y>  /  -^,   etc.  \  mais  la  fraction  -   avait  quatre 

signes  spéciaux  C,  <^  ,  C,  K. 

Dans  les  autres  cas,  on  écrivait  le  dénominateur 
comme  nous  faisons  pour  les  exposants,  Ainsi  j3'K  désigne 

— ,  nvJ      est 

1  I  121 
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Loiis-Aigistiv  CAICIIY. 

Ne  à  Paris  le  si  Août  1789;  mort  et  enterré  ii  Sceaux  le  23  Mai  i85- 


L' Académie  a  perdu  une  de  ses  plus  brillantes  cou- 
ronnes ,  la  France  une  de  ses  plus  pures  gloires ,  le  monde 
le  plus  grand  mathématicien  du  moment  actuel.  Mathé- 
maticien dans  le  sens  le  plus  large,  l'esprit  de  Cauchy 
n'était  pas  cantonné  dans  un  coin  delà  science.  Partout  il 
fondait,  partout  il  créait,  partout  il  était  au  premier  rang. 
A  1  instar  des  éminenls  génies  en  toute  carrière,  les 
chefs-d'œuvre  de  Cauchy,  ses  plus  belles  découvertes 
datent  de  sa  jeunesse.  Son  théorème  sur  les  polyèdres, 
que  tant  de  siècles  ont  laissé  sans  démonstration,  com- 
plète la  géométrie  d'Euclide.  Il  établit  la  vérité  d'un 
théorème  de  Fermât,  qui  a  rebuté  un  Descartes,  résisté 
aux  efforts  d'un  Euler,  d'un  Gauss.  Avant  Sturm,  il  in- 
dique un  moyen,  compliqué  il  est  vrai,  mais  certain,  de 
trouver  le  nombre  des  racines  comprises  entre  deux  li- 
mites désignées.  11  remanie,  enrichit  considérablement 
la  théorie  des  déterminants,  des  fonctions  alternées  : 
théorie  entamée  par  A  andermonde  et  Laplace.  Ses  consi- 
dérations morphologiques  sonl  un  point  de  départ  pour 
les  travaux  d'Abel  sur  les  formes,  permettent  à  l'illustre 
Norwégien  d'établir  l'impossibilité  de  la  résolution  géné- 
rale des  équations.  Euler,  Laplace,  Lagrange  faisaient 
quelquefois  des  séries  un  emploi  d  une  légitimité  dou- 
teuse. Cauchy  donne  aux  séries,  lors  même  quelles  sonl 
impliquées  d'imaginaires,  des  bases  certaines.  Sa  théorie 
des  modules  jette  une  vive  lumière  sur  le  champ,  d'une  si 
luxuriante  fécondité,  des  expressions  imaginaires. 


Ihillitin  mathémal  que,  i    II'.     Juillet  1SI7 
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Ses  instruments  les  plus  habituels,  qu'il  manie  ave< 
une  dexlérité  sans  «'gale,  sont  le  symbole  imaginaire 
et  l'infini,  effroi  des  géomètres  vulgaires.  Suivez  tel 
sentier  que  vous  voudrez  dans  la  région  infinitésimale 
vous  êtes  sûr  de  reneonlrer  les  empreintes  profondes  des 
pas  de  Cauchy.  Le  calcul  des  résidus  procure  souvent  de 
prime  abord  des  résultats  qu'on  obtiendrait  péniblement 
par  d'autres  procédés.  L'indépendance  des  intégrations 
successives  dans  les  intégrales  multiples  est  désormais 
soumise  à  d'importantes  restrictions-,  le  principe  de  la 
continuité,  rigoureusement  défini,  introduit  dans  les 
opérations  une  précision  inaccoutumée. 

Venons  à  la  science  du  mouvement.  Que  de  nouvelles 
propriétés,  combien  de  nouvelles  méthodes  de  calcul 
pour  la  dynamique  des  solides  terrestres  et  célestes! 

La  théorie  de«  forces  moléculaires,  déposée  en  germe 
dans  les  Principia,  explicitement  appliquée  par  Clairaut, 
n'est  réellement  fondée  que  depuis  les  célèbres  équations 
de  Nayier.  Or  ces  équations  réclamaient  des  développe- 
ments et  même  certaines  corrections,  pour  expliquer 
mathématiquement  les  découvertes  de  Newton  ,  Huy- 
ghens ,  .Malus,  Young,  Fresnel ,  Frauenhoffer,  sur  le 
mystérieux  agent  de  la  lumière.  C'est  ce  qu'entreprit  et 
exécuta  avec  plein  succès  l'immortel  académicien.  Il  a 
même  promis,  à  diverses  fuis,  un  traité  ex  professe-  de 
mécanique  moléculaire.  Hélas!  il  n'a  jamais  accompli 
cette  promesse.  Dans  ses  dernières  années  ,  il  disséminait 
ses  instants  sur  une  foule  de  matières  disparates.  De  là 
une  exubérance  de  symboles  et  de  néologismes,  une  pé- 
nurie de  clarté  et  de  raisonnements  :  des  oasis  qu'il  faut 
chercher  dans  des  Saharas. 

Les  rivières  les  plus  profondes,  lorsqu'elles  se  répandent 
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sur  un  sol  spacieux,  finissent  par  s'amincir.  Il  a\ait  tant 
médité,  sur  tant  d'objets,  qne  chaque  nouveauté  lui  ap- 
paraissait comme  un  simple  corollaire  de  ses  propres 
inventions.  Il  faut  Lien  que  chacun  paye  le  tribut  à  l'hu- 
maine nature.  C  était  pourtant  une  précieuse  nature, 
celle  qui  sacrifiait  des  intérêts  matériels  à  des  convictions. 
Cauchy  a  toujours  persisté  dans  les  mêmes  opinions  poli- 
tiques et  religieuses.  Luttant  déjà  avec  les  affres  de  la 
mort,  comme  il  voulait  entretenir  le  curé  de  Sceaux  d'une 
nouvelle  œuvre  de  charité,  le  vénérable  ecclésiastique 
l'engageait  à  prendre  du  repos;  à  quoi  le  moribond  ré- 
pondit :  Les  hommes  passent,  las  œuvres  restent.  Telles 
furent  ses  dernières  paroles.  Lorsque  la  vie  est  remplie 
d'oeuvres  vertueuses  ,  d'oeuvres  glorieuses  ,  les  hommes  ne 
passent  pas  entièrement.  Cauchy  est  un  élu  qui  pouvait 
dire  eu  tout  sens  :  Non  omnis  mor/ar. 

Abel  nous  apprend  qu'il  a  puisé  toutes  ses  connais- 
sances mathématiques  dans  les  écrits  de  Cauchy  :  un  tel 
aveu  est  le  meilleur  des  panégyriques. 

Puisse-t-on  nous  donner  par  ordre  de  matières  la  liste 
complète  des  Œuvres  et  Mémoires  du  Gauss  français,  et, 
en  substance,  les  principaux  résultats  ,  les  formules  fon- 
damentales, le  tout  accompagné  d'un  indispensable  \o- 
cabulaire.  Nous  aurions  ainsi  l'inventaire  des  plus  pré- 
cieuses richesses  mathématiques  du  sol  français. 

On  dit  que  la  famille  a  confié  les  papiers  de  l'illustre 
défunt  à  M.  l'abbé  Jullien,  si  digne  d'une  aussi  noble 
mission,  qui  sera   accomplie  avec  conscience  et  intelli- 
gence. 
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Réduction  des  fractions  ordinaires  en  fractions  déci- 
males par  un  procédé  nouveau  ,  et  nouvelles  propriétés 
des  périodes-,  par  M.  Auguste  Bouché,  professeur  à 
Angers. 

Celte  intéressante  brochure  montre  que  les  sujets  en 
apparence  les  plus  épuisés  présentent  souvent  quelque 
chose  de  nouveau  à  celui  qui  les  étudie  à  fond. 

Dans  la  première  partie,  l'auteur  fait  voir  comment  on 
peut  calculer  les  chiffres  de  la  période  par  Un  procédé 
plus  facile  que  celui  de  la  division  ordinaire;  voici  le 
principe  dont  il  fait  usage  : 

Soit  une  fraction    ordinaire  de  la  forme  -,  où  l'on  a 

N 

calculé  A  chiffres  décimaux  par  le  procédé  connu  5  le  quo- 
tient et  le  reste  seront  — -,  et  — ,5  ce  qui  donne 
1  o*       i  o  A 


1  =  N. 

x            y 

— *  -+"  ~ i  ' 
IO*         10* 

d'où  l'on  tire 

X 

* 

1 
N 

10* 

y 

c'est-à-dire  que  la  fraction  -  est  équivalente  à  la  somme 
des  termes  d'une  progression  géométrique  dont  le  premier 
terme  est  — ,  >  et  la  raison  — .« 

IO*  1(1* 
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L'auteur  emploie  cette  propriété  pour  calculer  autant 
de  chiffres  qu'on  veut  de  la  fraction  périodique. 

Dans  la  seconde  partie,  l'auteur  établit  sur  Tordre  que 
suivent  les  chiffres  des  périodes  simples  et  mixtes,  plu- 
sieurs théorèmes  ingénieux  dont  il  faut  voir  le  dévelop- 
pement dans  sa  brochure  même.  Il  est  guidé  au  milieu 
de  ses  calculs  par  le  procédé  qu'il  a  déjà  fait  connaitie 
dans  une  autre  brochure  intitulée  Nouvelle  preuve  des 
opérations  de  V Arithmétique  (  voir  t.  II,  p.  i4°)  j  et  il 
insiste  de  nouveau  sur  la  nécessité  de  vérifier  les  calculs 
en  même  temps  qu'on  les  effectue.  Hocsel. 


ODE 

A  MONSIEUR  LE  GENDRE, 

Etudiant  en  mathématiques  au  collège  Mazarin, 

A  l'occasion  de  sa  thèse ,   soutenue  en  présence  de  l'Académie  royale 
des  Sciences,  qui  en  avait  accepté  la  dédicace. 

Sunt  hic  etiam  sua  praemia  laudi. 
(Virgile. x 

Nous  croyons  faire  plaisir  en  réimprimant  cette  pièce 
très-rare.  En  1770,  l'Académie  a  honoré  un  intelligent 
écolier,  pourquoi  en  i85-  retient-elle  l'éloge  dû  à  l'il- 
lustre géomètre? 


Qu'aux  pieds  de  la  grandeur  une  Muse  vénale 
Dépose  son  hommage  et  brûle  son  encens  : 
Je  brave  dans  ses  dons  la  fortune  inégale  , 
Je  chante  les  talents. 

J'applaudis  ton  élève  ,  ô  sublime  Uranie  ; 
Viens  placer  sur  son   front   la   couronne  des  arts 
Sans  titres  fastueux,  il  ne  doit  qu'au  génie 
L'honneur  de  tes  regards. 
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Si  la  Cour  en  ces  lieux  avec  toi  le  contemple  , 
Ce  n'est  pas  pour  sourire  à  l'orgueil  d'un  Crésus  ; 
Tes  Ministres  sacrés  ne  quittent  point  ton  Temple 
Pour  l'Autel  île  Plutus. 

Ces  hommes  courageux,  nés  pour  régir  le  monde, 
Voudroient  perpétuer  l'amour  de  leurs  travaux; 
Enfanter  tout  à  coup  une  race  féconde 
De  successeurs  nouveaux. 

Toi,  leur  fils  adoptif,  que  ce  projet  enflamme  , 
Renonce  pour  jamais  à  la  frivolité  : 
La  retraite  et  l'étude  élèveront  ton  àiiie 
Jusqu'à  la  vérité. 

Pour  soutenir  tes  pas  dans  un  sentier  pénible, 
De  tes  guides  hardis  observe  les  efforts  ; 
De  l'émulation  vois  l'ardeur  invincible 
Déployer  ses  ressorts. 

Loin  des  cris  insultants  de  l'altière  ignorance, 
Ces  Sages  réunis  au  Palais  de  nos  P«.ois, 
Méditent  à  l'envi ,  dans  la  paix  du  silenoe, 
La  Nature  et  ses  lois. 

L'un,  armé  du  compas,  de  l'art  profond  d'Euclide 
Veut  étendre  l'empire  et  reculer  les  bords  : 
D'une  courbe  nouvelle  à  son  calcul  rapide 
11  soumet  les  rapports. 

L'autre,  à  l'aide  du  prisme,  éclairant  l'analyse, 
De  son  œil  étonné  corrige  les  erreurs  : 
Del'écharpe  d'Iris,  il  assemble  ou  divise 
Les  riantes  couleurs. 

Celui-ci  s'élancant  vers  la  céleste  voûte 
Mesure  ce  foyer  qui  nous  verse  le  jour; 
Ou  d'un  astre  effrayant  fait  découvrir  la  route 
Et  fixer  le  retour. 
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Plus  humble  dans  son  vol ,  sans  être  moins  utile  , 
Celui-là  tic  la  terre  ouvre  les  fomlemenls  ; 
El  sa  main  tour  à  tour  de  l'or  et  de  l'argile 
Pèse  les  éléments. 

Chacun  sur  les  objets  dont  le  charme  l'entraîne  , 
Ne  cesse  d'appliquer  ses  avides  esprits  : 
D'un  procédé  savant  on  retrouve  la  chaîne 
Dans  de  mâles  écrits. 

A  l'aspect  de  ce  corps  dont  la  France  s'honore, 
Je  vois  fuira  grands  pas  les  préjuges  nombreux  , 
El  la  raison  plus  libre  a  préparé  l'aurore 
D'un  changement  heureux. 

A  mes  yeux  se  présente  une  liste  immortelle. 

Quels  noms  fameux  j'ai  lus  !  d'Alembert  et  Buffon! 

Et  vous,  que  ce  Portique  aujourd'hui  nous  rappelle, 
La  Caille  et  Vaiignon! 

Du  fond  de  leur  tombeau,  j'entends  une  voix  sombre , 
Qui  crie  à  leur  disciple  :   «  Ose  nous  imiter  : 
»   Comme  nous,  loin  du  monde  ,  enseveli  dans  l'ombre, 
»   Apprends  à  méditer. 

»   Sans  crainte  et  sans  espoir,  pour  servir  tes  semblables  , 
»   Marche  dans  le  chemin  que  nous  t'avons  frayé  ; 
»  Si  tu  peux  t' assurer  des  amis  véritables, 
»  Tu  seras  trop  payé.   » 

Pau  M.   Cossojv  , 
Professeur  au  collège  Mazarin. 

Permis  d'imprimer,   ce  23  juillet  1770, 
Dr.  Sartine. 


De  l'imprimerie  de  L  -F.  Dclatour, 
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Je  dois  à  l'intérêt  que  le  célèbre  académicien  M.  Bien- 

avmé   porte    aux    sciences   les    renseignements    suivants 
puisés  aux  archives  de  l'Académie. 

La  thèse  de  Le  Gendre,  ou  plutôt  les  thèses,  forment 
un  petit  in-4  de  32  pages  dont  trente  cotées  et  deux  de 
titre  ou  de  dédicace,  car  il  n'existe  pas  de  titre  propre- 
ment dit. 

Il  n'y  a  sur  le  premier  recto  que  ces  mots  : 
Régie  scientiarum  académie. 

Sur  le  verso:  lias  Thèses,  Deo  dante ,  propugnabit 
Adrianus  31.  Le  Gendre,  Par/si/ius,  sluditor  Joscplu 
F. -M.  Marie,  Lie.  Theol.  Soc.  Sorb.  Cens.  Beg.  et 
Matlieseon  professons. 

Die  vigcsima-quinlâ  Jidii ,  ab  hora  post  meridiem 
terliâ  ad  vesperam. 

PrjEsektibls,  Faventibcs  ,  Auspicibls,  illiislrissimis 
Regiœ  scientiarum  A 'cademiœ  Piris. 

En  bas,  en  gros  caractères:  In  Mazarinœo,  anno 
M.DCC.LXX. 

Sur  la  première  page  cotée  i  se  trouve  l'inscription 
suivante,  en  haut  du  texte  qui  commence  sur  cette  même 
page  : 

Thèses  nialheinalicœ  ex  Analysi,  Geometria  et  31e- 
canica  excerpta. 

Au  bas  de  la  dernière  page,  cotée  3o  :  Typis  L.  -F.  De- 
latour. 

Voilà  pour  l'extérieur  des  thèses.  Quant  à  L'intérieur, 
ce  sont  bien  des  excerpta.  Il  n'y  a  que  les  énoncés  de  ce 
que  le  candidat  démontrera,  prouvera,  etc.  Les  lignes 
sont  fort  serrées  et  la  matière  est  abondante  :  mais  c'est 
seulement  matière  d'examen.  Il  ne  semble  pas  qu  il  y  ait 
un  mu!  de  neuf.  C'est  sans  doute  le  programme  de  ce  qui 
a  dû  être  enseigne  par  un  professeur  habile  à  un  élève  in- 
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telligenl.  11  est  possible  qu'en  '770  un  élève  ne  trouvât 
pas  tous  ces  matériaux  réunis  et  qu'il  lui  fallût  les  cher- 
cher dans  les  volumes  où  ils  étaient  dispersés.  Mais  pré- 
cisément c'était  l'usage  du  professeur  de  mathématiques 
transcendantes  d'indiquer  tous  les  Mémoires  à  consulter, 
ei  cela  se  continua  au  moins  jusque"  vers  i8i5,  même 
après  les  ouvrages  de  Lacroix. 

J'ai  parcouru  les  thèses,  et  celte  lecture  ma  si  peu  in- 
téressé, que  je  suppose  qu'elle  n'intéressera  guère  plus 
vos  lecteurs,  à  moins  toutefois  que  l'on  n'ait  un  point  de 
comparaison  ,  par  exemple  le  plan  des  études  de  ce  temps- 
là.  ou  bien  les  ouvrages  de  l'abbé  Marie  que  je  n'ai  pas 
sous  la  main.  Ces  thèses  n'offrent  aucune  découverte  : 
l'élève  répondra  sur  les  parties  des  mathématiques  pures 
et  de  la  mécanique,  au  delà  des  éléments,  puisqu'il  com- 
mence par  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré  et  les  racines  égales,  et  qu'il  présente  même  du 
calcul  intégral:  mais  il  ne  monte  pas  très-haut.  C'était 
peut-être  beaucoup  pour  le  temps.  L'élève  parait  au  fait 
de  toutes  les  bonnes  méthodes  de  MM.  Euler,  La- 
grange,  etc.,  bien  qu'il  ne  les  nomme  pas.  Cela  doit  prou- 
ver pour  le  professeur.  Il  fallait  que  ce  professeur  fût 
tout  à  fait  tourné  à  l'analyse  moderne. 

Quant  à  la  présence  de  l'Académie  à  ces  thèses,  rien 
n'indique  que  ce  fut  autre  chose  qu  une  faveur  adressée 
au  professeur  et  nullement  à  l'élève.  Voici  ce  que  j'ai  dé- 
couvert dans  les  registres  de  l'Académie. 

Du  23  mai  ij-o.  —  Rapport  de  MM.  de  Lalande  et 
Bailly  sur  les  Leçons  de  Mathématiques  de  M.  l'abbé  de  La 
Caille ,  avec  des  Additions  de  M.  l'abbé  Marie, professeur 
au  collège  Mazarin. —  On  le  loue  de  n  avoir  pas  confondu 
ses  additions  dans  le  texte.  On  dit  que  l'Académie  connaît 
ces  excellents  Eléments,  et  le  Rapport  finit  ainsi  :  «  Nous 

croyons  que  celle  nouvelle  édition  est  très-digne  d'être 
Bulletin  mathématique   '    III       Hoûl    18  0 
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.   imprimée  comme  les  précédentes  sous  le  privilège  de 

»   l'Académie.    » 

Du  i3  juin .  —  «  M.  l'abbé  Marie,  successeur  de  M.  l'abbé 
»  La  Caille  au  collège  Mazarin  ,  est  entré.  11  a  présenté  un 
»  exemplaire  de  sa  nouvelle  édition  des  Leçons  de  Ma- 
»  thématiques  de  M.  l'abbé  de  La  Caille.  Il  a  propose  de 
»  dédier  à  l'Académie  une  thèse  de  mathématiques  qu'il 
»  veut  faire  soutenir  et  dont  il  a  lu  le  projet.  Ce  qui  lui 
»   a  été  accordé.   » 

Du  samedi  11  juillet. —  «  M.  l'abbé  Marie,  professeur 
»  de  mathématiques  au  collège  Mazarin,  est  entré  avec 
»  M.  Le  Gendre,  son  écolier,  et  ils  ont  présenté  une  thèse 
»  dédiée  à  l'Académie  que  ce  dernier  soutient  mercredi. 
»  L'Académie  y  assistera  et  s'assemblera  chez  M.  le 
»  grand  maître  à  trois  heures  et  demie. 

Du  Ier  août.  —  «  MM.  l'abbé  Marie  et  Le  Gendre 
»  sont  entrés  et  ont  remercié  l'Académie  de  ce  qu'elle 
»  a  bien  voulu  assister  à  la  thèse  soutenue  par  ce  der- 
»   nier.  » 

Pas  un  mot  d'approbation  pour  l'écolier.  Cependant 
on  doit  conclure  qu'il  avait  bien  défendu  sa  thèse,  ou 
plutôt  son  exercice  du  mercredi  soir  a5  juillet,  puisqu'il 
venait  remercier  le  mercredi  ier  août. 

Je  conjecture  que  tout  l'intérêt  de  la  chose  venait  de  la 
grande  jeunesse  de  l'auteur  ;  car  Le  Gendre ,  né  en  i  j5i , 
n'avait  alors  que  dix-huit  ans. 

Note  du  Rédacteur.  Le  mot  Parisinus  indique  que  Le 
Gendre  était  Parisien.  Lors  de  son  élection  à  l'Académie 
en  1783,  les  registres  portent  qu  il  est  né  à  Paris,  indi- 
cation qui  sans  doute  était  dictée  par  lui-même.  Il  est 
né  le  18  septembre  1752  et  mort  a  Auteuil,  où  il  est  en- 
terré, le  y  janvier  i833.  On  ignore  d'après  quels  rensei- 
gnements la  Biographie  universelle  Michaud.  assigne 
Toulouse  pour  lieu  de  naissance. 
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Depuis    1792,   pour  faire  disparaître   une  apparence 
féodale,  ou  a  écrit  Legendre.   Aujourd'hui  la  direction 
est  inverse  :  Tempora  mutantur  et  twmùia  in  Mis. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Cours  d'Amalyse  de  l  Ecole  Polytechnique,  par 
M.  Sturm  .  membre  de  l'Institut  ;  publié  d'après  le  vœu 
de  l'auteur  par  M.  E.  Prouhet,  professeur  de  Mathé- 
matiques. Tome  Ier.  Paris.  18D7;  in-8  de  wi-.jop,  pa- 
ges. Prix  des  1  volumes  :  12  francs.  (Chez  Mallet-Ba- 
chelier,  libraire.  ) 

11  n'y  a  guère  plus  d'un  an  que  Sturm  a  été  enlevé  aux 
sciences  dans  la  maturité  de  l'âge  et  dans  la  force  de  son 
génie.  Aux  regrets  universels  que  cette  perte  si  grande 
et  si  inattendue  a  excités,  se  joignait  la  crainte  que  des 
Mémoires  manuscrits,  des  recherches  ébauchées,  fussent 
égarés  ou  oubliés.  Heureusement  une  sœur  dévouée  a 
conservé  avec  soin  des  fragments  précieux,  et  un  éminenl 
géomètre,  M.  Liouville,  a  promis  de  les  faire  connaître 
aux  savants.  Sturm  s'occupait  à  la  lin  de  sa  vie  de  mettre 
une  dernière  main  aux  feuilles  de  ses  cours  île  l'Ecole 
Polytechnique  qu'il  se  proposait  de  publier-,  ces  feuilles, 
rédigées  par  les  élèves  les  plus  distingués,  reproduisent 
fidèlement  la  méthode  et  les  démonstrations  du  maître. 
mais  elles  laissent  subsister  des  répétitions  inévitables 
dans  leuseignement  oral,  des  négligences  de  rédaction, 
des  inexactitudes  de  calcul,  etc. 5  l'impression  11  en  était 
possible  qu'après  une  révision  sévère,  des  corrections 
nombreuses,  des  vérifications  de  formules,  des  additions 
pour  suppléer  aux  lacum  j.  M.  Prouhet,  «h tut  les  travaux 
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comme  géomètre  son!  bien  connus,  n  a  pas  hésité  à  accep 
ter  la  tâche  pénible  d'une  publication  qui  exigeait  autant 
de  patience  que  de  sagacité  :  le  premier  volume,  que 
nous  avons  sous  les  yeux  et  qui  renferme  le  calcul  diffé- 
rentiel et  une  partie  du  calcul  intégral,  nous  prouve 
qu'il  la  remplie  avec  un  plein  succès. 

Le  programme  de  l'enseignement  du  calcul  infinité- 
simal est  resté  à  peu  près  invariable  à  F  Ecole  Polytech- 
nique depuis  un  demi-siècle.  Les  questions  qu'il  renferme 
constituent  un  cours  élémentaire  distribué  dans  un  ordre 
logique \  les  géomètres  d'un  mérite  supérieur  qui  l'ont 
successivement  professé,  ont  contribué  d'une  manière 
sensible  au  perfectionnement  des  méthodes  d'exposition 
de  cette  branche  de  l'analyse.  Sturm,  qui  a  enrichi  la 
science  de  découvertes  immortelles  ,  a  voulu  aussi  la  ser- 
vir en  léguant  à  ceux  qui  cultivent  les  mathématiques  le 
fruit  de  son  expérience,  acquise  pendant  un  professorat 
de  plus  de  vingt  années.  Ajoutons  qu  il  avait,  par  une 
rare  exception  ,  toutes  les  qualités  nécessaires  pour  écrire 
avec  perfection  un  ouvrage  didactique,  qualités  que  ne 
possèdent  pas  toujours  les  esprits  originaux  et  inventifs. 
11  apportait  à  ses  leçons  le  zèle  le  plus  consciencieux. 
préparant  avec  soin  ses  démonstrations,  l'ordre  de  ses 
calculs  et  s'efforçant  à  rendre  lumineux  les  points  diffi- 
ciles. Penseur  profond,  il  avait  au  plus  haut  degré  la  fa- 
culté de  creuser  un  sujet  et  de  l'envisager  sous  toutes  ses 
faces;  aussi  arrivait-il  presque  toujours  à  des  démonstra- 
tions brèves ,  élégantes  ,  non  surchargées  de  calculs  ,  frap- 
pâmes d'évidence. 

S'il  est  vrai  ,  comme  le  rappelle  M.  Prouhet  dans  l'in- 
téressante  Notice  qui  sert  d'introduction  à  l'ouvrage ,  que 
les  auditeurs  écoulaient  la  parole  du  maître  avec  le  res- 
pect que  le  génie  inspire,  il  faut  ajouter  qu'ils  profitaient 
autant  en  étudiant  les  feuilles  incomplètes  consi 
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l'Ecole  ,  et  dont  ils  admiraient  la  clarté  et  la  simplicité. 
Sturm  n'a  pas  voulu  parer  ou  déparer  son  ouvrage  par 
des  considérations  philosophiques  vagues  et  prétentieuses 
ou  par  des  aperçus  métaphysiques  qui  simulent  la  pro- 
fondeur et  ne  portent  que  les  ténèbres.  Il  se  contente  d'é- 
tablir avec  concision,  netteté  et  sans  équivoque  les  no- 
tions saisissables  par  les  esprits  bien  faits  et  à  fixer  le  sens 
précis  des  vérités  fondamentales.  Dans  son  exposition,  il 
adopte  la  méthode  des  limites,  que  quelques  exemples  bien 
choisis  rendent  lumineuse.  La  différend ation  des  fonc- 
tions à  plusieurs  variables  rappelle  quelques  formes  des 
feuilles  d'Ampère.  Les  leçons  sur  les  séries,  sur  le  déve- 
loppement des  fonctions,  sur  la  courbure  des  lignes, 
présentent  dans  un  cadre  resserré  un  ensemble  aussi  com- 
plet que  substantiel.  Deux  leçons  élégantes  sur  les  expres- 
sions imaginaires  renferment  tout  ce  qu'il  est  utile  de 
savoir  sur  cet  important  sujet.  Rien  n'est  omis.  Les  diffi- 
cultés qui  ont  été  un  sujet  de  discussion  entre  Euler  et 
d'Alembert,  relativement  aux  logarithmes  des  quantités 
négatives,  sont  résolues  de  la  manière  la  plus  simple;  en- 
fin des  considérations  très-fines  montrent  la  légitimité  de 
l'induction  ,  lorsqu'on  passe  des  relations  entre  des  quan- 
tités réelles  aux  mêmes  relations  entre  des  imaginaires. 
Le  livre  de  Sturm  porte  partout  le  cachet  de  son  es- 
prit profond,  rigoureux  et  original.  Il  restera  dans  l'en- 
seignement comme  un  guide  excellent  pour  tous  ceux 
qui  voudront  être  initiés  le  mieux  et  le  plus  vite  pos- 
sible à  la  connaissance  de  l'analyse  infinitésimale.  En  le 
parcourant,  nous  nous  sommes  souvent  demandé  si  le 
moment  n'était  pas  venu  d'introduire  dans  les  éléments 
la  méthode  el  la  notation  différentielle  dans  ce  qu'elles 
ont  de  plus  simple.  Par  ce  moyen  ,  on  supprimerait  une 
foule  de  procédés  indirects,  particuliers  el  souvent  difli- 
i  iles,  dont  un  fui  usage  pour  les  questions  des  maxima  . 
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des  tangentes,  des  quadratures,  questions  non-seulement 
indispensables  dans  l'étude  de  l'algèbre,  de  la  physique, 
de  la  mécanique,  mais  aussi  dans  les  applications  pra- 
tiques dont  on  s'occupe  beaucoup  aujourd'hui  (  *). 

Les  professeurs,  tous  ceux  qui  cultivent  et  qui  aiment 
les  mathématiques  sauront  gré  à  M.  Prouhet  des  soins 
qu'il  s'est  donnés  pour  éditer  les  œuvres  classiques  d'un 
des  géomètres  les  plus  originaux  de  notre  époque.  Les 
amis  de  Sturm  seront  à  jamais  reconnaissants  à  ce  savant 
de  son  dévouement  pour  la  mémoire  d'un  homme  dont  le 
nom  durera  autant  que  l'algèbre.  Brassine. 


FRACTIONS  CONTINIES 


On  dit  qu'on  trouve  déjà  l'emploi  des  fractions  con- 
tinues dans  l'ouvrage  suivant,  antérieur  à  Brounker  : 

Cataldi  (P.-A)  :  Traiiato  del  modo  biwissi/uo  di 
tvovare  la  radice  quadra  dei  numeri.  Bologna,    161S. 

C'est  à  vérifier. 


PROBLEME  D'ANALYSE  INDETERMINEE  DE  DIOPHAME 

(voir  Bulletin,  tome  III,  page  29    , 

Par  M.   LEBESGUE 


La  solution  de  Diophante  est  incomplète;  cela  vient  de 
ce  qu'il  raisonne  uniquement  sur  des  nombres  entiers. 

(*)  Ces  vœux  de  mon  savant  collègue,  émis  il  y  a  plus  d'un  siècle  pal 
d'Alembert,  si. ni  restés  et  resteront  encore  clos  siècles  des/wa  desideria.  11 
ne  tant  pas  que  la  science  devienne  trop  facile.  C'osl  l'opinion  de  bien  des 
gens.  Tm. 
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taudis  qui  1   aurait   fallu  raisonner  sur  clos  nombres  ra- 
tionnels entiers  ou  fractionnaires. 

Si!  y  a  x  mesures  à  8  dragmes,  y  mesures  à  5  drag- 
mes,  les  équations  du  problème  sont 


8x  +  5 y  =  z ' ,      x  -f- y  =  yz'  -+■  6o  =  e, 

<      > -,  z,  ^  étant  des  nombres  rationnels  positifs. 
Il  faut  donc  avoir 

:   -I-  6o  =  v- , 
de  là 

3  x  =  \>-  —  6o  —  5 1  • , 
3r  =  8c  —  (c-  —  6o). 

(-es  équations  montrent  que  1  on  a 


L'équation 
donne .  on  posant 


8>,-*!>5. 


z-  -+-  6o  =  v2 

P  -f-  Z  =  2  U  , 

_6o 

i5       _ ._     _  ^> 
u  u 


il  faut  donc  avoir  u  positif  ^>  yi5. 
v  devient  nul  pour 

.'=2(2  +  \/ 1 9  ) 
cl  x  le  devient  pour 

c  =  —  (5 -f-  y/265 ) i 
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de  sorte  que  u  doit  tomber  entre 


i  [5  + ^65  +  v'io  (5+  v'265)j 


et 


2  4-   S/T9  -1-2^2+  V^9  ' 

ou  encore  entre 

8  4-  une  fraction     et      i  1  +  une  fraction 

Posant 

«  =  9,  10,  u, 


on  a  les  trois  solutions 

27 

_284 

~  27  ' 

22 

32 

59 
X  =  — » 

12 

12 

2 

_  a3 

2 

I2Ô2 

.r  = 

121 

r_244 
121 

106 

z  =   , 

1  I 

_  i36 
1 1 

(solutions  de  Diophante). 

Toute  autre  valeur  rationnelle  de  u,  entre  des  limites 
données  ,  conduira  à  une  solution  :  il  y  en  a  donc  une 
infinité. 

Cette  solution  ne  suppose  rien  qui  ne  se  trouve;  déjà 
dans  Euclide.  Diophante  aurait  pu  donner  une  solution 
complète  s'il  avait  vu  que  la  résolution  des  équations  du 
deuxième  degré  est  dans  Euclide.  Il  s'ensuit  que  les  li- 
mites à  calculer  pour  que  les  solutions  soient  en  nombres 
positifs  pouvaient  être  déterminées  ainsi  que  je  l'ai  fait 
plus  haut. 
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DALRYMPLE  (Ahsxawer] 


Le  Dépôt  des  cartes,  plans  et  journaux  delà  marine, 
à  Paris,  possède  l'ouvrage  suivant  :  General  introduction 
te  the  Charts  and  Memoirs  published  by  Dalrymple. 
Humanum  est  errare,  T  irg.  Originaly  printed  in  1772. 
Second  édition.  Loudon,  by  George  Bigg;  1786.  Grand 
in-4- 

C'est  une  collection  de  huit  Mémoires.  La  pagination 
recommence  pour  chaque  Mémoire.  Tous  ces  Mémoires, 
à  l'exception  du  premier,  roulent  sur  la  description  des 
côtes  de  la  Chine ,  d'après  des  voyages  entrepris  par  divers 
bâtiments.  Ce  sont  des  journaux  marins  de  voyage.  Les 
cartes  n'y  sont  pas. 

Le  premier  Mémoire  est  :  Essay  on  nautical  surveyins 
by  Dalrymple,  originaly  published  in  1771.  Second 
édition.  London ,  1786. 

Essai  sur  le  relèvement  nautique,  10  pages  et  1  pi. 
Cette  seconde  édition  est  publiée  par  Fauteur,  qui  dit 
avoir  fait  quelques  légers  changements.  La  méthode  de 
relèvement  par  la  théorie  des  segments  capables  est  ex- 
pliquée (p.  7)  sans  aucune  citation.  On  donne  une  con- 
struction géométrique,  d'après  le  R.  M.  Michell,  ami  de 
Dalrymple. 

Les  Mémoires  sur  les  côtes  de  la  Chine  doivent  être 
très-utiles  dans  les  circonstances  actuelles. 

Sur  le  dos  du  livre,  on  lit  :  Nautical  Memoirs  and 
Journal  Dalrymple.  Vol.  IP .  C'est  probablement  le 
quatrième  volume  dune  collection  de  journaux  de  voyages 
maritimes. 
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Le  nom  de  Dalryrnple  le  marin  ne  se  trouve  pas  dans 
la  Biographie  Michaud. 
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Im.éments  de  Géométrie  conformes  aux  Programmes  de 
renseignement  scientifique  dans  les  lycées  ;  par  Ch. 
Briot,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée 
Saint-Louis,  et  Ch.  Vac quant,  professeur  adjoint  de 
mathématiques  spéciales  au  Lycée  Bonaparte.  Appli- 
cation, 2e  et  3e  parties  ;  Géométrie  descriptive  et  -Nivel- 
lement, à  l'usage  des  classes  de  Seconde,  de  Rhétorique 
et  de  Mathématiques  spéciales;  de  la  page  107  à  la 
page  349,  pi-  III  à  IX,  91  figures  dans  le  texte.  Pa- 
ris, in-8  \  i856. 

Permettez- moi ,  mon  cher  Rédacteur,  de  signaler  le 
progrès  qui  se  manifeste  d'une  manière  évidente  dans 
l'enseignement  élémentaire  de  la  géométrie  descriptive. 

Que  de  fois  vous  m'avez  entendu  dire  et  que  de  fois  j'ai 
écrit  :  Quand  donc  commencera-t-on  le  dessin  des  pro- 
jections avec  le  cinquième  livre  de  la  géométrie,  et  par  la 
projection  cotée,  si  simple,  si  élémentaire,  si  naturelle!' 
Eh  bien,  nous  y  arrivons.  Jugez-en. 

C'est  en  1823  que  le  capitaine  du  génie  Noizet  publiait, 
dans  le  n°  6  du  Mémorial  de  l  officier  du  génie,  son  Mé- 
moire sur  la  géométrie  appliquée  au  dessin  de  la  fortifica- 
tion, où  se  trouve  exposée  avec  toute  la  clarté  désirable 
la  méthode  des  plans  cotés  que  cet  officier  enseignait  avec 
distinction  à  l'Ecole  d'Application  de  l'Artillerie  et  du 
Génie.  Le  titre  technique  de  ce  Mémoire,  la  dénomination 
de  plans  cotés,  et  surtout  la  publicité  restreinte  dune 
impression  officielle,  telles  sont  les  causes  du  peu  d'atten- 
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lion  qu'où  a  apportée,  ou  dehors  du  corps  du  Génie,  à 
cet  important  travail.  Ce  n'est  même,  chose  surprenante, 

((lie  dix  ans  après,  eu  i833  ,  et  sur  les  demandes  réitérées 
de  l'Ecole  de  Metz,  que  les  plans  eotés  sont  entrés  dans 
le  programme  de  géométrie  descriptive  de  l'Ecole  Poly- 
technique (*).  Où  les  y  trouve-t-ou?  Dans  les  applications, 
avec  les  ombres,  la  perspective  et  la  stéréotomie,  quand 
au  contraire  on  aurait  dû  mettre  celte  méthode  de  pro- 
jection au  commencement  du  cours.  Quelle  part  lui  fai- 
sait-on? Celle  d'une  leçon  cl  d'une  épure.  Et  l'épure 
était  tellement  insignifiante  par  elle-même  et  à  cause  de 
sa  place  reculée,  la  dix-neuvième  dans  la  série  des  exer- 
cices ,  que  les  élèves  n'ont  jamais  eu  la  moindre  considé- 
ration pour  une  méthode  qu'ils  ne  pouvaient  pas  appré- 
ciée, faute  de  la  connaître .  Les  conséquences  de  cet  éta1 
de  choses,  qui  a  duré  vingt  ans,  se  sont  étendues  plus 
loin  qu'il  n'apparait  au  premier  abord. 

Eu  1837,  après  plusieurs  années  dessais  faits  à  l'Ecole 
d  ai  tillerie  de  Metz  et  aux  Cours  industriels  gratuits  de  celle 
\  ille,  je  lithographiais  la  Représentation  des  corps  solides 
à  laide  d'un  seul  plan  de  projection  et  de  cotes  de  dis- 
tance; production  très-imparfaite,  improvisée  d;ius  des 
circonstances  de  service  pressantes,  dont  nous  vous  sou- 
\enez  sans  doute.  Aussi  ai-je  mis  de  côté  tout  amour- 
propre  d'auteur  cl  cédé  au  seul  désir  d'être  utile,  en  con- 
sentant à  laisser  cette  autographie  se  répandre.  J'espérais 
faire  naître  chez  quelqu'un  de  mes  honorables  collègues 
di:  l'enseignement  l'idée  de  reprendre  ma  voie,  et  de;  faite 
mieux  que  moi.  Soin  inutile! 


(*)  Programme  pour  l'année,  scolaii  e  i832-i833,p.  18.  «  Notions  sur  );i 
■  manière  ilo  représenter  les  surfaces  par  le  moyen  d'un  seul  plan  de  pro- 
»  jection.  —  19e  épure.  Problèmes  divers  a  résoudre  an  moyen  <\<-  <  <• 
»  procédé.  ■•  Ces  problèmes  n'allaient  pas  au  delà  delà  ligne  droite  el  du 
plan. 


,   08  ) 

En  1849?  M-  ^  §8P6ial  Noizeî ,  alors  membre  du  Con- 
seil de  Perfectionnement  de  l'Ecole  Polytechnique  et 
d'une  Commission  chargée  de  revoir  renseignement  des 
arts  graphiques  ,  me  demanda  quelques  notes  où  je  re- 
trouve les  réflexions  suivantes  :  «  Il  n'y  a  pas  de  mesure 
»  qu'on  n  ait  tentée  à  l'Ecole  Polytechnique  pour  donner 
»  de  l'intérêt  au  dessin  topographique  ;  les  programmes 
»  de  l'enseignement  et  les  procès-verbaux  des  conseils  en 
»  font  foi.  Encore  aujourd'hui,  malgré  les  améliorations 
»  réelles  que  le  colonel  Leblanc  y  a  introduites,  ce  genre 
»  de  dessin,  si  utile  et  si  attrayant  par  lui-même,  n'est 
»  pour  les  élèves  que  l'occasion  de  quelques  exercices 
»  qu'ils  abaissent  sous  la  misérable  désignation  de  topo, 
»  mot  d'argot  qu'il  est  désirable  de  voir  disparaître  de 
»  l'Ecole.  On  ne  relèvera  le  dessin  topographique  du  dis- 
»  crédit  où  il  est,  qu'en  prenant  pour  base  de  son  ensei- 
»  gnement  la  projection  cotée ,  à  laquelle  un  nombre 
»  suffisant  de  leçons  serait  consacré.  Alors  seulement  les 
■»  élèves  accorderont  à  ce  travail  la  considération  qu'il 
»  mérite,  et  le  résultat  utile  de  leurs  exercices  sera  dé- 
»  cuplé.  Mais  surtout  que  l'on  remplace  1  insignifiante 
»  épure  19  par  quelques  autres  questions  faciles  à  trou- 
»  ver!  En  tout  cas  ,  c'est  au  commencement  du  cours  et 
»  non  dans  les  applications  que  les  plans  cotés  devraient 
»  être.  Je  vais  plus  loin  :  leur  vraie  place  est  dans  le 
»  Programme  d'admission  ,  ete. 

»  Mieux  que  personne,  vous  reconnaîtrez  que  le  svs- 
»  tème  des  doubles  projections  rectangulaires  est  l'objet 
»  trop  exclusif  des  leçons  de  géométrie  descriptive  à  l'É- 
»  cole.  Son  importance  est  grande  sans  cloute,  puisqu'il 
»  est  la  base  du  dessin  architectural  et  du  dessin  des  ma- 
»  chines,  et,  en  général,  de  la  représentation  de  tout  ob- 
»  jet  qui  a  des  dimensions  plus  ou  moins  considérables 
»   dans  le  sens  horizontal  et  dans  le  sens  vertical,  Mais 
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»  les  bâtiments  et  les  machines  ne  .^ont  pas  les  seuls  tra- 
»  vaux  d'art  que  les  ingénieurs  aient  à  projeter,  repré- 
»  senter  et  exécuter.  Il  est  d'autres  objets,  tels  que  les 
»  canaux ,  les  rouies,  les  chemins  de  fer,  les  fortifications, 
»  les  formes  du  terrain,  etc.,  qui,  ayant  un  très -grand 
»  développement  dans  le  sens  horizontal .  sous  de  très- 
»  faibles  dimensions  dans  le  sens  vertical,  ne  peuvent 
»  plus  être  représentés  par  des  combinaisons  de  plans  et 
»  d'élévations,  mais  seulement  à  1  aide  de  plans  sur  les- 
»  quels  le  relief  est  indiqué  par  des  cotes  convenablement 
»   disposées » 

Il  ne  fut  pas  donné  à  l'auteur  de  la  méthode  des  plans 
cotés  d'attacher,  enfin,  a  son  nom  la  célébrité  qu  il  aura 
un  jour  en  dehors  du  corps  du  Génie. 

Je  ne  parie  que  pour  mémoire  de  ce  que  j'ai  tenté  dans 
les  années  i85o  et  i8bi,  lorsque  je  remplaçais  le  colonel 
Leblanc  appelé  au  siège  de  Rome.  Je  me  suis  servi  des 
explications  que  j'étais  autorisé  à  donner  en  commun 
aux  élèves  réunis  à  l'amphithéâtre  pour  faire  apparaître 
la  projection  coiée  en  topographie. 

-Nous  voici  en  1832.  Tout  étant  mis  en  question  par 
la  Commission  mixte  chargée  de  la  révision  des  Pro- 
grammes d'admission  aux  Ecoles  du  gouvernement  et 
de  l'enseignement  scientifique  des  Lycées ,  j'en  profilai 
pour  adresser  des  Notes  à  M.  le  Président  de  cette  Com- 
mission, ainsi  qu'à  M.  le  général  Noizet  et  à  M.  Bom- 
mart,  alors  directeur  des  éludes  à  l'Ecole  Polytechnique. 
l'un  et  l'autre  membres  de  la  Commission.  «  Je  suis  na- 
»  turellement  conduit,  disais-je  à  M.  le  Président,  à 
»  vous  parler  du  dessin  des  projections  qui  manque  dans 
»  l'enseignement  primaire  des  sciences,  bien  que  Pexpé- 
»  rience  ait  prouvé  surabondamment  que  les  ouvriers, 
»   'hommes  intelligents  mais  peu  exercés  aux  spéculations 

d<  l'esprit,  v  réussissent  parfaitement.  Pourquoi  don* 
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»  les  lycées  sont -ils  eu  retard  sur  ce  point?  Cela  tient  à 
»  ce  que  Ton  croit  les  éléments  de  la  géométrie  descriptive 
»  plus  difficiles  qu'ils  ne  le  sont  réellement,  et  que  l'on 
»  regarde  à  tort  comme  inhérentes  à  la  matière  de  1  en- 
»  seignement  des  difficultés  qui  ne  viennent  que  de  la  mé- 
»  thode  que  l'on  suit.  Je  voudrais  pouvoir  dire  à  mes 
»   collègues  des  lycées  : 

»  Placez  les  premiers  éléments  du  dessin  à  la  règle  et 
»  au  compas  dans  la  géométrie  des  deux  dimensions,  et 
»  non  dans  le  dessin  des  projections. 

»  Parlez  de  projections  dès  le  cinquième  livre  de  la 
»  Géométrie,  en  aidant  les  élèves  par  quelques  exercices 
»   sur  l'usage  du  fil  à  plomb  et  du  niveau  d'eau. 

»  Renoncez  à  mettre  au  début  les  élèves  en  présence 
»  de  deux  plans  de  projection,  c'est-à-dire  d'une  dualité 
»  dont  la  coneeptioii  entraine  des  idées  de  rabattement  et 
»  de  relèvement  dune  difficulté  réelle,  que  tous  vous  avez 
»  constatée  5  difficulté  encore  augmentée  par  la  considé- 
»  ration  des  changements  de  plans  dont  on  a  voulu  faire 
»  une  méthode  au  lieu  d'un  simple  artifice  graphique , 
»  connu  et  pratiqué  depuis  longtemps,  même  avant  la 
»  Géométrie  descriptive ^de  Monge.  Commencez  plutôt 
»  par  la  méthode  d'un  seul  plan  de  projection  et  de  cotes 
»  de  distance ,  par  la  projection  cotée,  avec  laquelle  les 
»  élèves  parviennent  très-prompteraent  à  écrire  leurs 
»  combinaisons  sur  la  grandeur  figurée  ,  à  composer,  en 
»   un  mot,  presque  avec  la  rapidité  de  la  pensée.... 

»  Renoncez  à  faire  reproduire  aux  élèves  les  épures 
»  gravées  des  auteurs  et  obligez-les  de  bonne  heure  à 
»  travailler  sur  des  programmes  individuels,  travail  qui 
»  seul  peut  leur  donner  de  l'initiative,  les  rendre  sûrs 
»  d'eux-mêmes  et  les  amener  finalement  à  lire  facilement 
»  dans  l'espace. 

»  Cessez  de  les  arrêter  à  des  questions  purement  abs- 
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»  traites  ,  telles  que  la  distance  d'un  point  à  une  droite 
»  ou  cà  un  plan,  de  la  distance  de  deux  droites,  de  l'angle 
»  de  deux  plans,  etc.,  questions  fondamentales  qu'on 
»  peut  comparer  avec  raison  aux  quatre  règles  de  l' Arith- 
»  métique,  et  qu'il  suffit  de  traiter  au  tableau  avec  de  la 
»  craie  ou  sur  le  papier  avec  le  crayon.  Qu'on  leur  de- 
»  mande  plutôt  d'imaginer  une  forme,  un  solide  défini, 
»  une  pyramide,  je  suppose,  de  la  représenter  et  d'exé- 
»  cuter  sur  elle  diverses  opérations  empruntées  aux  com- 
»  binaisons  de  la  ligne  droite  et  du  plan  :  par  exemple, 
»  de  la  tronquer  suivant  certaines  conditions  ,  d'en  rae- 
»  surer  les  dimensions  et  d'en  calculer  le  volume,  d'en 
»  développer  la  surface  et  de  construire  l'angle  qui  me- 
»  sure  l'inclinaison  de  deux  faces  adjacentes,  etc.  A  ce 
»  propos,  on  leur  expliquerait  sommairement  la  possi- 
»  bilité  d'exécuter,  avec  les  résultats  ainsi  obtenus,  le 
»  solide  qu'ils  ont  imaginé  et  représenté ,  de  l'exécuter  en 
»  papier  d'abord,  puis  eu  matière  solide  (plâtre,  cire, 
»    terre  glaise,  etc. ). 

»  Signalez  enfin  aux  élèves  le  triple  objet  de  la  géo- 
»  niétrie  descriptive  ,  qui  est  de  concevoir  une  forme 
»  géométrique,  de  la  représenter  d'après  les  procédés  du 
»  dessin  des  projections  et  d'en  déduire  les  éléments  né- 
»  cessaires  pour  son  exécution  en  relief;  réciproque- 
»  ment,  de  mesurer  un  solide  donné,  de  le  lever,  selon 
»  l'expression  consacrée  par  la  pratique,  pour  pouvoir 
ii  le  rendre  intelligible  par  tous  et  exécutable  en  relief 
»   à  une  échelle  quelconque. 

»  Suivez  cette  voie  déjà  éclairée  par  l'expérience,  et 
»  vous  serez  surpris  de  la  promptitude  avec  laquelle  les 
»  élèves  acquerront  des  notions  exactes  de  situation, 
»  de  forme,  de  dimensions,  de  symétrie,  de  régula- 
»  rite,  etc.;  vous  les  verrez  passer  avec  une  étonnante 
»   facilité  de  la  projection  cotée  aux  doubles  projections 
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»   rectangulaires,  à  la  prpjection  oblique  et  parallèle, 

»  à  la  projection  concourante,  etc.;  vous  les  trouverez 
»  enfin  parfaitement  préparés  pour  les  applications  les 
»  plus  importantes  de  la  géométrie  descriptive,  qui  sont 
»  les  levers  de  terrains,  de  bâtiments  et  de  machines, 
»  but  final  de  l'enseignement  primaire  de  la  géométrie 
»   descriptive.    » 

En  définitive,  mi' est-il  sorti  des  travaux  de  la  Commis- 
sion mixte  de  i852?  Vous  le  trouverez,  mon  cher  Rédac- 
teur, dans  le  Plan,  d'études  des  Lycées  de  i853  ,  sous  la 
forme  d'un  Programme  découpé,  discontinu,  sans  méthode 
apparente,  ainsi  que  le  montrent,  pour  ne  citer  qu'un 
exemple,  les  fragments  de  projection  cotée  qui  sont  pla- 
cés sans  ordre  à  la  suite  du  nivellement.  Mais  la  consé- 
quence la  plus  lâcheuse  de  ce  plan  d'études,  quant  à  ce 
qui  regarde  l'enseignement  de  la  géométrie  descriptive  et 
des  travaux  graphiques,  c'est  la  suppression  de  la  géo- 
métrie descriptive  sur  le  programme  des  mathématiques 
élémentaires.  Cette  suppression  est  l'objet  d'un  regret 
général. 

Toutefois  on  peut,  ou  doit  même,  en  s'arrètant  au 
fait  de  l'apparition  des  plans  cotés,  considérer  les  nou- 
veaux Programmes  comme  un  acheminement  vers  la  meil- 
leure méthode  d'enseignement  du  dessin  des  projections. 
La  tentative  récente  de  MM.  Briot  et  \  acquant  en  four- 
nil une  preuve.  Ces  deux  habiles  professeurs  ont  fait, 
conformément  aux  Programmes  de  renseignement 
scientifique  dans  les  lycées,  tout  ce  qu'il  était  possible 
de  faire.  Reproduire  leur  table  des  matières  , -serait  don- 
ner lieu  h.  de  nombreuses  observations  de  détail  qui  ne 
sauraient  trouver  place  ici.  En  résumé,  voici  où  en  est  à 
Paris,  à  la  fin  de  l'année  i856,  l'enseignement  élémen- 
taire de  la  géométrie  descriptive. 

YlUîiwersùè  a  donné  entrée  aux  plans  co'r*  dans  ses 
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programmes  ,  programmes  dont  ]e  livre  de  MM.  Briot  et 
Vacquant  est  l'expression  fidèle. 

A  Y  École  Polytechnique,  la  projection  cotée,  réunie 
aux  diverses  méthodes  de  représentation  de  l'étendue 
figurée ,  est  reportée  dans  les  premières  leçons  de  géo- 
métrie descriptive. 

On  la  trouve  placée  dans  les  mêmes  conditions  sur  le 
programme  du  cours  de  géométrie  descriptive  du  Conser- 
vatoire des  Arts  et  Métiers;  bien  plus,  on  la  retrouve 
sur  celui  du  cours  de  géométrie  appliquée  du  même  éta- 
blissement, sans  doute  pour  y  être  Traitée  d'un  autre 
point  de  vue. 

À  V Ecole  municipale  de  Dessin  de  la  ville  de  Paris , 
le  professeur  de  géométrie  descriptive  traite  aussi  les 
plans  cotés,  mais,  ainsi  que  MM.  Briot  et  Vacquant, 
après  une  exposition  complète  de  la  méthode  des  projec- 
tions rectangulaires  etdes  applications  qui  s'y  rattachent. 

C'est-à-dire  que  partout,  aujourd'hui,  on  enseigne  la 
projection  cotée,  mais  pas  encore  à  sa  vraie  place  et  avec 
le  développement  qui  lui  convient.  Voilà  où  nous  en 
sommes  sur  ce  point ,  après  un  tiers  de  siècle.  Patience  ! 
mon  cher  Rédacteur,  le  dernier  pas  sera  fait  bientôt.  En 
attendant,  rendez-moi  la  justice  de  reconnaître  que  j'ai 
prêché  d'exemple,  en  paroles  et  en  action. 

L'année  dernière,  après  Pâques,  j'ai  remplacé  M.  Ch. 
Dupin  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers.  Huit  leçons 
seulement  étaient  disponibles;  il  fallut  donc  choisir  un 
sujet;  on  choisit  l'art  de  lever  un  terrain,  qui  pût,  tout  en 
se  rattachant  au  titredu  cours  de  géométrie  appliquée,  être 
resserré  dans  ce  cadre  étroit.  Mais  plus  tard,  par  suite  de 
la  prolongation  imprévue  d'un  mois  de  l'ensemble  des 
cours  du  Conservatoire ,  cette  matière  dut  être  étendue 
pour  quatorze  leçons.  Cet  incident  rompit  toute  1  écono- 
mie de  mon  court  enseignement,  et  m'empêcha,  dans  l'inv 
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possibilité  où  j'étais  de  revenir  sur  mes  pas,  de  consacrer  à 
la  projection  cotée  quelques  leçons  qui  auraient  été  parfai- 
tement placées  là.  Si  ma  santé  m'avait  permis  de  restera  ce 
poste  utile,  je  me  serais  appliqué  à  combler  cette  lacune. 
J'ajouterai ,  en  terminant,  qu'ayant  été  appelé  à  l'E- 
cole Normale  supérieure  pendant  les  années  i853  et  i854 
pour  diriger  les  exercices  de  levers  de  terrain  et  de  nivel- 
lement, j'ai  eu  l'occasion  de  voir  l'état  des  travaux  gra- 
phiques à  celte  école,  et  de  concevoir  la  pensée  d'être 
chargé  de  celte  direction,  bien  autrement  importante  à 
mes  yeux.  J'ai  même  fait  quelques  démarches  à  ce  sujet , 
bien  convaincu  que  c'était  là  qu'il  importait,  avant  tout , 
de  faire  connaître  et  pratiquer  la  projection  cotée. 

Note  du  Rédacteur. 

Ir*  Partie  (classe  de  Troisième).  Contient  le  levé  des 
plans;  mètre,  graphomètre,  équerre,  planchette,  arpen- 
tage, boussole,  triangulation. 

II'  Partie  (classe  de  Seconde).  Méthode  des  projec- 
tions orthogonales;  polyèdres,  cylindres 5  plan,  éléva- 
tion et  coupe  de  bâtiments. 

IIP  Partie  (Rhétorique).  Nivellement,  courbes  de 
niveau  ;  plan  coté  ;  problème  sur  les  cotes  ;  lignes  de  faîle  ; 
thalwegs,  etc. 

appendice  (Mathématiques  spéciales).  Niveau  à  bullr 
d'air,  vérification  des  instruments  :  niveau  d'Egault. 

Voilà  ce  que  l'on  enseigne  dans  les  lycées.  Que  reste-t- 
il  à  apprendre  dans  les  écoles  dites  à1  application  ?  L'ou- 
vrage commence  par  ire  et  ic  Leçons,  Nous  maintenons 
qu'il  faut  dire  ire  et  ae  Leçon  au  singulier.  Dirait-on 
ier  et  2e  chevaux?  La  méthode  des  plans  cotés  est  à  la 
page  1 85  ;  elle  devrait  se  trouver  à  la  page  1.  C'est  l'opi- 
nion du  savant  géomètre  graphiste,  chef  des  travaux  gra- 
phiques à  l'Ecole  Polytechnique;  opinion  à  laquelle  nous 
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adhérons  complètement.  Si  un  plan  suffit,  pourquoi  de 
prime  abord  en  prendre  deux?  Il  y  a  déjà  un  tiers  de 
siècle  que  M.  Noizet  a  montré  avec  une  clarté  extrême 
qu'un  seul  plan  suffit  à  la  solution  de  toute  espèce  de  pro- 
blèmes dans  l'espace.  D'ailleurs,  dans  les  services  publics, 
on  emploie  beaucoup  plus  de  plans  cotés  que  d'autres,  et 
c'est  pour  les  services  publics  que  la  géométrie  descriptive 
a  été  créée  ;  c'est  là  qu'elle  obtient  ses  principales  applica- 
tions. M.  Bardin  est  surpris  de  la  lenteur  qu'on  met  à  l'a- 
doption de  la  méthode  Noizet.  Le  contraire  serait  plus  sur- 
prenant. Le  calcul  infinitésimal,  proposé  par  d'Alembert 
il  y  a  plus  d'un  siècle,  est-il  adopté?  Principe  général  : 
Le  temps  exigé  pour  l'admission  d'une  idée  dans  le  cou- 
rant de  l'enseignement  est  toujours  en  raison  inverse  de 
la  quantité  de  bon  sens  que  renferme  cette  idée.  C'est 
même  un  fait  d'expérience  :  plus  une  proposition  s'éloigne 
du  sens  commun ,  pourvu  qu'elle  soit  entourée  d'un 
clinquant  profondément  inintelligible,  plus  elle  a  de 
chances  de  succès,  d'être  acclamée  avec  enthousiasme  par 
la  foule.  C'est  ce  que  nous  apprend  un  des  plus  abstraits 
penseurs  de  l'antiquité  païenne  et  des  plus  grands  poètes 
de  l'antiquité  romaine  : 

Omnia  enini  stolidi  magis  admirantur  amantque 
Inversis  quœ  sub  verbis  lalitantia  cernunt 
V craque  constituant  quœ  belle  tangere  possunt 
Aures  et  lepido  quœ  sunt  fucata  sonore. 

[De  Renan  natura ,  lib.  I,  v.  642.) 

Un  poëte  français  ajoute  que  ces  stolidi  sont  partout  en 
majorité  (*). 

(*)  Pourquoi  Lucrèce  est-il  exclu  de  l'enseignement?  Ce  poëte  fait  pour- 
tant partie  de  l'édition  des  Variorum  publiée  par  l'ordre  de  Louis  XIV  à 
l'usage  du  Dauphin.  Le  système  atomistique  est  même  aujourd'hui  la  base 
de  toutes  les  sciences.  Gassendi,  prêtre  philosophe,  enseignait  ce  système 
au  Collège  de  France  et  avait  entrepris  une  traduction  de  Lucrèce. 
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note 

Sur  la  correspondance  scientifique  de  Jean  llernoolli  : 

Par   M.   PROUHET. 


Longtemps  après  l'apparition  des  journaux  scienti- 
fiques, vers  le  milieu  du  xvnc  siècle,  les  savants  ont  con- 
tinué à  se  communiquer  par  lettres  leurs  découvertes. 
Pour  donner  une  idée  de  l'activité  qui  régnait  dans  ce 
commerce  épistolaire,  je  citerai  l'annonce  suivante  que 
je  trouve  sur  la  couverture  du  Ve  cahier  (1796)  du  jour- 
nal d'Hindenburg  {Arch.iv  der  rein  en  und  angewand- 
ten  mathematik). 

«  Annonce  relative  à  diverses  correspondances  de  Jean 

Bernoulli  avec 

Lettres. 

1.  Bilfinger  (1720-25),  en  latin 60 

2.  Burnet  (fils  de  l'évêque)  (1708-14)?  en  fr.  32 

3.  Cramer  (1727-33),  en  français 26 

4.  De  Crouzaz  (1712-24),  en  français 4?- 

o.  L.  Euler  (1729-42),  en  latin 24 

6.  De  Fontenelle  (1720-30),  en  français.  ...  19 

7.  Hermann  (1702-27) ,  en  latin 80 

8.  Marquis  de  l'Hôpital  (169^-1701)  en  fr.  .  .  85 

9.  De  Mairan  (1723-40)  en  fr. .    .  .  .  Environ  1  12 

10.  Michelotti  (1714-25),   partie  en   latin    et 

partie  en  français 108 

11.  Moivre  (1704-14)»  en  français 19 

12.  De  Montmort  (1704-19),  en  français.  ...  41 
15.  De  Maupertuis  (1730-46)  en  fr..  Environ  100 
14.  Renau  (1713-1 4),  en  français  (en  partit 

déjà  imprimées) 8 

756 
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Report.  ....      ^5t) 
IJî.  Jean  et  J. -Jacques  Scheachzer  (1706-36), 

en  latin  et  en  français 4^° 

(Celles-ci    sont    moins  scientifiques 
que  les  autres.  ) 

16.  Varignon  (*)  (1692-1722),  en  français.  .  .      246 

17.  Wolf  (1706-43),  en  latin 97 

18.  En  outre  plus  de   120  lettres  adressées  en 

grande  partie  à  des  savants  ou  émanées 
d'eux 1 20 

1699 
»  En  même  temps  sa  correspondance  avec  Bousquet  au 
sujet  de  l'édition  des  œuvres  complètes  de  Jean  Ber- 
noulli;  enfin  divers  écrits  académiques  (  feycrlischen 
reden)  non  encore  imprimés  et  qui  contiennent  des  su- 
jets dignes  d'être  lus.  La  plupart  de  ces  lettres  sont 
accompagnées  des  réponses  de  Bernoulli,  dont  la  majeure 
partie  a  une  certaine  étendue  et  va  au  fond  des  choses 
(lang  und  grundlich). 

»  Si  l'on  trouvait  un  éditeur  disposé  à  publier  cette 
précieuse  et  intéressante  collection  d'un  des  plus  grands 
hommes  en  son  genre,  on  la  céderait  à  des  conditions 
raisonnables.  Le  titre  pourrait  être  :  Lettres  relatives  à 
l'histoire  des  sciences  mathématiques.   » 

Il  parait  qu'aucun  éditeur  n'a  voulu  entreprendre  la 
publication  de  cette  collection  dont  le  possesseur  ne  se 
nomme  pas  et  dont  il  n'est  pas  question  dans  le  corps  du 
journal.  Cette  annonce  doit  être  fort  peu  connue,  puis- 
qu'elle se  trouve  sur  une  couverture  qu'on  enlève  ordi- 
nairement quand  on  fait  relier  l'ouvrage,  à  moins  qu'on 
ne  soit  un  bibliophile  zélé  et  désireux  de  ne  rien  perdre. 

(*)  Varignon  légua  tous  ses  papiers  àFontenelle,  qui  annonce  dans  l'é- 
loge de  son  ami  {Historié  de  VAcadcmie,  1722,  ]>  i'|6)la  publication 
prochaine  de  sa  Mécanique  et  de  sa  Correspondance;  mais  la  Mécanique  seul< 
a  paru. 
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Parmi  toutes  ces  lettres,  il  n'y  en  a  qu'une  douzaine, 
écrites  par  Bernoulli  à  Euler,  qui  aient  été  publiées.  On 
les  trouve  dans  la  Correspondance  physique  et  mathé- 
matique de  quelques  géomètres  célèbres  du  xvme  siècle, 
recueillie  par  P. -H.  Fuss.  Saint-Pétersbourg,  i843.  Les 
lettres  d'Euler  à  Bernoulli  manquent  dans  cet  ouvrage 
et  devaient  se  trouver  dans  la  collection  citée  plus  haut. 

La  correspondance  de  Bernoulli  et  de  Leibnitz,  qui 
n'est  pas  comprise  dans  la  liste  ci-dessus ,  se  compose  de 
273  lettres  et  a  déjà  été  publiée  deux  fois  : 

i°.  Sous  ce  titre  :  Virorum  celeherrimorum  Got.-Gul. 
Leihnitii  et  Johan.  Bernoullii  Commercium  philosophi- 
cum et mathematicum .  Lausannœet  Genevœ,  174s.  2  vol. 
in-4°. 

20.  Dans  les  Leihnizens  mathematische  Schriften,  he- 
rausgegeben  von  Gerhardt.  Band  III,  pages  1 11 -974. 
Halle,  i855-i856;  in-8. 

Cette  dernière  publication  est  la  plus  complète,  car 
elle  renferme  environ  5o  lettres  inédites  et  de  nombreux 
passages  que  les  premiers  éditeurs  avaient  supprimés  par 
un  sentiment  de  convenance  et  probablement  sur  la  re- 
commandation expresse  de  Bernoulli.  Les  passages  réta- 
blis dans  la  nouvelle  édition  n'intéressent  guère  la  science 
elle-même ,  mais  ils  font  connaître  de  plus  en  plus  l'es- 
prit caustique  et  le  caractère  ombrageux  de  Jean  Ber- 
noulli. Les  citations  suivantes  en  donneront  une  idée  (*). 

Bernoulli  loue  ce  bon  Varignon,  qui  généralisait  si  bien 
ses  théorèmes  et  ceux  de  Leibnitz ,  mais  ce  n'est  pas  sans 
lancer  quelque  sanglante  épigramme  contre  le  peuple 
français. 

(1  Laudo  hujus  viri  rararu  modestiam;  [non  certe 
Gallum  diceres ,  adeo  alienus  est  a  nationis  ingenita  fero- 


(*)  Bernoulli  avait  conscience  de  son  immense  supériorité  cl  avait  le 
tort  de  s'en  exprimer  trop  ouvertement  et  d'une  manière  l>lessan(e.  Tm. 
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citate  et  fastu  :  odit  ipse  vauitatcm  suorum  popularium, 

qui  superciliose  super  extraneos  se  attollunt .  uosira  con- 
tra invidos  slrenue  défendit  (*)].  »  (Page  48i.) 

Les  Italiens  sont  moins  fiers,  à  ce  qu'il  parait,  mais 
ils  s'abusent  sur  l'originalité  de  leurs  inventions. 

((  Remitto,  ut  jubés,  epistolam  Dni  Zendrini.  Ex  ea 
n  ideo,  ut  et  Riccatum  [aliosquequosdam  Italos  velle  agere 
simias  noslras,  non  tamen  agnoscere  nisi]  nostra  tautum 
îmitari.    »  (Page  946.) 

Quant  aux  Anglais,  Bernoulli  les  déteste  cordialement 
et  ne  laisse  échapper  aucune  occasion  de  leur  dire  quel- 
que bonne  vérité. 

«  [Hi  non  disputant  ut  veritatem  tueantur.  sed  quia 
de  nationis  gloria  agi  putant,  quando  vident  magistruin 
suum,  in  cujus  verbi  jurarunt,  in  discrimine  causse  sive 
bon»,  sive  mala?  (hoc  non  attendunt)  versari].»  (Page 966.) 

Bernoulli  ne  dédaigne  pas  le  jeu  de  mots,  quand  il  s  agit 
de  dire  une  méchanceté. 

h  \  idi  Muvsi  Elementa  Physices  et  perlustravi  :  [tu- 
midus  est  titulus  et  multa  promittens,  sed  de  quo  vere 
dici  potest  :  Parturiuut  moules  ,  nascetur  ridiculus  mus. 
Cujus  ilaque  nomen  cl  omen  habet  auctor].»  (Page  892.) 

De  plus  tristes  pages  sont  celles  où  la  haine  de  Jean 
Bernoulli  se  répand  en  amères  récriminations  contre  son 
frère.  La  passion  l'entraîne  alors  dans  des  exagérations 
incrovables.  Ainsi  il  assure  hardiment  [audacter)  que 
sans  lui  son  frère  Jacques  n'aurait  peut-être  pas  dépassé 
les  éléments. 

«  [Nain  licet  explicatorem  sex  priorum  Elementorum 
Euclideorum  jam  ante  decennium  habuerim  fralrem  vel 
polius  instigatorcm,  audacter  asseverare  possum  illum 
forsan  absque  meo  adminiculo  communis  geometriae  po- 

[*)  Les  passages  renfermes  entre  crochets  '  ]  sonl  remplacés  par  des 
points  dans  l'ancienne  édition. 
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nueria  nunquam  prœtergressum  fuisse.]    »    (Page  i63.) 

Néanmoins  Bernoulli  n'oublie  pas  les  égards  que  l'on 
doit  à  un  frère  aîné. 

«  [Ha?c  tibi  dico  saltem  ut  videas  illum  nullam  rue 
persequendi  rationem  habere.  Quod  quidem  publiée  os- 
tendere  deberam,  sed  fraternitatis  leges  melius  observo 
et  primo genilurce  aliquid  defero.~\  »  (Page  i63.) 

Il  est  à  regretter  que  M.  Gerhardt  n'ait  pas  distingué 
par  un  signe  typographique  les  additions  faites  à  l'ancien 
texte,  ce  qui  aurait  permis  d'apprécier  d'un  coup  d'oeil 
le  nombre  et  la  valeur  des  documents  nouveaux  dont  sa 
publication  enrichit  l'histoire  scientifique.  Il  aurait  dû, 
ce  me  semble,  conserver  les  sommaires  et  la  table  des  ma- 
tières de  l'ancienne  édition,  appendices  sans  lesquels 
toute  recherche  est  impossible.  Malgré  ces  critiques,  qui 
ne  portent  que  sur  la  forme,  nous  recommandons  à  tous 
les  amis  des  sciences  l'utile  entreprise  de  MM.  Gerhardt 
et  H.  Pertz.  Peut-être  faut-il  attribuer  au  peu  d  encou- 
ragement qu'ont  reçu  les  éditeurs  la  lenteur  avec  laquelle 
marche  la  publication  des  OEuvres  complètes  de  Leib- 
nitz  ,  qui,  commencée  en  1842,  n'est  pas  encore  terminée 
en  i85j.  L'honneur  de  notre  époque,  et  particulièrement 
de  deux  nations,  est  intéressé  à  ce  qu'un  pareil  monumeni 
ne  reste  pas  inachevé. 

Note  du  Rédacteur.  Il  est  à  remarquer  que  les  hommes 
les  plus  occupés,  qui  ont  publié  les  ouvrages  les  plus 
uombreux,  les  plus  volumineux,  sont  aussi  ceux  qui  se 
sont  montrés  les  correspondants  les  plus  actifs,  répondant 
toujours  aux  lettres  qu'on  leur  écrivait  sur  des  points 
scientifiques  ou  littéraires.  Il  suffit  de  citer  Leibnit/.  et 
Voltaire.  Le  manque  de  temps  est  un  prétexte  banal,  le 
plus  souvent  mensonger,  servant  de  manteau  soit  à  la 
paresse,  soit  à  un  orgueil  ridicule,  apanage  ordinaire  de 
la  médiocrité. 
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MBLIOGRAI'HII-: 


Tafeln  DER  QUADRAT    Ui\n    KLBIK-ZAHLEN    ALLER   NATURLï- 
CHEN  ZÀHLEN  BIS  HUJN'DERT  TALSEND  ,  liebst  ihrer  ailWeil- 

dung  auf  die  zerlegung  grosser  Zahlen  in  ihre  faktoren 
nach  einer  neucn  méthode  berechnet;  von  D'  Jacob 
Phiïipp  Kulik.  —  Tables  des  carrés  et  des  cubes  de 
tous  les  nombres  naturels  jusqu'à  100000,  avec  l'ap- 
plication à  la  décomposition  des  grands  nombres  en 
facteurs,  calculées  par  une  nouvelle  méthode;  par 
Jacques-Philippe  Kulik,  professeur  ordinaire  de  ma- 
thématiques à  l'université  de  Prague.  Leipzig,  1848; 
in-8  de  vn-460  pages.  Prix  :  3  florins. 

Chaque  page  contient  25o  nombres  avec  leurs  carrés 
et  leurs  cubes,  distribués  en  cinq  progressions  arithmé- 
tiques de  5o  nombres  consécutifs  chacune.  Nous  donnons 
pour  exemple  l' en-tête  et  les  trois  premières  lignes  de  la 
page  56. 
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tre  progression 

1 35o . 

1 35 1  , 

i 352, . . 

»      '  399> 

2°                » 

i i35o, 

i i35. , 

.  .  .  , 

1 1 399, 

3a 

?.  1 35o , 

2 i 35. , 

•  ' m  t 

21399, 

4°          » 

3i35o, 

3i35i , 

.  .  . , 

3 1 399, 

5°            » 

4 i 35o , 

4.35., 

W99. 

N  désigne  la  colonne  des  nombres,  N*  la  colonne  des 
carrés  et  N?  celle  des  cubes  5  le  carré  de  i35o  est  1822500 
et  le  chiffre  1  est  le  premier  cliiffre  à  droile  de  tous  les 
nombres  de  eetle  colonne 5  ainsi 

(1 35i)-  =  182.5201 ,   •  (i35?. V-  ==  1827904. 

Il  en  est  de  même  pour  les  chiffres  2  ,  12,  14.  Les  chiffres 
séparés  25oo  terminent  tous  les  carrés  de  eetle  ligne;  de 
même  pour  les  cubes. 
Ainsi 

(ii35o)*=  128822500, 
(n35i)s  =  1 28845201, 
(n352):=  128867904, 
(i35o)a  =  2460375000, 
(1  i35oV  =  1402135375000, 
(  1 1 35 1 )3  =  1 46252 1 87655 1 . 

L'auteur  nomme  tête  les  chiffres  que  les  nombres  dan 
îa  même  progression  ont  en  commun  à  gauche  :  ainsi  les 
nombres  1,  2  ,  12,  i4  sont  des  têtes;  et  il  nomme  pied 
les  chiffres  à  droite  qui  ont  en  commun  les  nombres  de 
la  progression  dont  la  raison  est  10000:  ainsi  25oo,  52oi . 
7904,  5ooo,  655 1,  etc.,  sont  des  pieds.  Les  chiffres  du 
milieu  sont  le  corps;  ainsi  82  ,  46037  j  882  ,  etc.,  sont  des 
corps.  ïl  arrive  quelquefois  que  dans  une  progression  par 
unités,  la  têfe  doit  être  augmentée  de  1  :  un  astérisque  * 
indique  cette  augmentation.  Très-rarement  cette  augmen 
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ïalion  monte  à  2,  el  c'est  un  trait  I  qui  indique  cette 
augmentation.  La  page  suivante,  $7,  contient  les  progres- 
sions commençant  par  5i3 ,  6i3 ,  7i3,  8 1 3 ,  91 3  ,  et  doit 
être  regardée  comme  ne  formant  qu'une  seule  page  avec  la 
précédente.  On  voit  comment,  par  ce  procédé  ingénieux, 
ou  ;i  pu  inscrire  cent  mille  nombres  avec  leurs  carrés  et 
leurs  cubes  sur  400  pages  in-8  renfermant  un  million 
et  demi  de  chiffres. 

M.  Caillet  a  eu  la  même  idée  en  1848  {Nouvelles  An- 
nales,  t.  XIII,  p.  4^5). 

Il  est  évident  qu'on  peut,  au  moyen  de  cette  Table, 
trouver  les  carrés  et  les  cubes  des  nombres  renfermés 
dans  la  formule  a.\o" -{- b ,  pourvu  que  a  et  h  aient 
moins  de  six  chiffres  5  mais  il  faut  faire  le  produit  2  ab  et 
\ ab  (a  ■+■  b);  d'ailleurs 
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On  voit  aussi  qu'elle  peut  servir  à  extraire  les  racines 
carrées  et  cubiques. 

L'ouvrage  contient  en  outre  onze  Tables  auxiliaires  ; 

la  onzième  donne  les  multiples  de  rc  et  de  -  depuis  1  à 
100;  avec  3o  décimales  pour  r:  et  avec  12  pour  -• 

TÛ 

Les  dix  autres  Tables  servent  à  décomposer  un  grain! 
nombre  en  deux  facteurs,  lorsque  cela  est  possible. 

I,a  Table  II  contient  la  décomposition  en  deux  carrés 
de  tous  les  nombres  premiers  de  forme  \n  -f-  1  depuis  5 
jusqu'à  10529. 

On  trouve  une  semblable  Table  dans  le  Journal  de 
< , relie  (t.  XXX,  p.  174)  étendue  jusqu'à  11981  \  mais  les 
nombres  197,  901,  2713,  49^,  "997  )'  manquent. 

Au  moyen  de  cette  Table,  tout  nombre  qui  est  lepro- 
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duit  de  nombres  premiers  de  lorme  4  //  — f—  i  peut  êlre  dé- 
composé en  somme  et  en  différence  de  deux  carrés  par  les 
théorèmes  connus ,  pourvu  (jue  ces  facteurs  soient  con- 
tenus dans  cette  Table. 

La  Table  III  donne  les  nombres  impairs  de  7  à  12097 
qui  sont  la  différence  de  deux  cubes  :  N  =  xz  — y% . 

La  Table  IV  donne  les  nombres  compris  entre  9  et 
18907  qui  sont  la  somme  de  deux  cubes.  N  =  xz  -+-J3  9 
avec  les  valeurs  de  x  et  de  y. 

Tous  les  carrés  possibles  n'ont  que  io44  terminaisons  , 
en  prenant  pour  terminaison  les  quatre  premiers  chiffres 
à  droite. 

La  Table  X  donne  toutes  ces  terminaisons  avec  le  plu* 
petit  carré  correspondant.  Exemple  : 


Terminaisons. 

Carres. 

C'OOI 

11249 

000 1 

ooo4 

22498 

0004 

OO  OC) 

3 1253 

0009 

Une  terminaison  quadratique  est  dite  congruente  addU 
tive  à  un  nombre  N  ,  lorsqu'en  ajoutant  cette  terminaison 
aux  quatre  premiers  chiffres  à  droite  de  N,  on  a  encore 
une  terminaison  quadratique;  la  congruence  est  soustrac- 
tive  lorsqu'il  faut  retrancher. 

Exemple.  Soit 

N  =  85i434i; 

les  terminaisons  0100,  0900 ,  2100,  25oo,etc,  sonteon- 
gruentes  additives;  car  434 l  -+-  0100  =  444  '  cIlu  ost  cn~ 
core  une  terminaison  quadratique. 

Le  Tables  Y,  VI,  VII,  Mil,  IX  sont  destinées  à  trou- 
ver ces  terminaisons  congruenles  à  une  terminaison  d  un 
nombre  donné  N. 

On  comprend  l'utilité  immense  de  ces  Tables  pou* 
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trouver  les  solutions  de  1  équation 

et  par  conséquent  les  facteurs  de  N  ;  soit 

N  =  2237791. 
Les  terminaisons  additives  congruentes  à  7791  sont 

0225,  o625,   I025,  2225,  3025,  422^ , 

* 

5o25,  6225,   7025,  8225,   go25; 

*   * 
0609,  8809,   2209,   2<)09î   3809,  4"°9» 

9809,  6G09,   7809,  8609,  980g. 

Les  nombres  astérisques  sont  des  carrés  -,  si  on  les  ajoute 
successivement  à  N ,  on  trouve  des  nombres  ]N  qui  com- 
mencent tous  à  gauche  par  2  23  et  qui  ont  des  terminai- 
sons quadratiques;  le  nombre  0223  ajouté  à  IN  donne  un 

carré 

2237791  -h  0225  =  2238016  =  (1496)2, 
donc 

N  =  (1 496  )''  —  1 5-  =  1 5 1 1 . 1 48 1 . 

Euler,  ayant  rencontré  ce  nombre  JN,  déclare  qu  il  serait 

pénible  de  rechercher  s'il  est  premier  ou  non  {N.  Connu, 

A  S.  Petrop,  t.  IX,  p.  17). 

Soit 

N  =  997331. 

Par  un  procédé  analogue,  l'auteur  trouve 
N=  127.7853. 

Gauss  parvient  à  la  même  décomposition  par  la  théorie 
des  résidus  quadratiques  [Disq.  anth.,  p.  58i). 

Dans  une  note  ,  Gauss  dit  avoir  calculé  une  Table  pour 
faciliter  ces  décompositions  et  exprime  l'intention  de  pu- 
blier cette  Table  si  on  le  désire.  A-l-elle  été  publiée? 

Les  Tables  Mil,  IX  sont  relatives  aux  terminaisons 
congrucQles  soustractives ,  el  servenl  à  découvrir  si  les 
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nombres  de  la  forme  4  "■  4-  i  sont  des  sommes  de  la  forme 
.z-2-t-jy2;  lorsqu'on   ua  qu'une  solution;  le  nombre  est 
premier;  lorsqu  on  en  a  deux  ,  il  n'est  pas  premier,  et  on 
le  décompose  de  cette  manière. 
Soit 

N  =  A2  4-  W  =  C"  H-  D5  =  ub  , 
<>n  a 

A  =  pr  —  qs ,      C  =  pr  -+-  q  i . 

B  =  ps  -+-  qr,      D  =  /ja  —  (/t -, 
n  =  j)'  -h  q1 ,       b  =  r2  -t-  .s', 

A  +  C=  2/>/-,      B  —  D  =  2  <//■; 

le  facteur  commun  à  A  -h  C  et  B  -H  D  fait  connaître  />  el 

de  là  r  et  s. 

C  —  A  =  2^f,      B  —  D  =  2<7/-; 

le  facteur  commun  iq  donne  la  valeur  de  q. 

Exemple  : 

N  =  loocji  {oi  , 

on  trouve  l'unique  solution 

,r=i25i,     y  =  2920. 

Ainsi  JN  est  un  nombre  premier.  C'est  le  plus  grand 
nombre  premier  connu  (*).  Pour  le  démon  lier.  Legendre 
remplit  trois  pages  in-4  de  calculs  assez  pénibles  (Théorie 
des  nombres,  3e  cdil.);  M.  Kulik  na  besoin  que  d'une 
demi-page  in-8. 

Nous  croyons  avoir  fait  ressortir  les  services  rendus 
par  le  savant  professeur  de  Prague. 


*)  M.  Lebesgue  me  Fait  observer  que  depuis  la  publication  des   M> 
moires  d'Euler  «le  1778,  on  connaît  des  nombres  premiers  plus  grands, 
entre  autres   11866009,    1  >5 1880g     Commenta lionet  atithmeticat  collectif, 
Pelersb.,  18/19). 
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SIR  LE  COMPAS  DE  PROPORTION 


L'invention  de  cet  instrument,  qui  entrait  jadis  dans 
tous  les  étuis  de  mathématiques,  est  consignée  dans  l'ou- 
vrage suivant  ; 

Le  operazionî  del  compasso  geonwthco  e  mililare  di 
Galileo,  st.ampata  in  Padova,  por  Pietro  Marinelli. 
1606.  In-fol. 

Tiré  à  60  exemplaires,  cet  ouvrage  est  d'une  extrême 
rareté.  Il  est  réimprimé  dans  les  OE livres  de  Galilée,  pu- 
bliées à  Bologne  en  i655,  en  tête  du  premier  volume.  On 
donne  à  Galilée  le  titre  de  noble  florentin,  professeur  de 
mathématiques  au  collège  de  Padoue.  La  dédicace  à  Cosme 
de  Médicis,  prince  de  Toscane,  porte  la  date  de  juil- 
let  1606. 

Bientôt  après,  un  noble  milanais  nommé  Capra  pu- 
blia un  opuscule  latin  où  il  s'attribue  l'invention  du 
compas.  Voici  le  litre. 

Usas  et  Jabrica  circini  cujusdam  proporlionis  per 
quant  omnia  fere  tum  Euclidîs  tum  mathematicorum 
omnium  problemata  facili  negotio  rcsolvcntur,  opère 
et  studio  Bahhazarir,  Caprœ,  nobilis  Mediolanensis  e.r- 
plicata.  Patav.,  1607;  in-4  de  60  l-  pages  (*). 

Galilée  déféra  cet  ouvrage  au  tribunal  des  réformateur 
du  collège  de  Padoue,  siégeant  à  Venise.   Il  obtint  gain 
de  cause.  La  sentence  porte  que  Capia  est  convaincu  de 
plagiat  et  d'ignorance  et  que  son  ouvrage  doit  être  con- 
fisqué.  On  en   avait    tiré  483   exemplaires  :  44°  furent 

(')  Dans  l'ouvra;1,?  de  Capra  un  professeur  napolitain  adresse  des  éloge 
a  Capra  ;   c'est  probablement  ce  qui  a    fait  dire  erroném&nt  à  Hou 
que  Capra  est  Napolitain, 
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saisis  chez  I  imprimeur,  1 3  chez  l'aiileui  ,  niais  3o  étaient 
déjà  distribués  en  divers  pavs  d'Europe;  d<j  là  aussi  l'ex- 
trême  rareté  de  cet  opuscule.  Pour  remédier  à  ce  com- 
mencement de  publicité,  Galilée  crut  nécessaire  de  faire 
paraître  une  défense  : 

Difesa  contra  le  calumnie  e  imposture  di  Baldassare 
Capra  Mdanese.  Usetegli  si  nella  considerazioni  astro- 
nomica  sopra  la  nuova  Stella  del  MDC\  II1I  corne  (e 
assaipiu  )  nel  publicar  nuovamente  corne  sua  invenzioni 
la  fabrica  et  gli  usi  del  compas so  geometrico  e  mîlitare 
sotto  in  titolo  diUsus  et  fabrica  (comme  ci-dessus).  Pa- 
dova,  1607. 

Galilée  réfute  d'abord  un  autre  écrit  de  Capra  où  il 
prétendait  que  Galilée  devait  la  découverte  de  la  célèbre 
étoile  de  1607  ^  un  nonim^  Coznaro.  Après  avoir  montré 
la  fausseté  de  cette  allégation  ,  il  dit  avoir  fait  construire, 
il  y  a  cinq  ou  six  ans,  une  centaine  de  ses  compas  à  Pa- 
doue,  qu'il  en  avait  montré  l'usage  au  père  de  Capra  et 
à  Capra  lui-même.  Il  rappelle  un  grand  nombre  de  pas- 
sages de  Técrit  de  Capra  qui  ne  sont  qu'une  traduction 
littérale  de  Le  operazioni  del  compasso,  etc.  Il  montre 
que  ce  Capra  est  un  ignorant,  qui,  ayant  peu  d'affection 
pour  lui,  s'est  rendu  l'instrument  d'un  de  ses  plus  achar- 
nés adversaires,  qu'il  ne  nomme  pas  et  sur  lequel  il 
s'exprime  avec  beaucoup  d'animosité.  Il  le  déclare  l'e/f- 
nemi  du  genre  humain. 

On  a  composé  beaucoup  d'ouvrages  sur  le  compas  de 
Galilée;  Kastner  en  donne  la  liste  dans  son  Histoire 
des  Mathématiques,  t.  III,  p.  336.  Cet  instrument, 
tombé  en  désuétude ,  était  autrefois  aussi  répandu,  aussi 
préconisé  que  de  nos  jours  la  règle  de  Gunlher. 

Burgi,  le  célèbre  co-inventeur  des  logarithmes,  a  con- 
struit avant  Galilée  un  compas,  mais  qui  n'a  rien  de 
commun  avec  celui  de  l'illustre  Pisan. 
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NOTE  SIR  LE  PROCEDE  POTHENOT. 

(voir  Nouvelles  A>nales,  i.  XIII,  p.  367.) 


Ce  procédé,  attribué  communément  à  Pothenot,  appar- 
tient à  Snellius  ;  il  est  explicitement  décrit  dans  l'ouvrage  : 
Eratosthenes  Batavus  de  terrce  ambitus  vera  quantilate 
à  Willebrordo  Snellio, 

Aid  rat  tr  €nro(rry;[^»Tù)v  fiirpowâv  oionTùm  (*),■ 

suscitatus.  Lugduni  Batavorum  apud  Jodocum  à  Colster, 

ann.  ciniocxvn. 

Deux  branches  de  laurier  forment  ceinture  autour  de 
cette  devise  :  O quant  contempta  res  est  homo,  nisi  supra 
hwnana  se  crexerit  (**)■ 

Cet  ouvrage  remarquable,  in-4°  de  263  pages,  est  divisé 
en  deux  livres.  Le  premier  contient  une  exposition  cri- 
tique (il  place  la  terre  fixe  au  centre  du  monde,  mais  il 
n'en  veut  pas  à  ceux  qui  sont  d'une  autre  opinion)  des 
mesures  de  la  terre  données  par  les  Grecs  et  les  Arabes. 
Le  second  livre  débute  par  des  recherches  soignées  sur  le 
rapport  du  pied  du  Rhin,  qu'il  adopte  pour  unité,  à 
divers  autres  pieds  en  usage  :  il  trouve  que  ce  pied  étant 
représenté  par  1000,  celui  de  Paris  est  io55.  Il  évalue 
aussi  le  poids  d'un  pied  cube  rhinlandique  d'eau  distillée, 
afin  de  rattacher  la  longueur  de  ce  pied  à  une  donnée 
naturelle  fixe  :  à  cet  eflet,  il  invente  un  appareil  in- 
génieux, quil  emploie  avec  beaucoup  de  précautions, 


(  *  )  Calcul'-  par  l'intervalle  angulaire  compris  entre  des  lunette'-. 
*';  Ah!  combien  l'homme  est  chose  méprisable,  s'il  ne  s'élève  au- 
dessus  de  l'humaine  nature. 
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dans  l'esprit  tic  celles  qu'on  a  prises  pour  déterminer  Je 

gramme. 

Il  détermine  la  distance  des  deux  villes  Alkrnaer  et 
Berg-op-Zoom,  en  les  reliant  par  vingt  stations  et  une 
méthode  de  triangulation  qu'on  a  depuis  toujours  suivie 
pour  la  même  opération,  et  qui  est  encore  usitée  j  et  ayant 
déterminé  la  différence  des  latitudes  de  ces  deux  villes,  il 
fait  la  même  opération  pour  Leyde  et  Alkmaer,  et,  pre- 
.nant  une  moyenne,  il  trouve  28  5oo  perches,  chacune  de 
42  pieds  du  Rhin  pour  longueur  de  1  degré  du  grand  cer- 
cle de  la  terre.  Ainsi,  342060  pieds  du  Rhin,  environ 
54028  toises  ou  27  lieues  de  2000  toises,  longueur  trop 
grande  de  2  lieues  environ.  Il  a  été  aidé  dans  ces  travaux 
par  les  deux  frères  Erasme  et  Caspar  de  Sterrenberg, 
jeunes  barons  autrichiens,  déjà  versés  dans  les  calculs  tri- 
gonométriques.  Philémon,leur  professeur,  voulant  mettre 
à  profit  les  vacances,  avait  prié  Snellius  de  faire  connaître 
la  contrée  à  6es  élèves.  Alors  Snellius  les  engagea  à  pren- 
dre paît  à  sa  triangulation.  Il  prit  pour  première  station 
un  endroit  nommé  Oudewart,  lieu  de  sépulture  de  son 
père,  et  où  sa  vieille  mère  vivait  retirée  depuis  son  veu- 
vage. Il  célèbre  cette  ville  ob  nohilem  illam  cladem 
quant  Oudewarte  est  perpessa  quod  omnium  prima  pa- 
llia?, libertatem  suo  sanguine  redemerit. .  à  cause  de  la 
noble  catastrophe  qu'Oudewart  avait  subie  :  la  première 
de  toutes  les  villes,  elle  racheta  de  son  sang  la  liberté  de  la 
patrie.  Il  donne  à  ce  sujet  l'extrait  suivant  d'un  manu- 
scrit de  son  père  : 

V eteraquinum  arcte  obsessumjuit,  tandem  captum  T  II 
Augusti  Juliani,  anno  CI3  10  LXXV.  Sole  médium 
cœlum  jam  signante,  dues  et  prœsidarii  cœsi,  nulîi  ne- 
que  œlati  nec  sexui  parcitum ,  paucissimi  in  semen  ser- 
vati.  Oppidum  incensum  et  Jlamma  absumplum.  Sed 
nescio  quo  me  patriœ  amor  et  meorum  dulcissima  recor-- 
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datio   abripuct >ït ,  quin  ad  institution  polius    revertar? 

«  Oudewart  fut  étroitement  assiégée,  et  enfin  prise  le 
7  août  i  D75,  à  midi.  Soldats  et  bourgeois  furent  massacrés: 
on  n'épargna  ni  l'âge  ni  le  sexe.  Quelques  enfants  seuls 
au  berceau  furent  conservés.  La  ville  incendiée  devint  la 
proie  des  flammes.  Mais  où  m'entraîne  l'amour  de  la  pa- 
trie, les  si  douces  ressouvenant  es  des  miens?  Retournons 
plutôt  à  notre  besogne.    » 

Le  chapitre  X  (page  199)  est  intitulé  :  Trium  locorum 
intervallis  inter  se  datis ,  quarti  dislantia  ab  omnibus 
utiica  slatione  dcjinitus. 

«  Les  distances  mutuelles  des  trois  points  étant  don- 
nées, déterminer  par  une  seule  station  la  position  d'un 
quatrième  point.    » 

11  prescrit  à  cet  effet  la  méthode  des  segments  capables, 
que  Pothenot  croyait  avoir  inventée,  et  qui  porte  son 
nom.  Snellins  fait  usage  de  sa  méthode  pour  lever  divers 
édifices  de  la  ville  de  Leyde.  Sur  la  page  204,  on  trouve 
la  figure  qui  représente  1  intersection  des  deux  ares  de 
cercle  (*). 

Le  triangle  donné  est  iuy,  et  o  le  quatrième  point. 
On  a 

M   =ZZ  6?.  ,6, 

yi  =  52, 
in    —  XïO 

roi  =  32°  57', 

y  ou  =  64°  4u  ; 

de  là  il  «  onclul 

ijru  —  1  5 

Ensuite  abaissant  des  deux  centres  des  segments  capables 
sur  les  côtés  iu  et  yu,  il  obtient  une  suite  de  triangles 

Pothenot  fut  adjoint  à   I  1   1 1 1  r- •  pour  continuer  la  méridienne  d< 
Paris  au  Nord    Lalande,   \stronorme,  n1  .       •  lition 
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rectangles  où  1  on  peut  calculer  successivement  les  côtés 
et  les  angles,  et  parvient  facilement  à  ces  distances  : 

°y  =  79,3, 

Ol   =r  q6  ,  2  , 
OU  ==  I  18,2. 

Il  serait  de  toute  justice  d'attacher  désormais  à  ce  pro- 
cédé le  nom  de  Snellius.  Ne  pas  oublier  que  l'auteur  n'a- 
vait que  26  ans.  Quel  génie  !  [Nouvelles  Annales,  t.  XIII, 
p.  80.)  Il  évalue  le  nombre  de  grains  de  sable  que  peut 
contenir  la  sphère  céleste  d'Archimède,  et  dans  celle  de 
Copernic-,  il  suppose  que  100  grains  de  sable  mis  bout  à 

bout  occupent  une  longueur  de  —  de  pied  du  Rhin. 

Il  a  dédié  son  premier  livre  aux  Etats  des  provinces 
confédérées,  et  le  second  aux  deux  barons  autrichiens 

Dans  le  chapitre  VII  et  dernier,  il  fait  voir  les  défauts 
de  la  méthode  proposée  par  Maurolvcus  pour  mesurer  la 
terre;  elle  consiste  à  mesurer  l'angle  de  dépression  sur 
une  montagne  dont  la  hauteur  est  connue.  Il  attribue  la 
principale  erreur  à  la  réfraction  qui  a  lieu  à  l'horizon, 
où  s'accumulent  tant  de  vapeurs.  Il  cite  un  navigateur 
nommé  Patritius,  qui  prétend  prouver  que  la  terre  est 
plane,  parce  que  sortant  de  Toulon  les  matelots  aper- 
çoivent les  montagnes  de  la  Corse  :  ce  qui  serait  impos- 
sible, si  la  mer  était  bombée  ! 

Le  Eratosthenes  Batauus  ,  ouvrage  très-rare  .  appar- 
tient à  M.  Prouhet,  qui  fait  une  collection  d'ouvrages  ma- 
thématiques avec  un  discernement  digne  d'un  excellent 
géomètre,  digne  d'un  érudit  consommé:  qualités  dont 
la  réunion  est  aussi  exeessivemënl  rare  en  deçà  du  Rhin. 


(  93 


BIBLIOGRAPHIE 


DeLLA    VITA    ET    DELLE    OPERE    Dl     GhERARDO    CrEMONESE  , 

traduttore  del  secolo  duodecimo,  et  di  Gherardo  da 
Sabionetta,  astronomo  del  secolo  deeimoterzo.  jNotizie 
raccolte  da  Baldassare  Boncompagni.  In-folio  de 
109  pages;  Roma,  i85i. 

On  dit  souvent  que  nous  devons  nos  connaissances 
scientifiques  aux  Grecs  et  aux  Arabes.  Il  serait  plus  juste 
de  dire,  avec  un  sentiment  de  reconnaissance,  que  nous 
devons  nos  sciences  à  ceux  qui  ont  traduit  les  ouvrages 
grecs  et  arabes.  Ce  sont  là  les  véritables  promoteurs  de  la 
renaissance ,  du  rappel  de  l'esprit  humain  à  toute  sa  li- 
berté d'action.  Gérard  de  Crémone  est  un  de  ces  vaillants 
promoteurs.  Il  a  traduit  trois  ouvrages  de  dialectique, 
dix-sept  ouvrages  de  géométrie  ,  douze  ouvrages  d'astro- 
nomie; onze  ouvrages  de  philosophie;  32  ouvrages  de  mé- 
decine. On  en  trouve  la  liste  complète  dans  un  Eloge 
de  Gérard  conservé  dans  la  bibliothèque  du  Vatican  et 
inséré  dans  la  présente  Notice  (p.  4  à  7).  L Aima  geste 
de  Ptolémée  est  le  plus  important  de  ces  ouvrages.  Ayant 
appris  que  ce  manuscrit  existait  à  Tolède,  Gérard  s'\  e^i 
transporté  et  y  a  passé  plusieurs  années  pour  étudier 
l'arabe. 

L'Italie,  terre  privilégiée,  n  est  jamais  restée  complé- 
tement  étrangère  ni  aux  lettres,  ni  aux  sciences  .  el  encore 
aujourd'hui,  qui  ne  connaît  ses  philosophes,  ses  géo- 
mètres, ses  astronomes,  ses  physiciens? 
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AVIS 


En  i858,  on  donnera  soit  l'analyse,  soit  l'énoncé  de 
tous  les  articles  contenus  daiis  les  journaux  suivants. 

i°  Journal  de  C relie j  i°  Journal  de  Gunlher- 
3°  Quarlerly  journal  [Cayley  et  Sylvester) ;  4°  Annales 
de  Tortolini. 

Les  thèses  qui  nous  seront  adressées. 

M.  le  professeur  Mathieu  (Emile)  nous  a  communiqué 
les  solutions  de  questions  difficiles  proposées  et  non  ré- 
solues dans  le  traité  de  M.  Bertrand;  elles  seront  succes- 
sivement publiées  dans  les  Ann<ries ,  ainsi  que  les  ques- 
tions analogues  des  traités  de  M.  E.  Catalan  et  Rouclié: 
modèle  de  gymnastique  mathématique  propre  à  former  de 
vigoureux  athlètes. 

Les  ouvrages  suivants  sont  en  voie  de  traduction. 

i°.   Conic  curves ,  de  G.  Salmon,  par  M.  Poudra. 

i°.  Geometrische  Enlwickelung ,  de  Steijver,-  par 
M.   Dewulf,  officier  du  génie. 

3°.  Calcul  of  opérations ,  de  Cakmichael  ,  par  M.  Je 
professeur  Rey. 

4°.  Theoria  motus  planetarum,  de  Galss,  par  M.  le 
professeur  Dieu. 

Ij  Astronomie,  de  Brujvow,  par  M.  le  professeur  Ter- 
quein  (Paul),  est  terminée. 


On  est  prié  de  faire  les  figures  à  part  et  de  dimension 
a  pouvoir  entrer  dans  le  texte  des  Annales. 
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Page  18,  ligne  2,  au  lieu  de  les,  lisez  le. 

18, ligne  2,  au  lieu  de  livres,  lises  livre. 

22,  ligne  2  en  remontant,  au  lieu  de  que  s  est,  lisez  qui  soit. 

2/),  ligne  11,  au  lieu  de  moins  plus,  lisez  moins  pas  plus. 
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